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PREFACE. 


« C'esL Icy un llrre de bonce foy, leotenr 
Hob deffaulB B’y llront an rlf n 

HIontajonb, Preface dos Essals 


Le premier traitd d’Arithmetique supdrieurc, ou d’Arith- 
mologie, a eld publid a la fin du siecle dernier par Legendre, 
sous le tilre : Essai sur la thione des nombres (Pans, an vi). 
Cet excellent ouvrage renfermail non seulement tout ce qui 
dtaitconnu jusqu’alors sur cette science, elnotamment les re- 
clierclies d’EuLER et de Lagrange, sur les theoremes enonces 
par Fermat, mais encore les nombreuses ddcouvertes de l’il- 
lustre auteur, qui rendit de si grands services k l’Arithme- 
tique. On lui doit surtout le thdordme fondamental quiporte 
son nom, c’est-i-dire la Loi de reciprocity des rdsidus qua- 
dratiques. Deux auLres editions, considdrablemenL augmen- 
tdes, ont etd publiees de son vivant; la troisidme, definitive, 
en trois volumes in-4°, en i 83 o. Gelle-ci vienL d’etre traduite 
en langue allemande par M. Maser (Leipzick, 1886). 

Dans la premiere annee du siecle, Gauss fit paraltre les 
Disquisiliones arilhmelicce (Leipzick, 1801). Une traduc¬ 
tion frangaise, les Recherches aril/imetiques (Paris, 1807), 
est due a Poullet-Delisle. Depuis, de nombreuses dditions 
de cet ouvrage admirable ont dtd publides dans plusieurs 
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langues, et notamment la version originate, en langue alle- 
mande, pour laquelle l’auteur n’avaitpu trouver d’editeur! 

Ce livre, monument imp6rissable, d£vode 1 ’immense 
etendue, l’etonnante profondeur de la pens^e humaine. Son 
auteur excella dans toutes lcs parties des Sciences mathe- 
matiques, pures et appliquees; dans l’Analyse algebrique, 
dans la Tlteorie des fonctions, dansle Calculdesprobabilitds, 
dans la Geometric des surfaces, dans l’Astronomie physique 
et pratique, dans la Mecanique celeste, dansTOptique, dans 
le Magnetisme, dans la Thdorie des attractions, etc.; ses 
compatriotes font, avcc raison, surnomme Prmceps malhe- 
maticorum. Mais ce que ce savant lllustre, que l’on doit 
placer 4 c6te des plus grands g£nies scientifiques de l’huma- 
nit6, preferait par-dessus lout, c’etait sa chhre Arilhmc- 
lique, ainsi qu’il le rep^tait continuellement dans sa cor- 
rcspondance; nous n’y contredirons point. 

Les ddcouvertes de Gauss ont donne lieu & de nombreux 
memoires sur l’Arithmdtique, surtout en Allcmagne; mais 
nous ne pouvons ciLer ici que les pnncipaux traites didac- 
tiques. — En France, Poinsot publie, dans le Journal de 
Liouvdle (L. X, i845), un m^moire intitule : Reflexions sur 
lcsprmcipes fondamentaux de la Thdorie des nombres; 
cet ouvrage mcrite l’attenlion 4 plus d’un titre, surtout par la 
clarte et l’eteganc^ de l’exposition, mais non par la nou- 
veaute; malheureusement, la demonstration duprmcipe, sur 
lequel repose tout l’ensemble, n’est pas rigoureuse, bien que 
toutes les consequences en soicnt exactes. — Nous devons 
rappeler encore les deux opuscules de Lebesgue : Exercices 
d’Analyse numerique et Introduction a la Theorie des 
nombres (Paris, 1859 et 1868). On doit regretter que cet 
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auteur n’ait pu terminer la publication qu’il avait annonc^e. 
— Enfin le second volume du Cours d’Algkbre supe- 
rieure, de Serret ( 4 e Edition), est consacre presque entiere- 
ment k la theorie des congruences et & ses applications a 
la resolution algebrique des equations; mais, par suite d’une 
madvertance inconcevable, d£s la premiere page, plusieurs 
des demonstrations prdsentees par l’auteur manquent de 
rigueur. En particulier, nous signalerons comme imparfaite 
la demonstration du tbeoreme de Bachet, que tout entier 
est la somme de quatre carres, ou de moins de quatre. Cette 
critique n’a pas pour but de diminuer 1’importance de Texcel- 
lent ouvrage de Serret, qui d’ailleurs a ete apprecie, tra- 
duit et publie en Allemagne (Leipzick, 1879) par M. Wer- 
theim. Nous exposerons, dans le second volume, une fort 
belle demonstration du theoreme de Bachet, qui nous a ete 
communiquee par M. Matrot, ingenieur en chef des Mines. 

M. Tchebychef a pubhe en langue russe la Theorie des 
congruences (Saint-Petersbourg, 1847). Une traduction en 
langue allemande vient de paraltre par les soms de M. Scha- 
pira, professeur i l’Universite de Heidelberg (Berlin, 1889). 
Cet ouvrage contient, dans 1 ’original mais non dans la traduc¬ 
tion, la demonstration de l’un des plus beaux et des plus dif- 
ficiles tbeoremes de l’Aritbmetique transcendante; nous don- 
nerons, dansle troisieme volume, une simplification de cettc ' 
admirable demonstration, qui suffirait a elle seule pour ob- 
tenir Timmortabte, si son auteur ne s’etait surpasse lui- 
meme par l’mvention d’un nouveau genre de calcul, pour la 
determination des maxima et des minima d’integrales com¬ 
prises entre des limites donnees, et par ses nombreuses et 
utiles appbcatioDS & la Mecanique des systemes articules. 
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II serait trop long de donner la liste des ouvrages qui ont 
paru en Allemagne, dans ces derni&res ann^es, sur le sujet 
qui nous occupe. Nous nous bornerons & citer les Legons de 
Lejeune-Dirichlet, publics par M. Dedekind iVorlesungcn 
uber Zahlentheorie. La troisi^me edition de ce delicieux. 
traii^ (Brunswick, 1881) contient, en dehors de la d^mon- 
slralion du cdlebre th6or<kme de Dirichlet sur la presence 
des nombres premiers dans les progressions arithmdtiques, 
de remarquables et importantes additions de l’editeur sur 
rAritbmetique generate. Pour terminer, nous citerons les 
Logons acaddmiques de M. Ba.chma.nn sur la dermere section 
des Disquisiliones de Ga.uss, sous le titre : Die Lehre 
von dev Kreistheilung und ihre Beziehungen zur Zahlen- 
ihcorie (Leipzick, 1872). 

Telles sonL les principales sources d’oili notre oeuvre d6- 
coule. 

Dcpuis longtemps, nous avons amass^ et recueilli des do¬ 
cuments nombreux, inLeressants, de tous auteurs et de tous 
pays, pour ecrire un livre sur le sujet qui nous occupe. Nous 
y ajouLons une/partie de nospropres recherclies, que nous 
avions publiees dans ce but, au jour le jour, un peu partout 
cL noLamment dans les Complcs rcndus , les Bulletins des 
Academies des Sciences de Turin, Rome et Samt-Pc- 
lersbourg, de la Soci^te maLhematique de France; dans VA- 
mcrican Journal, i Baltimore, dans les Comptes rendus de 
l’Association frangaise pour l’Avancement des Sciences, dans 
les Nouvelles Annales de Mathematiques , dans la Nouvcllc 
Correspondance et dans Malhesis , ik Bruxelles et & Lnkge, 
dans le Messenger of Mathematics, & Cambridge, etc. 

II nous reste & indiquer le plan general de ce bvre. Nous 



prenons la science & son’origine et, dansl’Introduction, nous 
indiquons les debuts, les progr^s et les applications de 
l’Arithmetique, tout en restant dans les idees gen^rales. 
Nous compldterons cet exposy, s’il y a lieu, pour les volumes 
qui suivront. Nous insistons sur les proc^d^s du calcul, d’au- 
tant plus qu’on les neglige dans les Elements, & ce point que 
la construction des tables de multiplication esl enseigntfe 
d’une manure dyfectueuse. Nous met tons les calculs dits 
algdbnques en face des calculs de I’ArithmeLique ordinaire, 
car nous consid^rons le nombre entier d’une maniere gene- 
rale, ind^pendante deson enveloppe, positif ou negatif, soit 
qu’on le repry sente par des boules, par des chiffres ou par 
les lettres de l’alpbabet. Ce n’esl pas dans la manure de 
figurer les nombres, de les habiller pour ainsi dire, que nous 
distmguons l’Ari thine tiquc de l’Alg^bre, mais c’est surtoul 
dans l’essencc meme des nombres, dans la maniere de les 
concevoir. La ligne de demarcation entre l’Arithmitique et 
l’Alg^bre provient de 1 ’idee que l’on se fait du nombre, 
suivant qu’on le considire comme grandeur, ou simplement 
comme numero d’ordre, c’est-i-dire suivant que Ton accepLe 
ou que Ton refuse la notion de continuity; c’est ainsi que la 
doctrine des nombres irrationnels, des logaritlimes, etc., ap- 
partient exclusivement au domaine de l’Algfebre, e’est-a-dire 
des fonctions analytiques. 

Pour tout ce qui concerne les Elements du calcul, numd- 
rique ou littoral, les developpements marchent parallele- 
ment, quand on exclutla continuity. A toutes les operations 
du calcul dycimal correspondent les opyrations analogues du 
calcul sur les polyndmes et ainsi pour la multiplication el 
pour la division, pour la recherche des diviseurs et desmul- 



Uples communs des nombres et des polyn6mes entiers, pour 
la decomposition en fractions simples et pour le d^veloppe- 
ment en fractions continues des nombres fractionnaires et 
des fractions rationnelles, pour la decomposition d’un 
nombre entier en facteurs premiers et d’un polyndme en 
facteurs irreductibles, etc. Mais it existe une difference 
profonde entre ces deux caleuls, aussitdt que l’on introduit 
la notion de continuite et, par suite, d’incommensurabilite; 
nous citerons quelques exemples. 

Dans la theoric des equations algebriques, les theor^mes de 
Descartes et de Newton ('), de Rolle et de Sturm appren- 
nent i\ connaitrc le nombre des racines reelles d’une equation, 
comprises entre deux limites donnees;mais ll n’existe, quant 
a present, rien de pared en Antbmetique, et nous ne con- 
naissons aucun procede de calcul pour determiner le nombre 
des facteurs premiers d’un entier donne compris entre deux 
lmiites. La methode de Hudde, dite des racines dgales, 
permet de decomposer tout polyn6me contenant des facteurs 
multiples; mais ll n’existe aucun procede pour connaitre les 
facteurs multiples d’un entier donne Enlin la theone des 
fonctions donne naissance, par les developpements en series, 
& des suites de nombres, qui sont les coefficients des puis¬ 
sances des variables; mais la formation de ces coefficients et 
leurs proprietes appartiennent essentiellement k l’Arithme- 
tique, lorsque Ton peut former ces nombres, mdependam- 


(') Le thdoreme de Dbsoahtes donne ane limite 9up&rieure des racines r^elles 
d’une equation par le comple des variations, c’est-4-dire des successions des 
signcs de tous les ensembles formas par deux termes consdcutifs, dans le theo- 
r6me de Newton, on considere les ensembles de trois termes consecutifs La de¬ 
monstration de ce dernier thdoreme a ete donnee pour la premiere fois par M Syl¬ 


vester 
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merit de toule consideration de continuity, par des opera¬ 
tions rationnelles. C’estainsique nous avons pu exposer le 
calcul etles propriety de ces coefficients, mysterieux comme 
les nombres premiers, que l’on appelle nombres de Ber¬ 
noulli, d’EuLER, de Genogghi, d’HxMiLTON, etc. 

Comme toules les sciences, l’Arithmetique rdsulte de Fob- 
servation; elle progresse par l’etude des phenom6nes num^- 
riques donnes par des calculs anterieurs, ou fabriquiis, pour 
ainsi dire, par l’expyrimentation; mais elle n’exige aucun la- 
boratoire etpossede seule le privilege de convertir ses induc¬ 
tions en theorfemes deductifs. Comme en Cliimie, par 
exemple, on prepare les nombres au moyen du calcul; par la 
divisibility, on decompose ceux-ci en elements simples, 
les facteurs premiers; par la theorie des residus potentiels, 
on determine leur aspect et, en quelque sorte, leurs reactions 
mutuelles; enfin, par la juxtaposition des nombres triangu- 
laires, carr^s, polygonaux, cubiques, etc., la theorie des 
formes numeriques rappelle l’ytude des systemes cnstallms. 
C’est par F observation du dernier chiffre dans les puissances 
successives des nombres entiers que Fermat, notre Dwus 
Ariihmeticus , crea l’Anthmytique supyrieure, en donnant 
l’enonce d’un thyoreme fondamental; c’est par la methode 
expynmentale, en rechercbant la dymonstration de cette 
proposition, que la theorie des racines primitives fut imaginye 
par Euler; c’est par l’emploi immydiat de ces racines primi¬ 
tives que Gauss obtmt son celebre theoryme sur la division 
de la circonfyrence en parties egales, et celui-ci futle point 
de dypart des profondes recherches. d’ABEL et de Galois, de 
MM Kummer, Hermite et Kronecker, dans l’Algybre supe- 


neure. 
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Nous n’avons pas la pretention de comparer nos modestes 
decouvertes k celles de tous ces savants immortels; mais 
c’est encore par l’observation de la suite de Fibonacci: 

o, i, x, 3 , 3, 5, 8, i3, 2 i, 34, 55, , 

dans laquelle chaque terme est la somme des deux termes 
qui le prdckdent, que nous avons rencontr£ une proposition 
nouvelle qui constitue la reciproque du th6or£me de Fermat. 
Nous en avons deduit un grand nombre de corollaires qui 
permettent de savoir si un nombre donnep de vingt ou trente 
chifFres est premier ou non, lorsque l’on connait la decom¬ 
position en facteurs premiers de Fun des nombrcs (jp ±. t) 
qui le comprennent Par l’emploi de ce nouveau procede, 
nous avons 6nonc6 un grand nombre de theoremes analogues 
a celui de Wilson el obtenu des nombres premier^ de vingt 
et de trente chifFres, tandis que le plus grand nombre premier 
connu, llya vingtans, (2 31 — i)indiqu£ par Euler, n’en avait 
que dix. Amsi, par exemple, on a la proposition suivante 
qui vient compiler le th6or£me de Gauss dans la tb^orie 
de la division de la circonference : Pour que le nombre 

a n . 

2* -h I 

so it premier, il faul et il suffit qu } il divisc le nombre 

3 aSn -h r. 

La theorie des suites recurrentes est une mine in£puisable 
qui renferme toutes les propridt£s des nombres; en calculant 
les termes successifs de telles suites, en d£composant ceux-ci 
en facteurs, en rechercbant par V experimentation les lois de 
Vapparition et de la reproduction des nombres premiers, on 
fera progresser d’une manure syst^matique l’etude des pro- 
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prates des nombres et de leuis applications dans loutes les 
branches des Mathematiques. 

Nous avons done expose l’ensemble des v£rit<$sfondamen- 
tales du Calcul et de l’Anthm^tique, d’apris le mode analy- 
tique, en laissant de c6te toute preoccupation de programmes 
officiels Puisque toutes nos operations et tous nos raisonne- 
ments ne portent que sur les nombres entiers, independam- 
ment de toute consideration de continuity ou d’lrrationna- 
lite, nous faisons abstraction des nombres qui entrent dans 
les formules, pour ne voir que l’ordre de succession des ope¬ 
rations que l’on applique k ces nombres, d’une maniere ef¬ 
fective ou supposee. Nous rangeons ces operations dans un 
ordre naturel, logique, tei que chacun des signes et des sym- 
boles d’operation necessite la connaissance de tous ceux qui 
le precedent 

Le signe de I’addition eL son symbole exLensif, 2. 

Le signe — de la soustraclion etcelui des differences successives, A. 

Le signe x de la multiplication et de son symbole extension. 

L’exposant des puissances, a n et le symbole des faclorielles, a" 1 '. 

Le signe de la division exacte et les symboles des operations dans 
lesquelles on recherche le quotient approebe, par exces ou par defauL, 
et le resle d’une division. 

Le symbole de l’operation du plus grand commun diviseur et du de- 
veloppement d’un nombre rationnel en fraction continue. 

Le symbole de la recherche des diviseurs d’un nombre. — Le symbole 
de la recherche des nombres inferieuis et premiers a un nombre donn£. 

Les symboles de Legendre et de Jacobi dans la theorie des r6sidus 
quadratiques, etc , etc. 

Apr£s avoir amsi classe ces operations, nous les represen- 
tons par les lettres de l’alpbabet, dans l’ordre ordinaire. 
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Gela pos6, considdrons une formule ou un raisonnement 
quelconque; ecrivons dans l’ordreouils se pr^sentent les dif¬ 
ferent symboles des operations ficlives ou effectuees, nous 
formons ainsi un mot contenant une ou plusieurs des lettres 
symboliques, et d’ailleurs ces lettres peuvent entrer plusieurs 
fois dans le ncfeme mot. A chaque formule correspond unmot 
symbolique et inversement. En rangeant tous ces mots dans 
l’ordre du dictionnaire, on obtient la succession logique 
des verifes del’Arithmetique. II est evident d’ailleurs qu’une 
meme verife peut occuper diverses places, suivant le mode 
de raisonnement que l’on emploie pour sa demonstration*, 
d’autre part, deux questions qui paraissenl voisines d’apr&sla 
nature de leur ^nonce peuvent se trouver tres (iloignees dans 
led&veloppemenldenotre ouvrage, lorsque les resultats con- 
duisent a des formules de nature differente. Amsi, par 
exemple, lorsque l’on veut determiner le nombre des disposi¬ 
tions differentes d’objets places sur un circuit fernfe, on doit 
consnferer deux cas suivant que les objets sont tous distincts 
ou que plusieurs d’entre eux ne le sont pas. Dans le premier 
cas, on a une formule tr£s simple (n° 42 ), il n’en est pas de 
nfeme dans le second et la formule correspondante ne peut 
trouver sa place que dans le III e Livre au Chapilre XXII (voir 
1 ’Addition VII, p. 5 ot) II peut encore se presenter d’autrcs 
circonstances et, par exemple, dans la thdorie des faclo- 
j'iclles, c’est-ii-dire des produits de nombres en progression 
ariLhnrfetique, et dans celle des puissances, c’est-i-dire des 
produits de nombres 4 gaux; ceux-ci reviennent 4 des facto- 
rielles dans lesquelles s’annule la raison r de la progression 
anthmetique Souvent, le cas general donne des formules 
plus simples, tandis que le cas pardcuber produit des for- 
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mules illusoires. C’est pour ce motif que nous avons place 
parfois le symbole de la factorielle avant celui de la puissance. 

En beaucoup d’endroits, nous avons employe dans nos rai- 
sonnements le mode de calcul sur l’echiquier, k Limitation de 
Pascal, dans son farneux Traite sur le triangle arithmetique. 
Pour montrer la superiority de ce procede general d’Arith- 
metique de position, nous avons donne, dans le Chapitre sur 
le Calcul dcs probabditcs, les solutions si mgenieuses de 
M. Delannoy, au sujet du Scrutin de ballotlage et de la 
Duree du Jeu. Cette methode donne, quant & present, 
l’unique solution d’une question difficile posee par Laplace, 
tandis que les resultats presentes recemment k VAcademic 
dcs Sciences ont line forme illusoire. 

Dans un but de simplification, nous nous servons de quel- 
ques mots nouveaux : d’abord, ceux de codiviseurs el de co- 
multiples, qui se comprennent d’eux-memes; nous designons 
par indicateur d’un entier n le nombre des entiers inferieurs 
4 n et premiers avec lui; nous designons par le mot gaussien 
de a pour un module donne le plus petit exposant g de 
a pour lequel ( a s — i) est un multiple du module; enfin, 
avec M. Sylvester, nous appelons cumulant le resultat de 
l’operation du symbole generalise d’EuLER, dans la theorie 
des fractions continues. — Nous avons employe, pour les 
raisonnements et les formules, les signes connus, en choisis- 
sant toujours ceux qui donnent aux formules la physionomie 
la plus simple et la plus claire; nous avons adopte le signe = 
de la congruence, qui est indispensable dans les theories de 
l’Anthmetique superieure; et d’ailleurs, il a ete accepte de- 
puis Gauss par tous ceux qui ont fait faire quelques progres 

b 
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& la Tb6orie des nombres De plus, daus notre metbode de 
calcul symbolique, nous avons employ^ le signe *£* •, on ne doit 
pas consid^rer ce symbole autrement que le signe = de l’^ga- 
lite; mais nous avons pris cette forme speciale pour indiquer 
au lecleur qu’il faut faire le developpement des deux membres 
de la formule symbolique, avant d’ecrire leur £galile, ou leur 
identity. 

Tels sont les pnncipaux points sur lesquels nous croyons 
devoir appeler l’attention. Nous savons bien que certaines des 
theories exposes paraitront parfois trop longues et parfois 
trop concises; aussL nous regrettons de n’avoir pu faire subir 
a cet ouvrage l’epreuve d’un enseignement public Cepen- 
dant nous esperons l’am&iorer dans une edition ulterieure, 
et nous invitons tous nos lecteurs a vouloir bien nous sou- 
mettre les observations, corrections et additions, que son 
elude pourra leur sugg^rer. 



INTRODUCTION. 


« Lexqno dalar namorls mogoornm borronda laboratu 
(Ovide, Mitam , Uv VII) 


D4s son apparition sur la Lerre, I’homme imagine le calcul pour 
distinguer, pour compter les objets qu’il dchange ou dont il a 
besom. Puisqu’il n’a m papier, m crayon, il compte en faisnnt 
des marques ou des sines sur les troncs d’arbres, sur les os des 
ammaax, ou bien encore il assemble des cailloux (d’oii vient le 
mot calcul ), qui lui rappellent le nombre des objets qu’il a consi- 
d4r4s. On retrouve, dans les cavernes de l’dpoque primitive, des 
os strids rdguli4rement, comme la taille de la boulangfere, dont 
l’ongine et le but sont incontestables. Ils servaient 4 compter, 
par le proeddd le plus dldmentaire qui reprdsente l’idde m6me de 
la formation des nombres, par l’addition successive de l’unitd. 

Plus de trente-cinq si6cles avant notre 4re, les Chinois se ser- 
vaieut de boules pour repr^senter les nombres Ils employaient, 
dans le commerce et dans les affaires, de petites cordes 4 noeuds 
dont chacune avait sa signification particuli4re. Elies sont repnS- 
sentdes dans deux tables que les Chinois appellent Ho-tou et 
Lo-chou (*), et qui sont, de deux fagons differentes, la figuration 
des neuf premiers nombres, au moyen de boules. 


(*) a Les premieres colonies qm vmrent habiter le Se Tchuen n’araient, pour 
toute literature, que quelques abaques arithrn6tiques fa its avec de petites cordes 
nou£es, a l’lmiLation des chapelets, a globules enfil6s, avec quoi ils calculaieot 
et faisaieut leurs comptes dans le commerce Ils les portaient sur eux et s’en 
servaient quelquefois pour agrafer leurs robes, du reate, n’ayant pas de carac- 
teres, ils ne savaient ui lire, m 6crire. » (Ddhalde, Description de la Chine 
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Les anciens Tartares avaient, pour s’entendre, des klid-mou 
ou bfttonneLs entallies d’une manure convenue, lls s’en servaient 
pour communiquer d’une horde 4 1’autre. Ges bitonnets mdi- 
quaient, en temps de guerre, le nombre d’hommes et de chevaux 
que chaque carapement devait foumir. Les habitants du Pdrou, 
au temps des Incas, avaient des cordelettes nouees qu’ils appe- 
laient des Quippos, et dont on Lrouve plusieurs dchantillons au 
musde etbnographique du Trocaddro. Elies etaient de diff^rentes 
couleurs et pouvaient se nouer et s’entrelacer de bien des ma¬ 
nures. Le nombre des nceuds, leurs dispositions, leurs enchev£- 
trements avec des baguettes, leurs situations diverses sur un 
anneau central en mdtal, en bois ou en os, permeLtaient d’expri- 
mer de cette fagon une suite assez considerable de nombres 
Ainsi, la premiere notion du nombre, qui a dd prdceder de 
plusieurs si&cles l’alphabet et 1’dcriture, n’est qu’une simple 
question d’ordre ou d e numei otage. Del4r4sulte lmmedialemeut 
I’ld^e de la suite des nombres entiers et, simultanement, celle dc 
Y addition. Au lieu de compter par un, dans la suite naturelle des 
nombres ddsign^s par des mots convenus, on compte de deux en 
deux, et l’on disLingue les nombres pairs des nombies impairs. 
Ddja, dans le Lo-chou, les nombres pairs sont represents par 
des boules noires et les nombres impaa s son t represents par des 
boules blanches. Puis l’on compte de trois en trois, de quatre en 
quatre, ., et l’on a la notion de I’addition par cette question : 
Quel est le nombre qui vient un certain nombre de rangs apr&s 
un autre? D4s lors, les premieres proprtts des nombres appa- 
raissent 4 I’humanit, car l’idde d’addition est inddpendante de la 
continuity, de la grandeur, de la mesure, elle ne depend que de 
l’ordre on du numdrotage. G’est qu’en effet « les pnncipes gd- 
n^raux de 1’Analyse mathemalique ont leur source naturelle dans 
la simple consideration de l’ordre ou de la disposition mutuelle 
qu’on pent observer actuellement entre plusieurs objets, ce qui 


et de la Tartarie chmoise, p. ag 3 , 1735). — Voir, pour plus de details, notrc 
article de La Nature du 1" mais 1890, intitule Chmoiserie arithmetique 
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me parait le plus haut point d’abstraction ct deg^ndralitd oil ll soit 
permis de porter la science » ('). 

C’est ainsi que, parmi les pnncipales propridt^s des nombres, 
on Irouve d6s le commencement cette proposition que Ton doit 
considdrer comme l’axiome fondamental des Mathdmatiques : Le 
nombre est independant de l’ordre et des divers groupements de 
ses unites Dans le Lo-chou, que nous figurons avec des cluffres, 
au lieu de boules, les neuf premiers nombres 


4 

9 

2 

i 

r ) 

7 

8 

i 

fi 


sont ranges sur les neuf cases d’un carrd, et Ja somme des nom¬ 
bres renfermds dans une mdme ligne, dans une raeme colonne, 
ou dans chacune des deux diagonales, est constamment ^gale a 
quinze Et pourtant cetle figure, qui representait peut-<Hre une 
boite portative de poids, dans laquelle on avait clierclid et trouve 
l’6quilibre, et que l’on appelle acluellemenL un carrS magiqlie, 
doit 6lre considdrde comme le plus ancien document de l’Aritlime- 
tique, puisqu’elle renferme quelques-unes des propndt6s eld- 
menlaires des nombres 

Les ^changes commerciaux ont donnd naissance k la sous frac¬ 
tion, operation inveise de l’addition, qui revient a ceci: Quel est 
le nombre qui se trouve un certain nombre de rangs avant un 
autre 9 Mais, dans cette operation, ll se pr^sente parfois une sorte 
d’impossibilil6, c’est lorsqu’il s’agit de retrancher d’un cerLain 
nombre un autre plus grand, plus dloign£ dans la sdrie des nom¬ 
bres. De let, dans le commerce, ces distinctions du ddbit et du 


(') Polnsot, Introduction a la ThAone des nombres, p a du MSmoire, dans 
le Journal de Liouville (t X, i 8 ^| 5 ) 
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credit, de l’actif et du passif, du doit etde l’avoir Dans la science 
pure, cette impossibility disparait en donnant des appellations et 
des signes aux rysultats, et 1’introduction des nombres positifs 
et des nombres ndgatifs , toute naturelle, se fait d’eHe-mdine 
D’abord, si l’on retranebe un nombre d’un nombre egal, on dit 
z£ro, el zero devient un nombre entier qui repr^sente l’origine 
de tous les nombres; puis, apr£s avoir nunxyrote dans un sens, 
on numyrote daDS le sens opposy, comme dans l’ychelle des tber- 
mom6tres, et l’on (hlmoins un,motns deux, ... 11 n’est pas dou- 
teux que cette mterprytation de sens ou de direction, inline pour 
les nombres abslraits, dtait connue d£s la plus haute antiquity 
Pour justifier cetle opinion, ll nous suffit d’indiquer la reprysen- 
talion des nombres voisins de cinq, c’est-a-dire quatre et six, 
repvdsentys par IV etpar VI dans la numyration des Romaics, ou 
encore celle des nombres IX et XI qui comprennent X. Mais 
e’est & Descartes que l’on doit 1’inLroduction systymatique des 
nombres ndgatifs dans les calculs de la Gyomytne, de 1’AriLlxmy- 
tique et de i’Algybre, soit que ces nombres se prysentent dans 
les donnees des problymes, soit qu’ils se prysentenl dans les 
rdsullats 

La rypytition des monies affaires commerciales conduit a l'ad- 
dition des nombres 4gaxix, ou k la multiplication, qui n’est qu’une 
addition abrygye, encore indypendante de I’idye de mesure, de 
grandeur, de continuity. Pour calculer plus rapidement, on ima¬ 
gine des tables et des appareils de calcul, que l’on appelle boulters 
el abaques. On doit noter la myraorable invention de Fo-cnr, 
premier empereur et lygislateur de la Chine (35oo ans avant noire 
6re), pour reprysenter les nombres jusqu’4 soixante-quatre, e’est 
le Je-kim ( J ), boiilier formy de six tiges paraliyles sur chacune 
desquelles on peut faire glisser une seule boule. Lorsque la boule 
est placee au milieu d’une tige, elle reprysente deux fois le nombre 


(’) Voir notre arlicle intitule Les appareils de calcul et les jeux de combi- 
naisons, daus la Revue scientifique du 4 Janvier 1890 
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que repr^senlerail une boule sur la tige plac^e immediatement 
an-dessous. En d’autres termes, de la premiere a la sixi^me tige, 
lea boules valent 

un, deux, quatie, huit, seize, trente-deux, 

et le nombre marque sur le boulier esl la somme des nombres 
repr^sentds par chacune des boules Mais, pour parvenir 4 compter 
des nombres de plus en plus grands, et, par exemple, pour denom- 
brer les etoiles du ciel, les habitants d’une ville ou d’une contr^e, 
il fallut d’abord augmenter le nombre des tiges et employer simul- 
tan^ment plusieurs boubers En plagant qualre boules sur chaque 
tige, on convenait que les boules situdes sur les tiges successives 
avaient une valeur de cinq en cinq fois plus grande; avec neuf 
boules, il etait convenu que chaque tige servait 4 reprdsenler des 
nombres de dix en dix fois plus grands. Telle est l’ongine du 
boulier chinois nomme souan-pan, du boulier russe nommd 
schlole et des diverses transformations de ces appareils dont on 
se servait couramment en Europe, au xiv B siibcle, dans les calculs 
de la Banque des argentiers Les Chinois, les Russes et les 
peuples de I’Orient se servent encore couramment des bouliers. 
Le jeu d’anneaux, que I’on appelle baguenaudier, d’ongine cln- 
noise, doit £tre consider comme une transformation du Je-kim et 
construit plus sp^cialement pour la classe des lettr^s et des man¬ 
darins. 

L’emploi des bouliers conduit directeraent 4 la numeration 
parlee et 4 la numeration ecnte; la numeration decunale etait 
connue en Chine et aux Indes, d4s les temps les plus recuies; elle 
nous a etd transmise par les Arabes, avec leurs chiflfres et le z£i o. 
On ne doit pas confondre les abaques avec les tables de multi¬ 
plication , dans l’origine, c’etaicnt des tables en bois, en metal ou 
en marbre, divisees en compartiments par des lignes transversales; 
ces compartimenls correspondaient aux tiges des bouliers ; on y 
plagait des pions ou des cailloux, ou l’on y tragait encore des 
signes surle sable, le pulvis eruditus, dontils etaient recouverts, 
comme dans la Table de Salamine, ou l’abaque de Boece. <i Le 
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syst4me de numeration ddcnt par Boece est ldentique, quant au\ 
principes, 4 noire Arilhm4lique acluelle et n’en diff4re, en pra¬ 
tique, qu’en ce seul point, qu’on faisait usage d’un Tableau a 
colonnes, pour indiquer les diffdrents ordres d’uniles decuples, 
ce qui permetlait de naarquer par une place vide l’absence d’un 
nombre, que nous marquons aujourd’hui par un signe figure, 
c’est-4-dire, en d’autres termes que, dans ce syst4me, le zero etait 
une place vide » ( 1 ). — Mais pendant leurs vingt siibclcs d’exis- 
tence les Romams n’ont pas connu l’emploi du zero. Ils n’avaient 
pour numeration que le sysL^me defcctueux qu’ils nous out 
Lransnus; par suite, ils ignoierent 1’Arillimetique et la Geometric 
Ils ont dedaigne les connaissances si subtiles, si idealcs des Grecs 
qu’ils avaienl conquis, ils ont brule les ecnts d’AacuiMEDE. Leurs 
mathematicians eiaient des esclaves, les Calculatores, et leur 
bagage scientihque se reduit aux mediocres travaux des Agii- 
mensores et des Gromatici de la decadence 

Les questions des partages et des heritages, que Ton rencontre 
continuellement dans les ouviages des auteurs arabes, avaienl 
donne naissance, d’une part, 4 la division et aux nombres fiaclion- 
naires; d’autre part, a la Geometric, par revaluation des surfaces 
et des volumes D4s les temps les plus recuies, les Hindous figu- 
raienL les nombres par des briquettes de bois ou d’argile, en forme 
de parallelepipedes rectangles de meme hauteur, et donl la lon¬ 
gueur et la largeur 6taient des multiples de la hauteur. G’est en 
tenant compte des indications puisees dans les ouvrages d’AiiYA- 
dha.tta que nous avonspu reconstituer la Table de multiplication 
des Indiens, dont on trouvera un exemplaire dans la collection 
des machines 4 calcul que nous avons rdumes au Conservatoire des 
Arts et Metiers. Au moyen de cette Table, on peut ddmonlrer la 
plupart des thdoribmes concernant la mesure des surfaces et des 
volumes, ainsi que les formules sur la sorame des premiers nom- 


(’) CuasleSj Explication, des Trades de /'Abacus et, pai ticuhii ement, du. 
Trade de Gbiidert (Comptes ; endus d$ VAcademic des Sciences, Pans, i8/J3) 
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bres eulieis, triangulaires, carrds, cubes, elc. ( voir Chap. V et 
XIV) Mais, pour parvenu* 4 la sommation des puissances numd- 
nques de Lous les degrds, ll fallait mventer des nouveaux procedds 
de calcul dont on trouve la base dans le Triangle arilhm&tiquc 
qui etait connu des mandarins cbinois, mais c’est surtout 4 Fermat 
eL a Pascal qu’il faut alLribner le ddveloppement de cette admi¬ 
rable methode de calcul au inoyen de laquelle ils sont parvenus 4 
icboudre les problemes des combinaisons et du Calcul des proba¬ 
bilities, amsi qu’a dlablir les formules fcrndamen tales du Calcul 
des soinmcs, du Calcul difTdrentiel et du Calcul integral. 

Pathagore (nd v 58o av. J.-C ) dtait alld s’lnstrmre en tgj'pLe 
et dans les Indes, avant de fonder en Italie l’dcole pjthagoricienne 
On appelle Table de Py*hagore la table de multiplication des 
premiers nombres, l’observation de la table montre, en plus de la 
symelne, que son intdrieur ne renferme pas tous les nombres, 
mais ne contient que ceux qui sont le produit de deux autres , de 
la, la distinction des entiers en nombres premiers et en nombies 
composes et la Lhdorie des diviseiu s et des multiples Dans le 
VIP Livre des Eldments de Gdomdlne, Euclide(v 280 av. J.-C ) 
rn a exposd les premiers principes avec l’dldgance et la rigueur 
oidmaires aux anciens, c’est a Etjclide que l’on doit cetie propo¬ 
sition La suite des nombres premia s est illinutde On lui doit 
encore l’idde des nombresparfaits, abondants, deficients 3 ali- 
quotaires, c’est-4-dire des entiers qui sont dgaux a la soinrne-de 
leurs paities aliquotes, ou plus petits 011 plus grands, ou dgaux 
a une fraction donnde de cette sorame Cette recherche a eld 
continude par Fermat, Descartes, FriSnicle, Euler, et reprise 
de nos jours , mais, malgrd les elTorts des savants les plus illus- 
Ires, elle a fait peu de progrds depms vingt sidcles; on ne connail 
actuellement que neuf nombres parfaits pairs et l’on ne sait pas 
s’.I existe des nombres impairs qui soient parfaits 

C’est 4 Pythagore et 4 ses disciples que 1’on attnbue les pre¬ 
mieres notions de la doctrine des nombres incommensurables On 
doit noter surtout une ddmonstration de 1 ’incommensurabilitd du 
rapport de la diagonale d’un caird 4 son c 6 td, c’est une figuration 

I. 
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gdomdtrique du ddveloppement de \/z par la mdthode due des 
fractions continues , relrouvde au xvi e sidcle par Cataldi, mais 
qui dtait bicn connue des gdomdtres mdiens sous une forme plus 
eldgante, plus sysldmalique. Pour la rdsolution des probldmes, lls 
avaienl nnagind l’analyse inddtcrminde du premier degrd et du se¬ 
cond degrd, on en relrouve des exemples sur les papyrus el les 
obdlisques des figyplieos. 

L’extraclion de la racine carrde d’lin nombre entier A ayant etd 
reconnue impossible, en demonlranl qu’on ne pouvailrdsoudieon 
nonibres cnliers l’dquation 

a?® — Ajr* =o, 

1 1^ avaienl re mplace celle-ci par l’dqualion, dile de Pell, 

x- — A y l = zt i 

Les ouvragcs de Braiimegutta et de Bhascara Acuarya don- 
nent la manieie de ddduire, d’une seule solution, toutes les autrcs 
solutions enlidres d’une equation inddterminde du second degrd a 
deux inconuues, el celte analyse, que nous atlnbuons a Euler el 
& Lagrange, dlait connue aux lodes depuis plus de dix siccles 1 
Mais nous devons rappeler surlout 1'admirable et rapide procddd 
d’cxtraction de la lacine carrde que nous expliquerons sur \J‘i 
Onconsiddre 2 comrae le produit des nombies 1 et 2 , on en prend 
la moyennc arilhmetique et la moyenne harmomque, et l’on ob- 
Lient Les deux nombres ^ et 3 donl le produit est egal a 2 , en rdpd- 
tant sur ces deux nombres 1 ’application du procedd, on obtienlles 
deux nombres {-* et de produit 2 , puis les deux nombres et 
et amsi de suite On arrive ainsi rapidemenl & deux suites de 
nombres . les moyennes arithmeliques el les moyennes haimom- 
ques. On ddmonlre facilement par le calcul ou par une figure gdo- 
mdtnque que les premidres vont en ddcioissant, en surpassanl y^ 2 , 
que les secondes vont en croissant sans ddpasser y/ 2 , et que la 
diflfdrence des deux moyennes du indme rang ddcroil avec une tres 
grande rapiditd 
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En effet, ce procddd revient 4 l’einploi simultand des fracuons 
continues et du calcul par logarillimes, puisqne l’on calcule let) 
rddmtes du ddveloppement de \Jt. dont les indices vont en piogres- 
sion gdomdlrique; et ainsi, pour dcrire et non pour calculer les 
deux moyennes dont le rang est 64, il faudrait, par ce piocddd 
de Baudhayana et d’ApASTAMBA, plus de deux cent millions de 
sidclesf 

Nous avons cherchd pendant longtemps i’extension de ce prn- 
eddd aux racmet) cubique, biquadratique, etc , le lecleur en trou- 
vera les premieres notions dans VAddition X Nous en avons tlr- 
duit un procddd de generalisation inddfinie des fractions continue 1 ', 
en supprimant, comme il fallait s’y attendre, l’algorithme incom¬ 
mode et ddfectueux de Gataldi et de Brounker, et en nous -.ei- 
vant de la thdorie des substitutions lindaires. 

C’esl encore 4 Pythagork, qui l’avait pout-dire empruntde auv 
Indiens, que Ton attnbue 1’idde des ti icing les i ectangles nume- 
uqueSj c’est-4-dire ceux dont les colds sonl des nombres entiers 
lels que 3, 4, 5. En gdndralisanl la inetbode de Pythagorc, qui 
repose sur le thdoreme du carrd de l’hypotdnuse, on obticnl la 
formule suivante 


que Proclus a allribude 4 Platon (43o-347 av J.-G ). Nous dd- 
montrerons, dans le second volume, que cette formule renferme 
sans exception tous les triangles rectangles pnnutifs (c’est-4-due 
ceux dont les c6lds sont des nombres prenneis enlre eux), quand 
on y remplace l et s par des nombres premiers entre eux, mait) 
de paritd difTdrente Cetle dtude a did ddveloppde surtout par Dio- 
phante, 4 PJ^cole d’Alexandrie, puis par les Indiens el par les 
Arabes Dibs le iv B siecle de notre ere, le gdoiudlre indien Braiiml- 
gopta donnait desformules plus gdndrales pourle triangle et pour 
le quadnlatdre inscriptible dont les cdlds, les diagonales, les 
rayons des cercles tangents 4 trois cdtds, la surface, etc., sont 
des nombres enliers, et Bon peut dire que la science arithmd- 
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lique principale des Arabes d’Onent et d’Occident, jusqu’an 
xv l c siecle, fflt consacrde 4 l’dlude de ces figures et a leur classifi¬ 
cation. 

Nous prdsenterons ici quelques ddveloppements sur des theo¬ 
ries qui paraissent dtrangdres a notre sujel, afm de montrer 
l’extrdine importance de 1’ideniild de Platon et, par suite, mfime 
en ce cas particulier, le r61e universel de l’Anlhmdtique Si 1’on 
pose 

o s 
Lang i = , 

p ? i 

on a, comme l’on salt, 

/’ 2 — A* 2. IS il s 

r os 9 = —— . ? sin a = —-■ , Lane tp — —-„, 

T , i -i - s * Y / * H- j* 6r t 1 — s* ’ 

on peut done expruner Louies les lignes trigonoindlriques d’un 
arc cp et de tons ses multiples par des fonctions rationnelles de 
la tangente du demi-arc, c’est-a-dire de r et de s. Et amsi toule la 
Trigonometric rectiligne n’est que le ddveloppement de calculs 
qui reposent sur cettc idenlild — On la retrouve continuellc- 
ment dans la thdorie analytique des sections coniques, pour les 
equations 

7 * y 2 

- -t- ^ = i , sc 1 +JK* = « 2 Y a > f/cT 5 -t-+ C3* = (i, 

soil que I’on rapporte ces courbes 4 deux systdmes de diametres 
conjuguds, soit 4 un foyer, soil 4 un triangle autopolaire. Par 
suite encore, celle identite se reprodmt constamment dans les 
theories des c6nes du second ordre et des coniques sphe- 
nques. 

L’ldenlild de Pla.ton gdndralisde conduit 4 la formulc 

( r a H _ s a)( r a +*?) = (/■/'! — va, )* ■+■ (ts x + ; , vp, 

celle-ci permet de rdsoudre l,e probldme de trouver des triangles 
lectangles numdriques dont l’hypotdnuse est dgale au produit 
des hypotdnuses de deux autres; elle est due aux gdomdtres 
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mdiens et se Irouve dans le Liber quad/ aloi urn de Fibonacci 
(1202).' En supposant r = r, et s = s,, on relombe sur 1 ’idenLitd 
pr^cedenle. Cette formule exprime que le produit d’une somme 
de deux carr^s par une somme de deux caries est 6 gale a Line 
somme de deux carr^s, on dit encore que le module dn produit de 
deux nombres imaginaires est £gal au produit des modules. On 
ddmonlie que touies les solutions entires de liquation indi 1 - 
lernnn^e 

x 3 y 3 = z tl 

sonl donn^es par la formule 


z = (r -+- si) n = x ~\-yi (mod t 2 + r) , 

et ainsi la throne des nombres imaginaires, la formule de 
Moivre, etc., d^coulent encore de l’identil6 de Platon. Celle-ci 
permet encore de faire disparatlre I’irrationnalite apparente de 
nombreuses formules contenant le radical \Jx 2 H-jk* 5 pour faire dii- 
paraitre le radical on exprnne x el y en fonction rationnelle de r 
el des, par liquation pr6c£dente Plus gdn^ralement, on peutrem- 
placer l’expression ( x 2 4 -y 1 ) plac^e sous le radical, par une 
forme quadratique binaire quelconque ( ax 2 + 2 bxy e/ a ). Ces 
Iransformations importanLes trouvent continuellement leur emploi 
dans la throne des Equations, dans celledes courbes alg^bnques et 
dans le Calcul integral. LorsquC la quantity plac^e sous le signe 
d’inl4gration est une fonction rationnelle de la variable x eL des 
radicaux \Jx — a, \/x — b, ou encore une fonction rationnelle dp 
la variable x et du radical \Ja bx + cx -, on ramfene le pro- 
bl^rae, par l’identit6 de Platon, a 1’inl^graLion d’une fonction 
rationnelle d’une autre variable II en est de m£me lorsqne le 
signe d’mt^gration renferme une fonction rationnelle des lignes 
tngonom^triques des multiples et des sous-multiples de la va¬ 
riable. 

« VAnthmitique de Diophante, qui est enti£rement consa- 
cr^e aux probl£mes ind 6 lermin£s, conlient un grand nombre de 
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questions qui, par leur difficult^ et la subtihte des artifices, don- 
nent une grande idee du genie et de la penetration de l’auteur, 
surtout quand on consid&re le peu de ressources qu’il pouvait 
employer, mais, corame ces probl&mes demandent plul6t de 
l’adresse et des procedes ingenieux que des prtncipes difficiles, 
et qu’en outre lls sont trop particuliers et conduisent rarement & 
des conclusions generates, cet ouvrage semble plut6t avoir lait 
epoque dans l’histoire des Mathematiques , paice qu’il fixe lcs 
premieis vestiges de l’Algebre, qu’avoir enrichi 1'Aritbmetique 
transcendanle par de nouvelles d^couvertes. La science est bien 
plus redevable aux modernes, parrai lesquels peu d’hommes, a la 
ventd, mais Lous dignes d’une glon'e immortelle, Feumat, Euler, 
Lagrange, Legemdre (et un petit nombrc d’autres), ont ouvert 
l’entree de cette science divine et ont decouvert la mine indpui- 
sable de ncliesses qu’elle renferme » (*). 

dependant l’ouvrage de Diophante conLient, en germe, la plu- 
part des questions de notre science moderne. Dans un m<5moire 
adressd, en 1770, & 1’Academie des Sciences de Berlin, Lagrange 
s’cxprune amsi * « C’est un theorcme connu depuis longtemps que 
lout nombre enticr non cat r6 pent toujours se decomposer en 
deux, 011 trois on qucitre carves entiers, mais personne, que je 
saclie, n’en a encore donnd la demonstration. M Bacbet de Mezi- 
111 Ac est le premier qui aiL fait mention de ce tbeor&me, il paratt 
qu’il y a ete conduit par la question 31 du IV U Livre de Dio- 
puante, ou le llidoreme dont nous parlons est en quelque sorte 
tacitemenL suppose; maisM Bacbet s’est contente de s’assurer de 
la vente de ce theor&me par induction, en examinant successive- 
ment Lous les nombres entiers de 1 jusqu’i 325, et quant & la de¬ 
monstration generale, il avoue qu’il n’avait pas encore pu y par- 
venir ». G’esl en recherchant la demonstration de ce theorcme, en 
procddant du simple au compose, en determinant quels sont les 
nombres, qui sont 6gaux & une somme de deux carres, d’un carre 


(') Gauss, Preface des Disquisitiones anthmeUcce, d’aprds la traduction dc 
Poullet-Delible, Paris, 1807 
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et du double ou du triple d’un autre carrd, quc Fermat parvint 4 
l’dnoncd de nombreux thdordmes sur les oombres premiers qui 
peuveut dtre reprdsentds par les formes 

;r s_(_ja ) a: 2 -f-2 y*, » 2 + 3j ! , , 

lels sont les premiers jalons posds dans le champ immense de la 
thdorie des rdsidus et des formes quadraliqucs 

En gdndralisant l’dqualion donnde par le carrd de l’hypotdnuse, 
Fermat dnonce et ddinonUe ce thdordme que la somme ou la dif¬ 
ference de deux bicarres n’esL jamais un carre, ou, en d’autres 
lermes, qu’on ne peut trouverdes nombres en tiers ou fractionnaires 
qui vdnfient l’dquation 

puis ll ecrit sur une page de son exemplaire de Diophante l’d¬ 
noncd d’un thdordme, dontil assure avoir la demonstration, mais 
l’exiguitd de la marge ne saura'il la contemr. 

Cette proposition connue habituellemenL, sous le nom de dei- 
mcr thdoreme de Fermat, s’dnonce ainsi . Ilest impossible de 
tesoudre, en nombres enliers ou fractionnaires, VEquation m- 
d&tcrminee 

xi'zhyi 1 = zP, 

dans laquelle p disigne un nombre enlier plus grand que 2. 
Pour p = 3, le thdordme, dnoncd avant Fermat par les algdbnstes 
marocains, a dtd ddmontrd par Euler Puis Legendre le ddmontra 
pour p = io, Lam£ pour p = q : Lejeune-Dirichlet dans le cas de 
p= 5, enfin M Rummer, pour Lous les exposanls pairs et pour 
un grand nombre d’exposants premiers, mais beaucoup dchappent 
encore 4 son analyse Parmiles plus grands mathdmaticiens qui, de- 
puis plus de deux sidcles, ont aussi recherchd vainement la solu¬ 
tion de ce probldme, qui semble jetd comme un perpdtuel ddfi 4 
I’intelligence humaine, nous signalerons encore les essais mtdres- 
sants de Sophie Germain, d’ABEL, de Liouville et de Lebesgue 
Et Gauss lui-mdme s’en esl occupd trds longtemps, bien qu’il n’y 
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fasse aucune allusion dans ses Disquisitiones, etqu’il ait dent que 
I’Anafyse inddterminde ^Lait dislmcle de la Thdorie des nombres. 
Nous eu donnerons unepreuve irrefutable, c’est la VII B section de 
son ouvroge, la plus belle, la dernidre, dans laquelle il transforme 
de tant de manures le quotient de ( x p — y p ) par (x — y), c’est 
par 14 qu’il iencontre au detour sa celebre proposition sur la divi¬ 
sion de la circonfercnce en parties dgales. 

Bacuet, dans son Commentaire sur 1 ’Antbmetique deDiornANTE, 
pose encore ce probleme de tiouver deux nombres entiers ou 
fractionnaires dont la somme ou la difference des cubes soil egale 
4 la somme on 4 la difference des cubes de deux nombres donnds, 
ce qui levient 4 la resolution de liquation mdeierminee du Lroi- 
sidme degrd 

(r) x 3 zh y 3 = A.z 3 , 

cn nombres entiers. Alors il y a lieu de recherclier dans quels cas 
ceLte dqualion est possible ou impossible, pourles valours denudes 
de A et, dans le cas de possibilitd, de trouver Louies les solutions 
de l’dquation Euler eL Legendre ont demontrd que I’dquation est 
impossible lorsque A est dgal 4 i, 2 , 3, 4, 5, 18 et 36, mais Le¬ 
gendre s’esL Lrompe pour le cas de A =6, car nous avons de¬ 
mon trd le theordme suivant, dans 1 'American Journal (t. H) el 
dans le Bulletin de la Societe mathematique (t VIII) Pour 
que VEquation (i) soit vdnjide pat des valews entires de A, 
x^y, z , il faut et ilsu/Jit que A soit de la for me )+(X + p)v 3 . 
Pour X = i, [jl = 2 , v = i, on lrouveA = 6 et en pailiculierlaso- 
lution x — \ 7 , y = 37 , z = 21 , qui avait dchappd 4 l’altention 
de Legendre Nous devons encore citer ici les beaux thdordmes 
de M. Sylvester et du R P. Perm : Si p t et < 7 , q 1 ddsi- 
gTient des nombres premiers des formes respectives ( 18/1 + 5) 
et ( 18/1 + 11 ), il est impossible de tesoudre I’dquation ( 1 ) 
lorsque A prend les valeurs 

P, 9 P> P % , 4 P\ 9 P', P<1> 

u,t\q,9q, <7 a ,2<7 s » 9^ s , pp\,q<i\ 
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Lorsque l’on remplace, dans liquation (i), I’exposant 3 par 
L’exposant 5, il existe encore de nombreux cas d’impossibilite, 
pour des formes gdn^rales du nombre A qui ont ete mdiqu^es par 
Dirichlet et parLEBESGUE Mais, d’autre part, sil’on revient & cette 
Equation, dans les cas oil elle est resoluble, il y a lieu de recher- 
cher toutes les solutions Fermat, Lagrange et Cauchy ontdonne 
le mojen de deduire d’une premiere solution une suite indefinie 
d’autres solutions par deux procedes qu’il est plus facile d’expli- 
quer par des considerations de Geometrie analytique Soient 
{x-,y, z) les coordonnees bomogenes d’un point P d’une cubique 
a^yantpour equation cartesienne f(x,y, z) = o. Si les coordonnees 
du point P sont ralionnelles, dies fourmssent une premiere solu¬ 
tion en nombres entiers de I’equation indeterminee du troisieme 
degre. Si l’on mene la tangente en P, celle-ci renconLre la cubique 
en nn point unique P' dont les coordonnees, encore rationnelles, 
represented une autre solution de liquation, et ainsi de suite, 
c’est 14 le procede de Fermat. Mais la droite PP' rencontre la cu- 
bique en un point unique P dont les coordonnees soni encore 
rationnelles, on deduit ainsi de deux solutions une troisieme, et 
ainsi de suite, cela revient au procede de Lagrange et de Cauchy , 
alors il s’agit de classer les solutions obtenues par 1’application 
successive des deux procedes.^ette classification s’obtient par une 
admirable tbeorie imagine parM Sylvester, etqm s’appelle Re- 
siduation. Mais il reste & savoir si l’on obtient ainsi toutes les 
valeurs entires des mconnues, malgre tant d’efforts, la question 
n’est pas encore resolue, meme dans les cas les plus simples. Nous 
reserverons pour les volumes qm suivront l’indication de methodes 
qui peuvent servir k obtenirde nouveaux resultats dans l’Analyse 
indeterminee cubique et biquadratique, et dans celle des degres 
superieurs. 

C’est en generahsant d’une autre manure le theor^me de Ba- 
chet que Fermat enonce ce theoreme . Tout entier est une 
somnie de trois triangulaires, de quatre carres, de cinq pen- 
tagones , de six hexagones au plus , et ainsi de suite. La demon¬ 
stration de ce Lheoreme, cbercbee vainement pendant deux siedes, 
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n’a etd obLenuc pour la premiere fois, qne par Cauchy qui aperfec- 
tionne le theor^me, en modifiant l’6nonc6 Mais apr£s toutes ces 
propositions de Fermat que l’on consid^re comme les demises, 
ll y en a d’autres encore Nous publierons, & la suite de cet ouvrage, 
d’aprfes les extraits d’une correspondance et de manuscrits in6dits, 
les enonces et le commentaire de vingt-deux propositions aussi 
difficiles, aussi inaccessibles. 

II nous reste & indiquer, dans une revue rapide, les applications 
utiles et int^ressanles de l’Arithmetique. En laissant de c 6 te son 
r61e universel dans toutes les sciences, sur tout ce qm se compte 
et se raesure, nous signalerons d’abord YAnthmdtique sociale 
qui s’occupe des calculs de la banque, du commerce et de 1 ’indus- 
tne, des assurances, de la statistique, etc Par la consideration du 
triangle arithindtique, Fermat et Pascal onL jete les premiers fon- 
dements du Calcul des probability et ses applications aux jeux de 
hasard et aux jeux de combinaisons Le jeu du taquin, qui obtint 
naguere un si grand succ 6 s, est une figuration interessante de la 
distinction des permutations en deux classes et du theoreme de 
B&zout pour definir les signes des tcrmes d’un determinant, et, 
d’ailleurs, tout theoreme de Geometric, d’Algebre ou d’Anthme- 
Lique peut donnerlicu & l’invention d’un jeu correspondant. La 
doctrine des combinaisons trouve encore son application directe 
dansl&Cf'yplographie, en imaginantavec Cardan, Porta et Bacon, 
des syst 6 mes de correspondance secrete pour la diplomatic et les 
armees en campagne, ou en cherchant des procedes de decbuffre- 
ment comme ceux de Vi^te et de M. Kerckhoffs. 

Aux divers syst 6 mes de numeration se rapportentle baguenau- 
dier, qui est une transformation du boulier du syst£me binaire, 
ainsi que la Tour d’llanoi, que nous avons pubhee en 1882 , et 
le jeu indien de Tchonka-Rouma; d’ailleurs, on peut imaginer 
des appareils du m£me genre pour tous les syst£mes de nume¬ 
ration. C’est encore Sl cette theorie qu’il faut rattacher beaucoup 
de problibmes sur le jeu de dames et le jeu d’echecs; en parti¬ 
cular, nous citerons le probl 6 me des remes donl la solution a ete 
donnee par Gauss pour l’ecbiquier ordinaire. 
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Dans la Geometrie de situation, on doit rappeler le problibme 
des pontsde la Pregel, traits par Euler, les divers probl4mes sur 
les rSseaux, les labyi intlies, les arbres g 6 om 6 triques et le jeu de 
dominos, le jeu du solitaire, dont la throne a ete dbauchee par 
Leibniz, le jeu icosien d’HAMiLTON, etc. Le theor&me des quatre 
couleurs, pose par Guthrie et demontre par M Kemre, trouve 
son utile emploi dans la Cartography, pour le colonage des 
cartes avec un nombre minimum de couleurs. Nous rappellerons 
encore les essais de Vandermonde sur la Geometrie des tissus A fils 
curvihgnes et les r^sultats obtenus par M. Tait, professeur de 
l’Universile d’Edunbourg, dans la GeomSti le des nosuds, par des 
considerations difficiles sur la partition des nombres 

La theorie des nombres premiers trouve d’importantes applica¬ 
tions dans les diverses dispositions des tours A Jileter, nous y 
rattacherons le probleme de Monge, concernant le battement d’un 
jeu de cartes, qui est une figuration interessante de diverses par¬ 
ties de la theorie des substitutions. C’est par l’applioation de plu- 
sieurs theor^mes de Fermat que nous avons pu obtenir la classifica¬ 
tion des armures fondamentales dans la Geometrie du tissage pour 
les tissus & fils rectilignes. Depuis, c’est par l’emploi de cette mi 5 - 
thode que nous avons trouve une demonstration tris simple des 
theorfemes de Legendre et de Jacobi sur la loi de reciprocile des 
residus quadratiques. 

Enfin, c’est en cherchant 4 ranger, & classer les rouages et les 
engrenages, que deux horlogers sont parvenus 4 des resultats inte- 
ressants etmattendus dans la theorie des nombres. En 1814 , Farey 
enonce 4 la Socidtd philomathique des proprietds remarquables 
sur les suites de fractions rangees par ordre de grandeur et dont 
les termes ne depassent pas des nombres donnes, ces propnetes 
ont ete deraontrees par Cauchy, amplifies et perfectionnees par 
Lejeune-Dirichlet et, tout recemment, par M. Sylvester. En 
1862 , Brocot, dans un ouvrage'sur le Calcul des rouages par 
approximation, a pose, sans s’en douter peut- 6 tre, des lois 
fondamentales pour la formation et la classification des nombres 
co mmensurables 
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Nous avons msdrd, dans ce premier volume, beaucoup de ces 
applications de 1’Arithm^tique, soit dans le texte, soil dans les 
cxercices. Les autres trouveront leur place daos une nouvelle Edi¬ 
tion de nos Rdcrdations mathdmatiques , afin de rtiettre & profit 
cette pens^e de Pascal : <c Les matures dc G^om^irie sont si s<5- 
rieuses d’elles-mfimes, qu’il est avantageux qu’il s’offre quelque 
occasion pour les rendre un peu divertissantes » 


Pans, juin i8gi 
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CHAPITRE I. 

ADDITION DES NOMBRES ENTIERS 


1. Les nombres et les signes. — Les nombres sont designes par 
des chiffres ou par des lcttres, les operations sont mdiqudes par 
des signes; l’egalite ou l’ln^gabte des resultats d’opera Lions diverses 
cst indiquee par des signes de relation. 

i° Emploi des chiffres et des lettres — Le syst£me de la nu¬ 
meration bmaire a ete imagine par Fo-Chi, empereui de la Chine 
(35oo av J -C ). La numeration decimale vient des Hmdous eL 
nous a ete transmise par les Arabes. On ignore le nom de l’mven- 
teur du zero. 

Les lettres pour representer les nombres onL ete employees pour 
la premiSre fois par Ylete. Habituellement, les premieres letlres 
de l’alphabet h , c, designent les nombres connus, et Ic^ 
dermeres s les nombres inconnus. 

2 ° Emploi des signes d'opei ation 
± Les signes + et — de l’addition et de la soustraction sont diih 

4 WlDMAJVJV (l489) 

a ± b 

. x Le point coniine signe de la multiplication est dti a Leibimz 
E L. — I. 1 
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et Lc signe x se Irouve dans l’ouvrage d’OuGHTRED intitule 
Clavis mathematica (i 63 1). Dds 1 544 ? Stiefel, dans son 
Ai ithmetica Integra, n’employait aucun signe et ddsignait le 
produit de deux norabres en les plagant l’un apr&s l’autre 

a b, a x b, ab 

\ Le signe : de la division est d& k Leibniz, la barre de fraction 
se trouve dans les ouvrages de Fibonacci (1202), elle est pro- 
bablement due aux Hmdous : 



a n La notation des exposanls se trouve dans l’ouvrage de Chu- 
quet intituld Triparty en la science des nombres (i 484 ) 
/i 1 Cette notation /i 1 ddsigne le produit des n premiers nombres 
entiers, etse lit factor idle n ; elle a dtd introduite par Kb amp, en 
1808. Les Anglais dcrivent | 

rt" 1 ' Cette notation, imaging par Khamp, ddsigne le produit de n 
nombres en progression anthmdtique commen^ant a a et de 
raison /. 

E- Cette notation ddsigne le plus grand nombre entier contequ 
dans la fraction et se lit entier dep sur q 

3 ° Emploi des signes de relation. 

— Le signe = de l’dgalitd est du & Recorde (1007). Descartes et 
Fermat se servaient du signe 00 . 

^ Les signes > plus grand que et < plus petit que de l’indga- 
litd ont dtd imagines par Harriot (1 63 1) 

() [] L’emploi des pai en theses () et des c/ochets [] a dtd mtro- 
duit par AlLbert Girard, en 1629 On se sert aussi parfois du 
vinculum, on d’un trait placd au-dessus d’une expression algd- 
brique pour designer sa valeur numdnque ou son ensemble. 

= Le signe = de la congruence a dtd imagind par Gauss. Ainsi 
a=b (mod/?i), qui se lit acongru a b pour lc module m , 
veut dire que a — b est divisible par m. Cette notation est trds 
ulde dans l’Aritbmdtique supdrieure. 
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d^signe + i ou — i suivant que n est ou n’est pas le reste de 

la division du carr£ d’un nombre par un nombre premier p , en 

supposant n non divisible par p. Ge sjmibole, dll & Legendre, a 
generalise par Jacobi. 

2 . Addition des nombres entiers — Formation des norabres 
en tiers. — La suite des nombres entiers est lllimitee ; en d’autres 
termes, aprds tout nombre n, ll y en a un autre (n i) 

Formation des nombres pairs et des nombres impairs. Le /i itrao 
nombre pair est (/i + n) ou 2n; le (/i-i-i) i4mo nombre impair 
est (2/1 + 1). 

Compter les nombres de trois en Lrois, de quatre en quatre, etc. 

La somme de plusieurs nombres ne depend pas de l’ordre de 
ces nombres : 

« + 6 + c= c ct -T- b 

Dans la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer plu- 
sieurs d’entre eux par leur somme, sans changer le total 

Dans la somme de plusieurs nombres, on peut remplacer l’nn 
quelconque d’entre eux par plusieurs aulres dont ll est la somme. 

Table d’addition. 

Preuve de 1 ’addition, en changeant l’ordre des termes. 

3 Suite de Fibonacci — Si l’on calcule une suite de nombres 
commengant par o et 1, de telle sorte que chaque terme soil egal 
a la somme des deux precedents, on forme la suite 

o, 1 , 1 , 2 , 3, 5, 8, i3, 2 i, 

par consequent, si 1’on designe les differcnts termes par 

^0? ^1? ^2i ^3? ^4? 1 ^fl> +• 

on a la lot de formation 

cl n +a = u n+i ■+■ Un- 

La. suite de Fibonacci poss£de des propriety nombreuses fort interes- 
santes qui seiont ddveloppees ult^i leurement On en trouve les douzc 
premiers termes dans le Libei Abbaci (p 284) pour la question Quot 
paria comculorum in uno anno ex uno pario get minentur G’est le 
premiei excmple connu des suites i^currentes. Cette m&me suite a et<5 6Lu- 
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dide par Albert Girard (iG33), dans la dermCre annotation de sa tiaduc- 
tion du Y e et du VI" Livre de VAi ithmelique de Diophante II dCmontre 
que le rapport de deux termes consdcutifs de la suite s’approche de plus en 
plus du rapport du c6t6 du decagone rdgulier mscrit dans la circonfcrence 
au rayou de cette circonfcrence Dans un MCmoire prdsenlC & 1 ’Acaderaie 
des Sciences de Paris, en 1 844 > Lame indique l’applicalion que Ton peul 
faire de celte suite 4 la determination d’une limite supdrieure du nombie 
des divisions 4 faire dans la rccheiche du plus graud commun diviseur de 
deux nombies enliers, l’anndc prCcCdente Binet en avail monlrC 1 ’emploi 
pour le dCnombrement des combinaisons discontigUes Cette mCmc suite 
a encoic Ctd CtudiCe par Plana dans ses Rdjlexions nouvclles sur deux 
Mdnioires de Lagrange (Acad de Turin, 1859 ) 

Pour plus de details, voir nos Recheiches sur piusieui s Outrages de 
Ldonard de Pise cl sin dive/ses questions d’A/ ithmc'tique supdi ieui e 
dans le Bullettino di Bibhogi afici da B Boncompagni (Rome, 1877") 

Cetle suite possdde la propridtd suivanie : la somme des pre¬ 
miers termes consecutifs de la suite, augmentde dc 1, est dgale 
au terme qui suit de deux rangs le lerme auquel on s'est arrdte 
Ainsi, on a 

(0 1 -+- lit) ■+" U\ -f- lij +. -t- = li/j+j , 

pour ddmontrer cette formule, on constate que la propridtd indi- 
quCe est vdrifide pour les premieres valeurs o, 1, 2, 3, ..dc n 
Supposons done que la formule ait did ddmontrde pour n et pour 
(/i + i), on a 

1 -+- 140+ tti -+- Ua+ -H lln = Un+ j, 

1 -1- Ito + U.\ -1- 11% -+- M3 -+- -1- = it'll- 1-3 i 

par consequent, en ajoutant ces deux dgaliles et tenant compto de 
la lot de formation, on obtienl 

I + U\ -+- ll% -t- U3 -+- ll^ + -+- Un-vi — , 

cette formule ne diffdre de (i) que par le changement dc n en (/i —)— ■*), 
pmsque 11 0 est nul. Done le thdoreme est ddinontrd 

Ge proeddd de demonstration esL d’une tres grande tmpoi lance 
dans l’dtude de l’Arilhmdliquc, souventrobservation etrinduction 
ont permis de soupqonner des lots qu’il edt did plus difficile de 
trouver a prim i On se rend compte del’exactitudedcsformulespar 
la mdlhode prdeddente qui a donnd naissance 4 I’Algdbre moderne 
paries dludes de Fermat et de Pascal sur le triangle aritbmdtique 
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Exemple I — On a, pour la somme des termes de rang pair etpour 
celle des termes de rang impair, les formules 


« 1 + M 5 + 4-Ush +1 = M 2 n+Sj 

i U^-\- -+■ + Uz n = Uzn+- j. 

4 Triangle arithmitique de Pasoal — Le Tableau suivant con- 
tient les dix premieres lignes du triangle arithmdtique. 
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Ti langle 

de Pascal 



Par definition., on forme les termes de chaquc ligne au mojen 
des termes de la ligne pr£c£dente par cette lot de formation • Un 
nombre quelconque da Tableau est 6 gal au nombre placi au- 
dessus de lui, augmente du nombre qui pi icdde celui-ci dans 
la mime ligne 

Pour designer les differents termes du triangle arilkmeiique, on 
numerote les lignes en descendant tt partir de o, et les colonnes 
successives de gauche a droite, & partir de o; le terrae contenu 
dans la ligne de rang p et dans la colonne de rang q est indique par 
C£ Avec cette notation, la loi de formation du triangle s’ecnt 

C£+i = C2 +1 +C2 

Par hypothese, on aG“ = i, pour toute valeur entire de et 
m6me pour p = o On aper^oit d’ailleurs imm^diatement que le 
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nombre des Lermes de chaque ligne augmente continuellemeni 
de 1 , on pent supposer le tableau indefiniment allonge dans lc 
sens Cy->-, et 1’on posera, par convention, 

C'j, = o, 

pour tout entier q plus grand que p. 

II rdsulte lmm^diatement de la loi de formation que, si I’on re- 
pr^sente par 

(A) r, a, b, b, a, i 

line ligne quelconque du triangle, la suivante sera 

(B) i, i + a, ct -+- b, , b -+- a, a-hi, l, 

par consequent, dans une ligne quelconque du triangle arithme- 
lique, les termes d 6 gale distance des extremes sont egaux 
D’nulrc part, la ligne (B) du triangle contient deux fois tous les 
termes de la ligne (A) qui precede, la somme des teimes d' une 
ligne du triangle arithmbtique est le double de la somme des 
termes de la ligne prdcidente; on a done la formule 

1 + Gp+ Cp -h . . . -h C£ = IP 

Un nombre quelconque du triangle est 4 gal ci la somme de 
tous les termesplac&s au-dessus de lui dans la colonneprece- 
dente. 

En elFct, considdrons, par exemple, le terme (^ = 126, on u, 
d’apr£s la loi de formation, les egalit^s ci-dessous dont ll suffit de 
faire la somme, en supprimant les nombres 6gaux dans les deux 
membres de l’^gabte obtenue 

126 = 70 4- 56 
70 = 35 -+- 35 
35 = 1 5 -h 20 
i5 = 5 -h 10 
5 = 1+4 

126 = 56 + 35 + 20 + 10 + 4 + 1 

Un nombre quelconque du ti tangle est la somme de tous les 



CHAPITRE I — ADDITION DES NOMBRES ENTIERS 

nombres d'une diagonale descendant aboutissant au-dessus 
du nombre considerd Cette propri^te se d^monlie comme lapr£- 
c^dente; ainsi l’on a, par exemple, 

12G = 70 4-35+i5 + 5-t-i 

Si Von fait les sommes successives des nombres du ti tangle 
qm sont contenus dans les diagonales ascendantes ^, on repvo- 
duit la suite de Fibonacci ( 4 ) 

En effel, si l’on consid^re les deux diagonales ascendantes et con- 
s^cutives 

i, 5, G, i Total. 13, 

i, 6, to, 4- » .21, 

et si l’on fait la somme, dans chaque colonne, on trouve la diago¬ 
nale suivante : 


i, 7, i5, io, i Total . 34 

Par consequent, la somme des nombres d’une diagonale ascendante 
est egale & la somme des nombres renferm^s dans les deux diago¬ 
nales pr^cedentes. 

5 Tableau de sommes — Considerons une suite de quantity ran- 
gees suivaut une premiere colonne verticale; ddsignons ces quan¬ 
tity par u Q , u»i . . Avec une quantity quelconque, que nous 
designerons par Em 0 , nous formerons une seconde colonne & c6te 
de la premiere, par les dgality 

I Sti!= m 0 + 2« 0) 

2 Mg = ll\ -+- 2 M,, 

SMj= Mg-h 2 Mg, 

2 U l>+ 1 = Mp4- 2 Up. 

Avec une seconde quantity que nous designerons par S a H 0 > l’m- 
dice de 2 d^signant une nouvelle colonne, nous calculerons la troi- 
sieme colonne par la loi de formation 

(a) 2*Mp-H= SMp-t- 2*M p , 


(') Binet, Sur le ddnombrement des combmaisons discontigiles (Comptes 
rendus, t XVII) 
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c’cst-a-dire que nous deduisons la Iroisi^rae colonne de la seconde, 
de la rntSme manure que nous avons deduit la seconde de la pre¬ 
miere. Par consequent, avec les deux smtes limit^es on lllimitees 


Uq ll i Mg Mg . . , 

lt 0 2 1 M 0 22 „ 0 S 3 Mo 

on forme un Tableau de sommes dans lequel l’mdice des 2 d^signe 
lc rang de la colonne el celui des a le rang de la ligne {Jig a), par 
la loi generale de formation 

27+1 u l>+l = 27 Up + 27+1 Up 


0 


Fig 2 


Wo 

2m 0 

2®M 0 

23 M 0 

2*m 0 

Ml 

Stt! 

22 MJ 

23 Ml 

2*m, 

Mg 

2 Mg 

2® Mg 

23zfg 

2* Mg 


2 Ms 

2 s Ms 

23 Ms 

2* Ms 


SM* 

2 

23 m 4 

2* Mi 


/ 


a 


Tableau de sommes 


En d’aulrcs termes, lc Tableau poss£de par definition la pro- 
pndtc suivanlc . Un nombre quelconque, & I’lnterieur d'un Ta¬ 
bleau clu sommes, est egal an terme placd au-dessus de lia, 
augmenle da terme quiprecede celui-ci. 

Lorsquc les termes de la premiere colonne sont egaux h i, et 
ceiix de la premiere ligne qui suivenl u 0 & zero, on relrouve le 
Iriangle anthmetique Comruc le triangle, ce Tableau devenu rec- 
langle possede des propneies analogues Si l’on ajoute les dga- 
liles (i) cn suppnmant les quantites egales de part et d’autre, on a 

2 Up +1 = 2 lig -+- iIq -+- U\ H- Mg H- . -+- Up 

De memo, si l’on ajoute les egabtes obtenues en remplagant p 
par o, l, 2, dans l’dgalite (2), on trouve 


2® Upj r \ — 2 s Uq -+- 2 u 0 ■+■ 2 u 1 -t- 2 Mg 


■+■ 2 Up 1 
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et de mdme, eu gdndral, 

’2,1+‘ l llp+X = S<7w 0 -t- S VUi-t- . 4- S<7 Up 

Cette relation subsiste lorsque l’on augmente tous les indices 
des 2 d’un entier quelconque, d’ailleurs, on suppose par conven¬ 
tion 2 °Up = Up, pour 1 ’indice zdro des 2 De mdme, puisque l’on 
peut supposer que le Tableau commence 4 une bgne quelconque, 
on peut augmenter tous les indices des u d’un entier quelconque a. 
On a done la formule gdndrale 

(3) E , / +1 U/H-a-i-i = E7 +I E7 Wa4- S7it a+ i 4 - . 4 - S^Ma-t-p* 

Par consequent Tout nombre de Vintdrieur d’un Tableau 
de sommes est egal cl la somme d’un nombre quelconque de 
lei mes consdcutifs placds immddiatement au-dessus de luidans 
la colonne prdeddente, augmentde du tei me qiu suit le plus 
elevd de celle-ci . 

Reprenons la premiere des relations (i). En passant 4 la ligne et 
& la colonne suivantes, c’est-^-dire en augmentant successivemenl 
1’indice de 2 et celui de u d’une unite, on obtienl les egalites 

E U\ = ll(, 4- S Uq, 

S a M s =S It! 4- S* Ml, 

S»m 3 = S a iii-f- E3m s , 

• • > 

EP + 1 Up+i = EP Up 4- EP + 1 Up 

En les ajoutant el en suppnmant les parties egales dans les 
deux, membres, on a 

(4) E/ H_1 Up+i = ito 4- E Mg 4- S s tti 4" 4 - E/ 74 " 1 Up , 

cette relation subsiste dans toute l’etendue de la Table, et l’on peut 
augmenter d’un entier quelconque a 1 ’indice des u On trouve 
ainsi la somme des nombres consdcutifs d’une diagonale descen- 
dante , tandis que la formule ( 3 ) donne la somme de nombres 
consdcutifs d’une colonne 

Si l’on suppose les nombres du Tableau placds sur les cases 
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d’un echiquier fini ou indefim wOS, la connaissance de deux suites 
de nombres places dans les cases grises (Jig. 3 ) pcrmet de remphr 
loutcs les cases de l’^chiquier au raoyen de l’opdration indiqu^e par 
A (fig. 4 ), le nombre contenu dans la case noire etant egal & la somine 
ties nombres contenus dans les deux cases gnses sup^neures Cette 
(igure, qui sereproduit dans toute l’dtendue de l’echiquier, est la 



LL. 


Ecluquicr aritliindLique 

representation geometrique de la loi de formation du Tableau ties 
sommes. 

Si l’on remplace la case gnse de droite, dans A (fig 4 ) } par 
l.i sommc ties nombres contenus dans les deux cases de la hgne 


Fig 4 



A A, A, A 3 A 4 

Sommation par colonnes. 


precedenle, on obtient la fig A,; puis, en repetant la ra6me 
operation, on a encore les fig. A a ,A B ,A,, .. Dans cbacune 
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d’elles, le nombre de la case noire est la somme des nombres con- 
tenus dans les cases gnses. 

Au lieu de remplacer la case grise de droite, on peut remplacer 
celle de gauche, dans A, et l’on oblient B|, B 2 , B 3 , . {Jig. 5 ), qui 

correspondent & la seconde propria du Tableau des sommes 



Fig 5 



SommalioQ par diagoaales 


La juxtaposition d’un nombre quelconque de ces figures donne 
an taut de relations que l’on vent, el ainsi dans G et D {Jig. 6), la 
somme des nombres renferm^s dans les cases noires est dgale a 
celle des nombres contenus dans les cases grises 



La Jig. G nous montre comment on peut d^duire la suite de 
Fibonacci des diagonales ascendantes du triangle arithm^tique. 


6 . Generalisations du Tableau des sommes et de la suite de Fi¬ 
bonacci. — On peut consid&rablement amplifier les consid^ra- 
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tions qiu precedent; ainsi, par exemple, le Tableau {Jig. 7) est 

Fig 7 
1 

1 1 1 

12 3 2 1 

1367 63 1 

1 4 10 16 19 16 10 { 1 

Lei, qu’uu terme quelconque est la sorame de trois terraes consd- 
cutifs dc la ligne prdcedente, comme 1 ’indique A! {Jig. 8) 


Fig 8 



A' A" A* A" 


On pourrait de radme construire des tableaux ariLhmdtiques des 
divers ordres par la consideration des fig A /; , A w , 

De mfimc 011 generalise la suite de Fibonacci en calculant par 
additions successives des termcs vdnfiant la loi de recurrence 


u n+ 3— K«+I+ M /l+l + U«» 

ol prenant trois termcs mitiaux quclconques u 0 , u.> et, plus 

piirticuliercincnt, les nombrcs 0,0, t. On obticndra ainsi les sdnes 
rdcurrcntes les plus simples pour les divers ordres 

Remauque — On observera que les propnetds de ce Ghapitre 
peuvcnl s’exprimer seulement au moyen du signe de l’addition 
et de son symbole extensif 2 Elies se ddduisent toutes de l’axiome 
fondamental des Sciences malheraatiques : Le nombve est mddpcn- 
dant de la nature, de I’ordre et des divers groupements de ses 
unites. 

Exemple I — Le ti tangle cabalistique — G’dtait unc figure myste- 
ncusc et magique & laquelle on attnbuait la vertu dc prdvemrles maladies 
ct mflmc de les gudnr, ellc dtait composde avec les lettres du mot ABRA¬ 
CADABRA et rdvdrde commc uue divinitd ( Jig 9) Cependaut, nous pensoos 
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que cette figure repidsentait, pour lea mities, les propridlds du triangle 
anthmdtique et des combinaisons Dans lesouvrages de Tartaglu, comrae 

Fig 9 
A 

B B 
R R . R 
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# 

A A 


L’Abracadabra 


dans ccux des Chinois, la disposition du triangle anthmdtique est lameme 
que celle du Tableau suivant (fig 10 ) 

Fig. io 
i 

T . 1 

1 2 1 

i 3 3 i 

i.4 6 4 l 

i 5 io io 5 i 


Lc triangle de Tariaglia 

De combien de mamdres peut-on lire le mot ABRACADABRA en coru- 
mengant pai la ligue supdneure ct descendant aprds ebaque lettre a l'une 
des deux leltres voisines de la ligne situde immddiatement au-dessous? 

11 y a une seule manierc de lire la premiere lettre A, puis une mamdre 
de lire AB & droitc et AB a gauebe, pour lire ABR, on peut teiminer a 
l’une des tiois letlres R, ct les nombres de lectures sont respeclivement 
i, 2 , i Pour lire ABRA, il y a quatre mamdres de terminer, sur la qua- 
tndmc bgne, et porn chacune d’elles le nombre des lectures est respecti- 
vement i, 3, 3, i, ct ainsi dc suite Ainsi ces divers modes de lectuie re- 
prdsenlent la construction du triangle aritbmdtique; par consdquent, le 
nombre total des lectures est dgal 41a somme des tetmes de la onzidme 
ligne du triangle, c’esl-4-dire a 2 10 

Exemple II — Si Ton lemplace les points de ebaque ligne de l’Abrara- 
dabra par des letlres semblables pour la mdme ligne, on peut encoie de- 
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terminer le nombrc dcs mamdres de lire le mot cabalislique Le nombie 
des lectuies se calculc parlc Tableau (fig n) 


Fig ii 

i 

[ L I 

l 3 2 
) 7 6 


r 3 b 
i 4 16 >9 16 10 4 1 


Marches du roi des tehees 

Cliacun dcs nombres du Tableau est dgal au nombrc placd au-dcssus clc 
lui, augmentd des deux nombres voisins, la somme des nombics de chaqur 
ligne est une puissance de 3 . D’adleuis, nous vcrions plus loin que le 
triangle dc Pascal reprdsente les coefficients du ddveloppcmcnt de la puis¬ 
sance (a? + 1 )' 1 du bindme, et que le Tableau precedent reprdeente les 
coeffieiCDls du ddvoloppcinent de (a: a H— ar H- t)" 

Le calcul prdeddent peimcl de determiner successivcment le nombie 
dcs marches du Roi au jeu des dchecs, en supposant que le roi avance 
conlinuellemont d’un lang vers le camp opposd, sui un dchiquici lllimitc, 
c’cst- 5 -dirc cn progressant par eases consdcutivcs dans les tiois sens 
/ ^ \ • Mats, dans le cas d'un dchiquiei limitd, il faut mettic des zdros 
sui les cases qui corrcspondraient A I’extdi ieur de Tdcbiquiei, tout cn con- 
servant la mdrnc loi de formation 

Exemplc III — De combien de mamdres un pion du jeu dc dames, place 


Fig. J2. 


1 

i 

i 

t 

0 

r i 

3 

2 . ( 

6 

•x 3 i 

10 

. 5 . \ 1 

20 

5 9 5 i 

35 

> v • i i G 1 

70 

14 98 20 7 1 

126 

42 . 48 97 8 1 


Marches du pion du jeu de dames 


cn un coin du damier, peut-il se rendre sur lebord opposd, e’est-i-dire cn 
progressant par eases consdcutives dans l’un des deux sens ^ et ^ 
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Oa forme un Tableau commecelui du triangle arithmdtiquc, danslequel 
chaque nombre du Tableau eat dgal k la somme des deux norabres de la 
ligne prdeddente qui sontlea plus rapproebds ( fig 12) Si l’on fait la somme 
des nombres dc chaque ligue, amsi que nous l’avons calculd 4 gauche dc la 
figure, ou trouve pour le damier dc 10 cases de cOtd que le nombre deraandc 
est 126. 

En gdndral, si le damier a 271 cases de cfltd, le total de la dermdre ligne 
est dgal au nombre G ^ 1 , du li langle de Pascal, et si le damici a (in + 1) 
cases dc cdtd, le total est dgal k 

Exemple IV — On Lrouvc dans le tome IV du Recueil des Machines 
de I’Acadenue des Sciences (1704) la description d’un appaicil ingdmeux 
pour opdicr automatiquCment l’addition ct la soustraction, el qui appar- 
tient au Conservatoire des Ails ct Mdtiers, e’est VAbaque de Perrault 
Tout rdcemrnent cct appareil a etd perfcctionnd et publid, k Pans, sous 
le nom d’ Arithmographe de Troncet 
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CHAPITRE II. 


SOUSTRACTION DES NOMBRES ENTIERS. 


7 . Soustraction des nombres entiers — Reste, cxces ou diffe¬ 
rence. 

La difference de deux nombres ne change pas lorsqu’on les aug- 
menle d’une m6me quantitd. 

Operation de la soustraction par l’addition — Preuve de l’ope- 
ration 

8. Introduction des nombres entiers ndgatifs — Convention de 
Descartes. — Signes des segments. 

Quelles que soient les positions respectives A, B, C de Irois points 
en ligne droite, on a 1’identite 

AB -+- BG -+- GA = o 

Coordonndcs des points d’inierscction dc deux, systemes de droites pa- 
ralldlcs — Coordonndcsdes cases d’un dchiquier fim ou inddfmi — La no¬ 
tation expi cssive dcscases de I’dchiquier due a Vandermonde, et ddi ivde du 
systdrac des coordonndes de Descartes, s’appliquc u unties grand nombic 
dc jeux. dc calcul cl dc combmaisons, comme les echoes , Ics dames, le so¬ 
litaire, etc Cette mdthodc, la plus simple, la plus commode, la plus gdnd- 
rale, auiait dil litre acccplde dcpuis Jongtemps 

Deux eases dc l’dchiquier (x, y) et (a?', y') sont sur une mfime paialliilc 
a la diagonalc descendante si l’on a x — x' = y —y' 

Giles sont sur une ingrae parallcle a la diagouale asccudantc, si Ton a 
x-\-ex > =y — ey', cn ddsignant pai e un des nombres -+- j ou—l Deu\ 
cases du damicr sont de mdme couleui,ou dc coulcurs dilTdicntcs, si les 
sommes x±y et x' ±y‘ sont ou ne sont pas dc mdme paritd 

9 Somme algdbrique — La somme algdbnquc de nombres en¬ 
tiers, positifs ou ndgatifs, est inddpendante de Ford re des termes. 

Pour aj on ter plusieurs sommes algdbriques, il suffit dc les pla¬ 
cer les unes & la suite des autres, avec les signes respectifs de cha- 
eun de leurs termes 
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Pour retrancher une somme algebrique, on l’ecrit & la suite, en 
changeant les signes de tous ses termes 

Dans l’egalite de deux somraes algebriques, on peut faire passer 
un terme d’un niembre dans l’aulre en changeant son signe. 

Les ih^or&mes de l’addition s’appliquent aux nombres entiers 
algebriques, soit que ces nombres proviennent des donn^es, soit 
qu’ils proviennent des operations 

10 In6galit6s. — Definition et signes. — Valeur absolue d’un 
nombre negatif 

On pent ajonter ou retrancher une mfime quantite aux deux 
membres d’une inegahte 

On peut faire passer un terme d’un membre dans l’autre en chan¬ 
geant son signe. 

On peut changer tous les signes des termes d’une inegalite en 
changeant le signe de l’megalite 

On peut ajouter membre & membre des megalites de mfime sens. 


11. Tableau de differences. — Soit une suite de quantites quel- 
conques 


«0, ^1 > ^S> > 


Si l’on retranche chacune d’elles de la suivante, on forme la suiLe 
de leurs differencespremieres, que Ton represente par 

Awq, Alii, Aiig, , Au/i, , 

et l’on a, par definition, 


A Un — u n +1 u n* 

Si l’on opere sur la seconde suite comme sur la premiere, on 
forme une troisieme suite, les differences secondes, que l’on 
represente par 

A s m j, A s u\, A s m 2 , . , A *u„, . , 

etl’on a, par definition, 


A s u n — Ati n+1 — A u,i 

En general, on forme les differences d'ordre (p 4- 1 ) de la suite 

E. L — I. 


a 
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initiate, an moyen des differences d’ordre p, par la relation 
AP + 1 u,i = A p u„+\ — A n u n 

On conslruit le Tableau des differences par colonnes, 4 gauche 
de la colonne des u\ rnais, si l’on observe que Ton a 

A p u n +i = A Pu n -+- Ap +i u,„ 

on voit que les termes du Tableau jouissent de la propri^te qm 
sert de loi de formation an Tableau des sommes (fig i3). 

Fig. t3. 



A®lto 

A* u 0 

A« 0 

Uo 

• 

A 3 «i 

A s u\ 

AU| 

u, 

• ■ 

A 3 ii 2 

A 2 

A it 2 



A 1 u 3 

A s u 3 

Aw 3 

u 3 

■ 



• 



a 

Tableau de tlifFdrences 


12 Tableau de sommes et de differences. — On peut accolcr le 
Tableau des differences au Tableau des sommes, en superposant les 
colonnes des u, et le nouveau Tableau possddera, dans toute son 
etendue, les propriety du Tableau des sommes que nous avons 
repr^sentdes par les A, B, G, D [fig 4? 5, 6) 

En expnmant ces propridLds par des formules alg^bnques, on 
voit que celles-ci subsistent lorsque l’on augmente ou que l’on di- 
minuc tons les indices des S et des A d’une indme quantiL£, en po- 
sant conventionnellement 

S -V U,i = &p U,„ SO 11„. = U n , 

A - e u n = se u n , A°u rt = u n 

Si l’on connait la suite des it pour des indices n^gatifs, on peut 
etendre lc Tableau mdefimment dans tous les sens. On progresse 
par addition vers la droite—>- ou vers le bas et par soustraction 
vers la gauche ■<- ou vers le haut f (fig i4). 
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Les formules alg^briques, ^quivalentes aux fig A, B, C, D, 
subsistent quelles que soient les valeurs positives, nulles ou nega¬ 
tives, ties nombres donnds (qui sont renfermds dans les trails forts) 
lorsquel’on augmente les indices des £ etdes A d’une m4me quan¬ 
tity ou encore les indices des u d’une quantity quelconque. 

Fig Uj. 
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A k u 0 

A® M 0 

A® lLq 

A M 0 

Mo 

Sm 0 

S*m 0 

S®Mo 

S*M 0 




Ml 









M S 
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M a 








U-k 






Tableau cle sommes et diffdrencea 


Le Tableau de sommes poss^de encore des propriety lrnpor- 
tantes. Si l’on multiplie tous les lerraes par un m6me nombre ou 
si l’on change les signes de tous les termes, on obtient encore un 
Tableau de sommes. Plus g^nyalement, si 1’on superpose plusieurs 
Tableaux de sommes, apr£s avoir multiple respectivement les 
termes de cbacun d’euxpardes nombres quelconques, les nombres 
obtenus en faisant les sommes alg^briques dans chaque case for- 
inent encore un Tableau de sommes 

13 Sommes altem6es. — On appclle somme alternde de n quan¬ 
tity positives ou negatives, u 0 , u { , u 2 , . .., la somme algdbrique 
de ces quantity prises altemativement avec le signe -f- et avec le 
signe —, c’est-4-dire la valeur de 


Uq — Mi -+- Kj — Mg -f- 
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Les proprfet^s qui r^sultent des fig. A, B, C, D du Chapitre 1 
peuvent s’enoncer de la mani&re suivante . Si l’on prend avec leurs 
si^nes les nombres contenus dans les cases noires etavec les signes 
conlraires les nombres contenus dans les cases grises, la somme 
algebrique des nombres d’un Tableau de sommes et differences com- 
pris sur ces figures est toujours nulle. 

Si l’on deplace A (Jig- 4) borizontalement, en changeant, 4 chaque 
displacement d’un rang, la couleur des cases, on obtient les figures 
telles que E qui permeltent de calculer les sommes alterndes des 
termes d’une m 6 me ligne (Jig. i5). 

En particular, pour le triangle de Pascal, la somme altern^e d’un 
nombre quelconque de termes d’une m£me ligne, 4 parLir du pre¬ 
mier, est dgale en valeur absolue au terme place au-dessus du der¬ 
nier dans la ligne precedenle. 

Si l’on deplace A (Jig 4), parallelemeut a la diagonale ascen- 
danle /f, cn changeant k chaque deplaceinent la couleur des cases, 


Fig t5 



e, 

SommatioD altern^e 


on obtient des figures telles que F (Jig 16 ), qui permettent de 
calculer les sommes alternees des termes d’une paraliele 4 la dia¬ 
gonale ascendante 

F.g. 16. 



F 


Ainsi, pour le triangle de Pascal, la somme alternee de tous les 
termes d’une diagonale ascendante est 6gale k la difference des 
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sommes altern^es des termes des deux diagonales pr^cddentes; mais, 
si l’on calcule les termes de la suite 

MO, til, tij, • •) tt/,, ■ 

par la formnle de recurrence 

tt/H-l = u n U n — i, 

avec les conditions initiales u 0 = t , u { = i , on trouve que ces termes 
se reprodmsent p^riodiquement de six en six, dans l’ordre 

4-i, o, —i, —i, o, 4-1, 

par consequent, cette somme alternee est toujours egale i o on i 
H- i ou 4 — i. 

Remarque. — Telles sont les lois qui regissent l’addition et la 
soustraction de deux suites de nombres quelconques, l’une repr£- 
sentee par u ni l’autre par 2" m 0 , en donnant a n toutes les valeurs 
entires On pourrait les etendre a trots suites et plus. 

D’ailleurs ll nous seinble qu’il n’y en a pas d’autres, si l’on ne 
veut einpieter sur le domaine de la multiplication, c’est-ik-dire de 
1’addition des nombies egaux. Toutes ces relations s’expnment au 
moyen des signes et — de l’addition et de la soustraction, et de 
leurs symboles extensifs £ et A. 

Exemple I — On a, dans la serie de Fibonacci, 

Mo — Mj 4- Mj — M3 4- . . 4- £ Up — E Up—1 1 , 

e ddsignant +1 ou — 1 , suivant que p est pair ou impair. 

Exemple II — Exprimer, au moyen de la notation G^, les propn^L^s 
qui resultent des Jig. A, B, C, E, F pour les termes du triangle de Pascal 
On a 

(A) c?:i = c<?4-c;l 1 4-c2_ s 4- .-hcs, 

(B) C£ +1 = Gp 4- C£J 4- Gfl\ 4-.. 

(C) 1 4 - Gp 4- G|_, 4- G^_, 4- .. = Up+t, 

Mjo +2 ddsignant le terme correspondant de la suite de Fibonacci, purn 
(F) i-C;4C^ 1 -C^_,+ .. = 0 , ou + 1 , ou — 1 , 

(E) !_<]< 4-C*-C£4-. 4 - eCJJ = eC^_ 1 , 

e ddsignant 4-1 ou —1 suivant que q est pair ou impair. 
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Example III — Extension da triangle de Pascal — Ouprolonge 
dans tous les sens le triangle de Pascal, avec la convention CJJ = i, poui 
loules les valeurs entires de p , positives, nulles ou negatives. 



Fig 17 . 
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Extension du triangle de Pascal 

On voit qu’il faut supposcr Cj, = o, poui q nigalif, ou poui p positif 
avee q >p De plus, on voit que l’on a, pour p positif, 

CLp = > 

en supposant e dgal a + i ou a — r suivant que q est pair ou lmpaii En 
d’autres termes, si l’on ne ticnt pas compte des signes, le Tableau de 
Pascal prolonged vers le liaut rei>roduit le triangle, les lignes lemplafant 
les diagonales 

14. Des variations de signes. — Dans uno suite ilo nombres po- 
siLifs ou ndgatifs, on (lit que deux lennes consccutifs prdscnLcnl unc 
variation lorsqu’ils sonl de signes conlraircs, el unc permanence 
lorsqu’ils ontle inGme signe 

Si l’on lnLroduil mi Lennc cnlrc deux Lennes succcssifs de signes 
contraires, le nombre des vanalions nc ehuuge pus. 

Si l’on lnlrodmt un lerme cnlrc deux Lennes succcssifs de inline 
signe, le nombre des variaLions nc change pas oil auginenle de deux 
variations. 

Si l’on inLroduitun nombrequelconque de Lcrmes cnlrc les Lermes 
d’une suiLe, le nombre des vanalions ne peut diminuer, mats ll ne 
peuL augmenler que d’un nombre pair 

Entre deux termes quclconqucs de signes conlraires, il y a un 
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nombre impair de variations. Entre deux termes de m6me signe, il 
n’y a pas de variation ou il j a an nombre pair de variations. 

Le nombre des variations ou des permanences d’une suite ne 
change pas quand on change les signes de tons les termes. 

Exemple I — iZchiquier anallagmatique de Sylvester — L’dchi- 
quiei anallagmatique est un carre form6 de cases ncares et blanches, en 
nombre 6gal ou indgal, de telle sorte que, pour deux ligaes ou pour deux 
eolounes quelconques, le nombre de variations des couleuis est toujouis 
dgalau nonabre des permanences 

On a les deux ^chiquiers anallagmatiques et com pigmental res A et B, de 
deux cases de c6td, aux cases blanches de l’un correspondent des cases 
noires dans l'autre (Jig. 18) 

Avec ces deux ^chiquiers, on formers de m&me les ^elnquiers complSmen- 
taues de quatre cases de c&t6 A' et B' Si, dans cette Ggure, on remplace 
lespectivement A et B par A' et B', on obtient les £chiquicis compldmen- 
taues de huit cases de c6t6 et amsi de suite, en doublant le nombre des 
cases sur chaque c6l6 D’ailleurs, il est dvident que l’on peul diiduire 


A 



A 



Fig 18 


B 

B 

B 

D 


A 

A 

n 

B 


A.' IT 

l-Schiquiers anallagmatiques 



d’un dchiquier anallagmatique un grand nombre d’autres, soit en dchan- 
geant deux rangees quelconques, soit en changcant les couleurs des cases 
d’une rang6e quclconque Le dernier carr£ S est un dchiquier anallagma¬ 
tique indiqu£ par Sylvesteh, il a 6td reproduit comine dallage, cn marble 
blanc et rose 

Exemple II — Amusements par les jelons — Voir le n° 701 du jour¬ 
nal La Nature 
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CHAPITRE III. 


MULTIPLICATION DES NOMBRES ENTIERS. 


15. Multiplication de deux nombres entiers — Addition abr£- 
gde de nombres dgaux. Multiplicande, mulliplicateur . — Pro- 
duit. 

Un nombre b est dit double, triple, quadruple, . ., multiple 
d’un nombre donnd a, lorsqu’il est le produit de celni-ci par un 
nombre 2 , 3, 4 } ■ • ? n - 

Formation des multiples d’un nombre entier a paraddiLions suc- 
cessives 

Oj 2 3 Ctj i| Gty 1 • j ?lCt^ • t 

Inversement, on dit que a est sous-double, sous-tnple, ., sous- 
multiple de b, ou qu’il en est la moitid, le tiers, le quart, ., le /i 1 *™ 0 . 
On dit encore que le nombre b est divisible par a cL que celui-ci 
mesure ou divise b , ou encore est nn divisciu, un facteur ou une 
partie aliquote de b. On doit no ter la distinction entre lc diviseur 
et la partie aliquote; ainsi b est considdrd comme un diviseur de&, 
et n’est pas considdrd comme une partie aliquote de b. 

16. Multiplication des sommes alg£briques — Multiplication 
d’une somme algdbnque par un nombre entier 

m(a + b — c) = ma 4- mb — me 

Tout nombre qui en divise un autre divise tous ses multiples 
Tout nombre qui en divise plusieurs autres divise la somme algd- 
bnque de multiples quelconques de ces nombres. 

Multiplication de deux sommes algdbnques. — R6gle des 
signes. 
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17 Numeration d6cimale — Objet de la numeration en g6- 
neral. Syst^me de numeration decimale. — Numeration parlee 
et numeration ecnte. — Valeurs absolues et valeurs relatives des 
chi fires. — Emploi du zero. 

i Addition et soustraction dans le systeme decimal. — Methode 
des complements. — Calcul mental. — Multiplication. 


Exemple I — Exemples d’addition 





99999 



99999 

99999 


99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99998 

299997 

899996 

49999 5 


Example II —Devmetle On dit h une personne d’ 6 crire trois nombrcs 
dc cmq chiffres, en annongant que 1 ’on dcrira trois autres nombres, pour 
former le total 299997 — II suffit de placer au-dessous de chacun des 
nombres dcuts par la personne des nombres dont les chiffres soient les 
complements £1 g des chiffres cents au-dcssus Le toial sera 3 x 99999 Ge 
problemc peut etre vane de bien des mameres 

Exemple III — La Table de Pythagore avec les deux mams 
Si Ton sait les produits des entiers jusqu'e cmq fois cinq, on obtient le 
pioduit des auties jusqu’e neuf fois neuf par l'ai Lifice suivant S 01 L a multi¬ 
plier (5 4- a) par (5-1-6), dans 1’une des mams, on leve a doigts et Ton 
baLSSC les aulres en nombre (5 — a), dans I’autre main, on leve b doigts 
et Ton baisse les autres en nombre (5 — b) Gela fait, le produit se com¬ 
pose d’un nombic de dizaines egaJ au nombre de tous les doigts leves, 
plus le produit des unites que repidsentenl les doigts baiss£s Get arlitlce 
sc v 6 n 6 e par 1 ’identite 

(5 + a)( 54 - 6 ) = io(a-t-6)-t-(5—-a)(5 — b). 

Gc proedde est employ^ couramment en Syne. 


18. Tables de multiplication — La premiere colonne et la pre¬ 
mise ligne de la Table forment la s^rie des nombres entiers. On 
forme la seconde colonne en ajoutant successivement le nombre 2 , 
la troisifeme colonne en ajoutant successivement le nombre 3, et 
amsi de suite. 
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De cette fagon la Table de Pythagore peut 6tre ^tendue rapide- 
ment dans le sens horizontal ou dans le sens vertical. Comme veri¬ 
fication, les lignes et les colonnes se reproduisent de dix en dix, a 
partir de la premiere, par l’adjonction du zdro 

L’ observation de la Table de Pythagore montre que le produit 
de deux nombres ne change pas lorsqu’on les remplace I’un par 
Vautre On ddmontre ce thdor&me par figuration g^om^Lrique ou 
cn faisant voir que, si I’on a 


ab — ba, 


on a encore des produils cgaux en augmentant l’un des facteurs 
d’unc uniLd, c’cst-i-dire que 

a (b -h i) = (b -+- 1 )a 

Facteurs d’un produit. — Preuve de la multiplication de deux 
nombres indgaux. 

11 cxiste des Tables de multiplication trds dtendues. Les Rechen- 
fafcln, par Guelle, conlieniicnt tons les produits des nombres 
de linis clnflrcs. Pour la multiplication des nombres ayant plus de 
trois clnffres, on proccdc par pacjuels oil par tranches de trois 
clnflrcs. 


Quatrc Editions stdrdotypdes de ces Tables cte calcul, ouvrage trds pra¬ 
tique, ont dtd publidcs par le D r Bremixer (Pai is, Gauthier-Villais, i 88 o) 
Lc premier ouvrage de ce genre est intituld Tabulae anthmeticce um- 
i'ct sales, par IfEaVART de HmiEMnuRG, il contient en inille pages in-folio, 
les produits des mille piemicrs nombres II date de 1610 , quatre ans avant 
l’appanlion du Canon nunjlcus, de Neper Pendant longtemps, l’mven- 
tion des logarithmcs a nut aux calculs exacts ct, par suite, & lathdonedes 
nombres. 

Excmplc J — Multiplication d’un nombre par 11 , 111 , 1111 ,.. . — 
Au lieu d’dcruc lc multiplicandc, lc mulliplicateur 11 , puis deux fois le 
mulliplicandc avant d’avoir lc produit, on obticnt toutde suite celuL-ci de 
la mameie suivante. On dent lc cluflre des unitds, on ajoute le chiffre des 
unites a cclui des dizaincs, puis le chiflVe des dizaines & celui des centames, 
ct ainsi de smte en tenant compte dos retenues. Far exemple, les quatie 
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premieres puissances de u sont dans le Tableau ci-dessous, ce sont les 
quatrc premieres lignes du triangle de Pascal 


Fig 19 

Onze ... 

Carr 6 de onze 
Cube de onze. . 

Bicarrd de onze 


1 1 
r 2 1 
1 3 3 1 
14641 


Puissances de onze 


De unfime, pour multiplici un nombre quelconque pai m, on suppose 
deux, zeros £cuts & la droitc et deux. z£ros 4 la gauclie du nombie donn£> 
puis on fait successivement les sommes de trois ehiffres en commengani 
pai Ja droite et en tenant compte des retenue 9 
De mfime, pour multiplier par 1111, mu, , on a amsi des exemples 
extraits du Talkhys d’lBN Albanna (auMaroc, xm" sificlc) 


Carr 6 de 

i 

i i 
1 1 T 

i i i i 


Fig. ao 


i 2 i 

12 3 2 

1 2 3 4 3 

1 2 3 4 5 4 

12 3 4 6 6 5 


1 

2 1 

3 2 1 

4 3 2 


1 


Tir 6 e du Talkhys 


ExempleH. — Multiplication d’lin nombre pai 9 , 99 ) 999 , .. —Pour 
multiplier un nombre par 9 ou (10 — 1 ), on ajoute par la pcns 6 c un z£ro a 
sa droite et 1 ’on retranclic le clufTre des unites de dix, puis celui des di- 
zaincs de celui des unites, le cbidrc des rentames de celui des dizaines, et 
amsi de suite, en tenant compte des retenues. Am 9 i 


12345679X9=111 111 111 


De mfime, pour multiplier un nombre par 99 ou (100 — 1 ), on ajoute par 
la pensde deux z 6 ios a sa droite, et Ton retranche successivement chacun 
des clulTres du deuxi&me & droite Et amsi pour 999 , .. 
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Pour multiplier par 8, on raultiphc par (to — 2) ou par (9 — i), voici 
quelques cxcmples cuneux. de multiplicatiou : 


JTig 21. 


12 345 679 x 8 = 98 765 43 a 


1 .9 + 2 = 1 1 
i 2.9 + 3= i 1 1 
m 3 .9 + 4=1 1 1 
1 234.9 + 5=1 1 1 
12345 9 + 6=1 1 1 

123456 9 + 7=1 1 1 

1934567 9+8=111 

12345678 9+9=111 


1 

1 1 
1 1 1 
1111 


9.9 + 7 = 88 

98.9 + 6 = 888 
987.9 ■+■ 5 = 888 
9876.9 + 4 = 888 
9 8 7 C 5 9 + 3 = 888 

9 8 7 G 5 4 9 + 2 = 888 
98765 43.9+1 = 88 8 
98765432 9+0=888 


8 

8 8 
8 8 8 
8 8 8 8 
8 8 8 8 8 
8 8 8 8 8 8 


1 

1 2 
1 2 3 
12 3 4 


r . 8 + 1 = 9 
1 2.8 + 2 = 98 
123 8+3=987 
1 2 3 4 * 6 - 1 - 4 = 98 7 6 
1 2 3 4 5.8 + 5 = g8 7 65 
» 3 4 5 (> 8 + 6 = 98765 

34567.8 + 7 = 98 7 65 
4 5678.8 + 8 = 98 7 65 

56789.8 + 9 = 98 7 65 

Multiplications curieuses. 


4 

4 3 
4 3 2 
4321 


Exemple III — Car] 6 s ct piodmts de no?nbres formds d’un meme 
chijfie. — Ccs cxcmplcs sont cxtraiis du Talkhys 


Fig. 22. 


9 2 = 

81 

9 7 = 63 

99 * = 

9801 

99-77 = 7623 

999 “ = 

998001 

999-777 = 776223 

9999 2 = 9998oooi 

9999 7777 = 77762223 

9 ( J 999 2 = 99998ooooi 

99999 • 77777 = 7777 fi 22223 


Tlrde du Talkhys. 






CB A PITRE III — MULTIPLICATION DES NOMBRES ENT IE RS 29 

Exemple IV — Le carre du nombi e gogogogogi est un nombre formd de 
deux parlies ulcntiques II en est de mdme du carrd de ses neuf premiers 
multiples 

19. Multiplication rapide — Oo peut effectuer trds rapidement 
la multiplication de nombres de deux, trois, quatre, cmq chiffres 
par unemdthode qui se trouve exposde dans \e Liber Abbaci Cette 
mdthode permet d’dcrire presque nnmddiatement le produit, sans 
dcrire les produits partiels Nous l’expliquerons sur deux nombres 
de trois chiffres, si les facteurs n’ont pas le mdme nombre de chif¬ 
fres, ou complete l’und’eux pardes zdros ajoutds soit k droite, soit 
k gauche 

Soieut (Jig- 23 ) abcelpqr deux nombres dents dans le systdme 
ddcimal. On forme le produit cr ) on dent le chiffre des unites de 
ce produit, et l’on ajoute la retenue aux deux produits hr et cq 


Fig a3 

© © © 

© © © 



a,q + bp 
Mills 


•-•-• 


cup 

Dizames da mi lie 


Multiplication rapide, auxin" si&cle 


qui reprdsentent les dizames, on dcrit le chiffre des unitds de ce 
total qui est le chiffre des dizames du produit, et l’on ajoute la re¬ 
tenue k la somme des centaines ar-\- bq + cp , et ainsi de suite, 
conformdment au Tableau (Jig- 23) 

20. Batons ndpdriens. — Jean Neper, baron de Markinston, en 
ficosse, a indiqud en 1617 , dans sa Rhabdologie, une ingdmeuse 
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m^thode de calcul pour simplifier la multiplication et la division 
JLe tableau chilTrd (fig* 24 ) repr^sente la Table de Pythagore d£- 
coupde en dix batons ou planchettes la planchette & gauche est 
fixe, toutes les autres sont mobiles et peuvent dtre permittees do 
Louies les facons. Pour l’enseignemcnt, on let. appuie sur un tableau 
muni d’une rangde de clous sur la ligne horizontal sup&rieure, on 
peuL y suspendre les planchettes, prdalablement percdes d’une ou- 
verture & la partie supdrieure. Chacun des carrds de la Table cst 
dmsd en deux triangles, par une diagonale, dans le triangle du bas, 
on trouve les unitds de chacun des produits, dans celui du haul et 
ii gauche se trouve le chifTre des dizames. Supposons que l’on ail 
placd a coLd de la barre fixe, & gauche, les tablettes portant en haul 
ct en bas les n oa 7, 5, 8, on obtient presque immddiatenient lot. 
produits de 758 par tous les nombres, de 1 & 9 Ainsr, par exemplo 
(levant le 6 de la colonne fixe, on trouve horizontalemenL et on 


Fig 34. 

7 5 8 



k b A- 8 

Fragments des b&tons de Neper. 


fnisanL l’addilion paralldlement a la diagonale ■*" des carres, le 
produit 4548, qui esL le produit de 758 par 6. De m&me, pour 
les autres produits par 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Done les teglettes de Neper permettent de trouver rapidemonl, 
bans qu’il soit ndccssairc de savoir sa Table dePylhagoic, m.us par 
une simple addition de deux chifFres, tous les produits pari ids* 
d’un noinbre de dix chiffres et plus. Ainsi, la multiplicalion so 
trouve ramenee a 1’addtLion, et cette operation se trouve d’aulani 
plus facility qu’il s’agit de nombres de plus en plus grands 

La belle invention de Neper provient pcut-6ti e d’une remarque sur l’unc 
des nomlncuscs manures d’eflectuer la multiplication chez les Persons et 
chez les Arabes Voici, par CKempIe, Ja copie de la multiplication de 534 
par 342 tiriie du Tiaiti d’At ithm&tique d’AaooL Haqan Ali ben Mon am- 
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med, le Koraichite, plus connu sous le nom d’AiXALgADi, auteur arabc qui 
mourui vers 1480 Nous avons tenu corapte tie la difference d’orientation 
de l’ecriluie arabe avec la n6tre {Jig 25) 

Fig a5 



3 4-2 



21. Rdglettes muItiplicatrioeB — Dans un Mdmoire sur les 
moycns de faciliter le calcul, publid dans les Annciles de Ufa the— 
maliques (t. Y1T, 1817 ), Gergonne approuve l’emploi des ba¬ 
guettes de Neper et constate qu’aprds la ddcouverte des loga- 
ritbnies elles tombdrent dans un oubli absolument immdnte 

D’autres essaLs du m£me genre n’ont pas dLd plus heureux, parte 
que ces baguettes ne donnent que les produits partiels de la mul¬ 
tiplication, c’est-i-dire les multiplications de nombres quelconques 
par les neuf premiers nombres II a dtd aussi publid des Tables de 
tous les produits des nombres de quatie et cinq chiffres, par des 
nombres d’un seul chiflre, en particular, on doit citer celles de 
Cadet pubhdes k Pans, en 1797 ; celles de Bretschneider, & Go¬ 
tha, en 1827 ; et, plus rdeemment, les Tables de Tripier Cepen- 
dant l’emploi de ces Tables, pour les grands calculs, est infeneur 
k l’usage des rdglettes ntpericnnes, surtout lorsque l’on se sert 
de rdglettes imprimdes sur les quatre faces, ou de rouleaux ndpe 
nens. 

Le Conservatoire des Arts et Mdtiers possdde une importante 
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collection d’appareils de ce genre, parmi lesquels nous cilerons 
plus particuliirement l’appareil de M. de Maximovitch, qui per- 
met d’unpi niter instantanement les colonnes de la Table de Py- 
thagore dans un ordre quelconque. Nous cilerons aussi les ri- 
glettes de M Pruvost-le-Guay publiies 4 Paris, en 1890 , avec 
des ameliorations successives, dans lesquelles les bitons de Neper 
sont riums par deux, ce qui simpbfie considirablement leur ern- 
ploi. 

On a aussi cbercbd a suppruner l’addilion de deux chiffres dans 
l’emploi des bitons deNiper. Nous devous rappeler les essais mti- 
ressants du D l Roth, dans son Prompt multiplicateur et divi- 
seiu, pubhe i Pans, en 184 i. Mais nous devons signaler surtoul 
les riglettes de Gejvaidle qui donneul sans aucune addition tous 
les prod nits partiels. 

Nous avoas publii 4 la libraine Belin, 4 Paris, en 1 885 , en collaboration 
avec M Genaille, quatrc boltes de rdglettes pour la simphGcalion des 
calculs, 4 savoir * 

I Les Riglettes maltiplicatrices, appareds a calculs exacts cL mstan- 
tanis poui simplifier la multiplication et la division 

II Les Regleltes multisectnces, appareils 4 calculs exacts et mstan- 
lancs pour simplifici la division 

III Les Riglettes financibres pour simplifier les calculs financiers cl 
commeiciaux 

IV Les Regleltes nipii lennes, joujoux calculateurs ayant pour but dc 
simplifici ^ 1 '^iude et dc facilitcr la pratique des operations de I’AriLhmd- 
tique 

Dcpuis quelques anndes, M Genaille a su risoudie, d'une mamcie 
simple ct complete, le pioblime difficile de la multiplication et dc la divi¬ 
sion des grands nombies pai une rnitbodeabsolument g< 5 ora 6 lnque, mats 
scs admiralties appaieils sont encore midils. 

22 Du produit de plusieurs faoteurs — La notation 

a X b X c X d ou abed ou abed 

indique le risultat de I’opiration obtenue en multipkant d’abord a 
par b , puis le produit par c, puis le nouveau produit par d 

Si deux produits contiennent les mimes facteurs en nombre n, 
mais dans deux ordres dififirents, et si l’on augmente l’un des fac¬ 
teurs d’une uniti, on voit que ces produits augmentent tous deux 
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du produit des ( n — i) autres facteurs pns dans leurs ordres res- 
pecLifs Par suite, on aura ainsi pour cmq facteurs 

11111 = 11.111, 
i i a i 1 = 1 i i. i .a, 
biai.i = i\ bia, 
b i.a.i.c = c t b. i a, 
b cl ci. l .c — c t b.d a, 
b d a.e c = c e b.d a. 

Le rdsultat du produit successif d’un nombre quelconque d’en- 
tiers positifs est md^pendant de l’ordre dans lequel on effectue les 
multiplications. En outre, puisque l’ordre des facteurs est indiffe¬ 
rent, on peut toujours supposer que deux d’entre eux occupent 
les deux premiers rangs, et les remplacer par leur produit, ou 
inverseinent. 

Par consequent, si l’on consid^re le produit d’un nombre quel¬ 
conque d’entiers positifs, on peut remplacer deux d’entre eux par 
leur produit et opdrer sur le nouvel ensemble de facteurs comine 
sur le premier, etainsi jusqu’ik ce que l’on arrive & un seul produit, 
qui sera toujours mdependant de l’ordre et du choLx des multipli¬ 
cations op^ides sur deux facteurs (voir n° 43, Exemple V) 

Multiplier un nombre par le produit effectud de plusieurs fac¬ 
teurs revient & multiplier ce nombre successivement par cbacun 
des facteuis du produit 

Pour multipher un produit par un certain nombre, 11 suffit de 
multiplier par ce nombre un des facteurs du produit 

23 Puissances d’un nombre. — Cairns, cubes , bicanes — 
Degrd d’une puissance — Notation des exposants 

Bdgles des exposants. — On a les deux formules 

aP a<i a r = aP+'i+- r , 

[( aP) f i]i = aPi r 

II ne faut pas confondre la notation ( aP )? avec la notation 
op 1 qui veut due 

Multiplication des mondmes — On multiphe les coefficients et 
l’on ajoule les exposants, 

E. L - I. 


3 



LIVRE I 


LES NOMBRES ENTIER8 


34 

Exemple I — Les dormers chillies ties puissances (residus potentiels 
dans le systeme decimal) sont 


jTOI 

puissances 

.. 0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

a 08 

» 

0 

1 

4 

9 

6 

5 

6 

9 

4 

1 

3 es 

» 

0 

1 

8 

n 

4 

5 

6 

3 

2 

9 

4 0s 

» 

0 

1 

6 

1 

6 

5 

6 

1 

6 

1 

5 08 

» 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

60s 

)> 

. 0 

i 

4 

9 

6 

5 

6 

9 

4 

1 

7° 3 

» , 

0 

1 

8 

7 

4 

5 

6 

3 

2 

q 

8 US 

)> 

. 0 

i 

6 

1 

b 

5 

6 

1 

6 

1 


Les cmqui£mes puissances sont tcimin6es commc les premieres, cette 
remarque a donn£ naissance au th6oi£me dc Fermat. Les dormers clnlTrcs 
des puissances successives d’un nombre sc reproduisent p6nodiquement de 
quatre cn quatre 

Tout bicarre est terming par l’un des cbiffrcs o, i, 5, G 

Exemple II — Former les puissances successives de 2 — En doublanl 
continucllcracnt, on foime la suite des nombres 

1, 2, 4, 8, 16, 64, 128, 256, 512, 102'j, . , 

on v^rific les calculs pai les rdsultats suivants 

2*8= 65536, 

2»a _ 4-ig4c) 67296, 

2 64 = 18446 74407 37095 51616 , 

la puissance de 2 d’exposant 196, 6gale 5 seize fois le cube de la pr£c£dcnte, 
se compose des soixantc cbidies suivants 

10043 36277 66 t86 89222 13726 30771 

32266 26576 37687 11142 45522 o6336 

Exemple III — Vdnlier la formula 

H-2 + 2 ! +a 8 + ., +2"= 2 ,J+1 — I 

Exemple IV — Former les puissances successives dc 5 On en trouve 
une table etendue dans la Preface des Tables de loganthmes deCALLET. 

Exemple V — Le chiffre des dizames de millc d’une puissance qucl- 
conque de 5, ne peut filre m un 3, ni un 8. (Laisant ) 

24. Table des carr6s. — Si l’on remplace la premiere colonne 
des 1 du triangle arithmdtique par des 2 , on forme un autre Tableau 
de sommes. Alors la seconde colonne reprdsente les nombres ini- 



CHAPITRE 111 — MB LTIPLI CATION DES NOMBRE8 EN TIERS. 35 

pan s; la troisifeme colonne reprdsente les nombres carris, comme 
cela rdsulte immddiatement de la formule 

An i = (/i + 1 ) ! — n*= 2 7 i + i 

En d’autres termes, les accroissements successifs des carris sont 
les nombres impairs, et la somme des n premiers impairs 

I, 3, 5, i t j 2 71 I , 

est (*gale au carrd nr de leur nombre. Ges proc^dds dtaient connus 
de Pythagore et de Platon. 


Fig a6. 

0 1 2 3 4 8 6 


0 

\ 

2 

3 

4 


2 i 

2 3 i 

a 5 4 i 

2 7 9 5 i 

2 9 iG i4 C i 


K I 2 ii a5 3o 20 7 i 


Table des carrfis. 


On peut amsi construire rapidement une Table des carrds, par 
additions successives, en se bornant aux troLS premieres colonnes 
du Tableau On vdnfie les calculs de dix en dix lignes, par les carrds 
ddja formds, en ajoutant deux zdros. L’dconomie de ce calcul est 
considerable, puisque, pour calculer la table des mille premiers 
carrds, il suffit de mille additions, au lieu de mille multiplications, 
d’autre part, cette mdtbode de calcul par differences poss&de l’lm- 
mense avantage de presenter continuelleinent la verification des 
calculs, de dix en dix lignes, ainsi que nous venons de le dire, 
tandis que la methode directe des multiplications est incertaine 
pour chaque multiplication, on ne peut faire la preuve du resultat 
par l’interversion des deux facteurs dn produit, puisque ceux-ci 
sont egaux. 

Les propnetes du triangle arithmetique subsistent dans ce 
Tableau, mais onvoit que cbacun de ses termes peutse deduire du 
triangle de Pascal, en ajoutant aux termes de ceux-ci les termes 
obtenus en baissant d’une ligne le triangle arithmdtique. Si l’on 
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designe pai nn terrae cpuelconque du Tableau des carrds, ou a 

Q;« = c& ■+■ c",., 

Ou vdrifie de inline que la somme des termes du Tableau conte- 
nus dans une diagonale ascendante est dgale an terme corres- 
pondant de la suite de Fibonacci. 

La Table des carrds permet de simpbfier considdrablemcnt les 
calculs de l’Arithmetique; il nenous parailpasdouteux que I’emploi 
de cette Table fut pour Fermat un mstrumentmerveilleux d’obser- 
vation dans ses recherches arithmetiques et le point de ddparL 
d’une ra^thode rapide, presque inconnue aiijourd’hui, pour Ja 
decomposition des noinbres en facteurs premiers. 

25. Table des quarts de carr£s. — On trouvedansla Gdomdtme 
cTEuclide (liv. II, prop. 5) un th^or^me que l’on peut cxprimcr 
par la formule 

ab = l (a b)* — l (a — by 

Ludolf en 1690 et Segijin en 1801 ont montrd la possibilite de 
calculer des Tables de carrds pour simplifier la multiplication En 
efTeL, k l’aide de cette formule, on peut construire une Table de 
multiplication k simple entrde, tandis que celle de P_ytbagore est 
4 doable entrde Done, si l’on connatt les quarts des carrds de 
(a -I- b) et de (a — b ), on obtient par une soustraction le produil 
de a par b 

La premiere Table des quarts de carrds, que Ton construit comme 
celle des carrds, par additions successives, a ete publide par Voisin, 
k Paris, en 1816 , avec le titre Tables des multiplications on 
loganthmes des nombres depuis 1 jusqu’a 20000 , au moyen 
desquelles on peat multiplier tous les nombres qai n } excedent 
pas 20 000 . Par le mot logarithme } critique par Gergonne dans le 
Mdinoire cite (n°21), Voisin entend un quart de carrd, et ainsi 
i-a 2 est le logarithme de a 2 ; et par suite, avec cette appellation 
defectueuse, on a cet dnoned : 

Un produit de deux facteurs est egal k la difference des loga- 
nthmes de la somme et de la difference des facteurs. 

Lorsque la somme (a + b) des deux facteurs 4 multiplier ddpasse 
les limites de la Table, en supposant qne les facteurs a et b s’j 
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Irouvent contenus, on peut encore effectuer le produit par la 
formule 

ab = a[5 H- 1 6 a — {(a — 6) 9 ], 

mais alors ll faut entrer trois fois dans la Table et doubler ensuite le 
r^sullat. 

Apr£s la pubbcation des Tables de Voistn, on doit citer la Table 
des quarts de carr 4 s dc i d 4o ooo par Merpaut (Vannes, 1832), 
les Nouvcllcs Tables de multiplication par Kulik. (Leipzig, 1862), 
une Table des quarts de carr&s jusqu’d 100000 par Laundy 
(Londres, 1 856 ), mais la Table la plus etendue, jusqu’k present, et 
que nous recommandons sp^cialement pour tous les calculs, est 
celle qui a pour titre : 

Table des quarts de carres de tous les nombres entiers jus¬ 
qu’d 200 000 servant a simplifier la multiplication, Velevation 
au carri, ainsi que Vextraction dc la racme can 4 c, etc , par 
J Blater (Paris et Mayence, 1888). 

Tout en reconnaissant la grande utility de ces Tables pour les 
calculs de toutes sortes, nous regrettons que l’on n’ait pas encore 
pubhe des Tables etendues pour les carres et non pour leurs quarts, 
ces Tables seraient d’une grande importance pour les rechercbes de 
l’Arithmdtique sup^rieure 

Enfin nous ajoulerons qu’en 1 854 Sylvester a donn^, dans le 
Philosophical Magazine, la generalisation de la formule d’EucLinE 
sur les quarts de carres, en exprnnant le produit de n nombres par 
une somme de puissances d’exposant n. 

26 . Les derniers chiffres des carr6s. — Le dernier ebuffre du 
carre d’un nombre est le m£me que le dernier chiffre du carre des 
unites de ce nombre; par suite, tons les carres des nombres entiers 
sont termines par l’un des chiffres 

0, 1, 4) 5 , 6, 9) 

les nombres termmes par l’un des quatre chiffres 

2, 3, 7, 8, 

ne peuvent representer le carre d’un nombre entier. 

On dit que les nombres 0, 1, 4 , 5 , 6, 9 sont lesrestes des carres 
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ou les risidus quadratiques, dans, le systdme decimal, et que les 

nombres 2, 3 , 7, 8 ne le sontpas. 

Cette reraarque si simple a donnd naissance, en supposant les nombres 
dents dans un systeme quelconque de numdralion, a la thdorie dcs rdsidus 
quadratiques, qui sera ddveloppde ultdiicurement 

Exemple I — Le cbilTre dc9 dizames d’un carrd termind par 1 ou pai 9 
est un nombre pair 

Le chiffre des dizames d’un carrd termind par 5 est 2. 

Le chiffre de9 dizames d’un carrd termind par 4 est un nombre pan. 

Le cbilTre des dizames d’un carrd termind par 6 est un nombre impair, 
rdciproqucment, si le cbilTLe des dizames d’un carrd est impaii, le chiffre 
de 9 umtds est 6 

Un nombre n’est pas un caird parfait, si l'ensemblc de ses deux dermeis 
chiffres n’est pas 1’un des vingt-deux nombres 

00, oi, 21, 4 u 61, 81, 04, ai, 44 ) G 4 ) 84 , 

25 ; 09, 29, 49, 69, 89, 16, 3 b, 5 G, 7 G, 9G 

Dans ses Nomeaux Aliments de Math 6 matiqu.es (1G89), Prestet 
donne la table des quatre dormers clnffre9 des carres 

Exemple II — Toute somme de deux carrds a un nombre pair de dizames, 
si elle est tcrminde par 1, 5 , 9, et un nombre impair de dizames, si cllc est 
terminde par 3 ou par 7 

Exemple III — Le carrd d’un nombre termind par 8 212 890 G25 se ter- 
mine tjc la mdme fagon, et il n'y a qu’un seul autre nombic de dix clnffies 
(en exceptant dix zdros, oil neuf zdros sums de 1), qui possedc la mdme 
propndtd; e’est le nombre 1 787 109 376 

Exemple IV — Trouver les n dermers chiffres d’un nombre, connaissant 
les Tt deimors chiffie9 de son cane — Par exemple, si les neuf dermers 
chiffres du carrd d’un nombre sont 224406889, les neuf detmers chiffres 
de ce nombre sont parmi les groupes suivants 

265 8 ioo 83 , 765 8 ioo 83 ; 3 G 3 466 333 , 863 466 333 , 
734189917; 234189917, 63 G 533 667, 136 533 667 

Exemple V — Connaissant le produitd’un nombre par le nombre ren- 
versd, retrouver les facteurs du produit 

Voir une Note de M Laisant dans les Mimoires do la Sociele des 
Sciences physiques et naturelles (Bordeaux, 1876) 
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CHAPITRE IV. 


DIVISION ET CLASSIFICATION DES ENTIERS 


27 . Division des entiers. — La division est une soustraction 
abr^g^e de nombres dgaux a nn nornbre donn£. Definitions du divi- 
dende, du diviseur, du quotient et du reste de la division 

Le dividende est dgal au produit du diviseur par le quotient, 
augment^ du reste. 

Operation de la division dans le syst^me decimal. Nombre des 
chiffres du quotient. 

Preuve de la division par la multiplication 
Dans le cas de la division exacle de a par 6, on designe le quo¬ 
tient par l’une 0111’autre des notations 

/ a 
a b ou 7 , 

O 

dans le cas de la division exacte, ou approchee a une unite pres pai 
dtfaut, on designe 1c quotient de a par b, au moyen du symbole 



Division approchee pa?' excbs a une unite pres. 

Division la plus approchee — Reste minimum. 

On a les propnetes suivantes . 

I Lorsque l’on multipbe le dividende et le diviseur d’une divi¬ 
sion par un m6me nombre, le quotient ne change pas, inais le reste 
est multiplie par ce nombre 

II. Diviser un nombre par un produit effectue de plusieurs 
facteurs revient 4 diviser ce nombre successivementparchacun des 
facteurs du produit, et reciproquement 

III. Lorsque les divisions donnent lieu 4 des restes, le prmcipe 
pr^cddent subsiste pour la partie entifire du quotient. 
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Excmple I — Le aombre 9 est, de diverses maoidres, egal au quoiient 
de deux nombrcs de cinq chiffres, en supposant tous les cbiffres distincts 
Bn diet, 9 cst Je quotient des divisions 

97524 95823 95742 75249 58239 57429 

io 836 9 10647 9 io 638 9 o 83 t>i ’ 06471 5 o 638 i 

Excmplc II — Le nombre 100 peut dtre dent sous forme d'entier aug¬ 
ments du quotient d’unc division, avee les neuf cbiffres significatifs pris 
une seulc fois, des diverses rnanidres suivantes 


91 

5 zl 2 , 91 

7524 

, 91 : 

5823 

- M 


638 7 

836 


647 

263 

11(5 

ILL 8 , 90 

1428 

, 9 G - 

1752 



5)7 

357 


438 


Excmple III — On ecut 

tous les norabresdu 

systdme decimal & la suite 

les uns des 

nutres, quel est le cbiffre de rang donnd? Si l’on paitagc les 

nonibres cn 

gioupes de i, 2, 

4 > 

. cbiffres, le nombre des chiffres du 


i or groupc cst 

. 

9 x 1 

ou 

1 x 9, 


■>,“ » 1) 

. 

90 X 2 

» 

20 x 9, 


3 n D » 

• 

900 x 3 

D 

3 oo x 9, 


4° i) i> 


9000 x 4 

II 

4000 x 9, 


5 “ » <> 

. 

90000 x 5 

)) 

5 oooo x 9 


A.111S1 lc total des cluffrcs des nombres des cinq premiers gioupes est 
Sgal 11 54321 x 9; celui des six premiers groupes est 654321 x 9, etc. Si 
1’on vout savoir quel cst lc 75892° cbiffre de la suite, on reraaique que ce 
cliiffru appaiticnt i un nombre de cinq cbiffres, mais lc nombre des 
cbiffios des qualrc premiers groupes est 38889 De plus, 

75892 — 3888 g = 37003, 

<’L 

37003 = 7400 x 5 + 3 ; 

amsi lc cbiffic ehcrclie est le tioisidmc du 7401° nombre de cinq cbiffres, 
c’esL-u-diro toooo 7400 Done le cbiffre demandd est 4 

ExcmpleIV. — On peut sc proposer des questions analogues k la pre- 
eddente, cn n’dcnvant i° que les nombres pairs, 2° que les nombres 
impairs, 3° que les rbiffres pairs, 4° que les chiffres impairs. 

128 Division aoc616r6e. — Lorsque le diviseur contient beau- 
coup de cluffres, on simplifie le calcul de la manure suivante. On 
ecrit sur une bande de papier les dix premiers multiples du divi- 
scur, que l’on forme par additions successives, avec preuve au 
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mojen du dixi^me multiple. Puis l’op^ration se rdduit & une suite 
de soustractions; elle s’accelere en pliant la bande de papier sous 
chacun des multiples ; on la tient de la mam gauche au-dessus des 
dividendes partiels, que l’on dcrit successivement par une simple 
soustraction. Cette mdthode, tr£s pratique, supprime les essais 
pour determiner chaque chiffre du quotient; elle est surtout avan- 
tageuse lorsqu’il s’agit de diviser plusieurs nombres par un m6me 
diviseur 

Si L’on ne veut pas calculer les dix premiers multiples, on peut employer 
les Tables de Tripier, les rdglettes de Neper ou de Pruvost-lc-Guay, ou 
encore les rdglettes de Genaille. 

Exemple I — Division d'un nombre par 9. — Soit le nombre 23547 4 
divisor par 9 On fait la somme des chiffres en partant de la droite, soit 
2i, dont le quotient par g est 2, que l’on ajoute a la somme des chiffres & 
partir des dizaines, et en comptant de droite a gauche, soit 16, on pose 6 
et l’on retient 1 que 1 ’on ajoute & la somme des chiffie 9 de droite & gauche, 
en paitant des centames, soit 11, on pose x, chiffre des dizaines et l’on 
retient 1 que l’on ajoute & la somme des chiffres en partant des mille, soit 6, 
que l’on pose, et en6n 2, partir des dizaines de mille. Le quotient est 2616 

En gdndral, soil (abode) un nombre dent dans le systeme ddcimal, et 
quo l’on veut diviser par 9, on a 

a io* = 9999 a -+- a, 
b io 3 = 999 b - 4 - 6, 
c 1 o 2 = 99 c + c, 

d 10 = g d-h d, 
e. = e , 


et, en ajoutant et en divisant par 9, 

„ abode „ e -t- d -+- c -1- b -+- a 
E —-- = jjj- 

9 9 

-\-d- s rC- s rb-\-a 

-4- 10 (c + 6 + fl) 

-+- io 2 (6-f- a) 

-+- 10 3 a 


29 Syst&mes de numeration — Pour classer les nombres, pour 
dtudierleurs propndtds, leurs combinaisons etleurs transformations, 
on peut employer divers syst&mes de numeration, etplus particuli£- 
rement celui de la numeration decimale. 



4a li Vue i — les nombres entiers. 

C’cst aux Clnnois et aux Hindous que I’on doit l’idee mgdnieuse 
dc ccs ediellcs ariLhmetiques, de cet lieureux moyen de representor 
tons Jcs nombres avec pen de signes, el d’executer, par des opera¬ 
tions techniques Ires sunples, des calculs auxquels (’intelligence 
lmmaine, livrec it clle-mibne, ne pourrait aLLeindre « C’esL la, dit 
GournoucLT, le premier excmple de ces methodes qui doublenl 
scs forces, cl u l’aide desquelles elle peut reculer indeliniincnL ses 
linulcs, sans qu’on puisse fixer uu lerine oil il lui soit inLeidit de 
parvemr » 

TonL nomine cnlicr, autre que I’unite, peat elre pris pour base 
d’un systemc de numeration. Ou aainsi les systemesde numeration 
hinaue, ternaire, qualei naire, ddciniale, duodecimal, 
qui corrcspoudeiLl aux bases deux, Lrois, quatre, . , dix, douze. 

Pour ('ci'ire un nouibre dans un sysLome de base 11 , on commence 
par udopLer (11 — i ) caraclercs destines a representor les (13 — i) 
premiers nombres Gcs caraclrres sont les chijfrcs 

i, '.a , 3 , 4, ), 0, ”) 8, 9, ft , b, c, . , 

que I’on ononce comuie a l’ordinairc. 

Pour l.i numeration dente, on fail cette convention, qu’un 
chifire, place it la gauche d’un autre, represente des unites de 
l’ordrc immrdialcmcnl supeneur, ou B fois plus grandes. Pour 
lemr la [dace des unites quipcuvenl manquer dans certains ordres, 
on sc serl du zdro, o ; par suite, le nombre des chiffres cmployds 
est Loujours dgal a la base du systemc. 

Pour l.i numerationparlde, on convientd’appeler umtd simple, 
dizainc, cm tame, mille, etc., les unites du premier ordre, du 
second, du troisicine, du qualrieinc, etc. Aansi les nombres to, 
ii, . , kj se lironl de mdme dans Lous les systemes de numdra- 
lion; les nombres i a, ib, a o, bo, .. se liront dix-a , dix-bd , 
u-dur, bd-dix , cle Et 5 & 6 a 71 c se lira cmq millions bd-cent, 
soixanlc-a mille sept cent dix-cd. 

Les regies des operations demonLrees pour les nombres dcriLs 
dans le systemc decimal sont les monies pour les nombres dents 
duns un systemc quclconquc de numeration. 

Pour opercr rapidcment dans un systemc quelconque de nume¬ 
ration, il est indispensable de savoir par caiur toutes les sommes 
et lous les produils dc deux nombres d’un seul clnfire 
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Aristote avait observe que le nombie 4 pouvait tres bien remplacer 
le nombre 10, corame base de la numeration Weigel pubha A ce 
sujet, en 1687, le plan d’une Arithmitique titractique Simon Stevin, de 
Bruges, mort en i633, avait aussi imagine le systeme de numeiation duo- 
decimale, se rappiocbant beaucoup plus de notre mamerc de comptei les 
mois de l’annee, les heures du jour, les dcgres de la circonference. Quant 
au systeme de la numeration bmaire, auquel nous avons consacre deux 
Gliapitres dans nos Ricriations mathimatiqu.es, ll date de cinquante- 
quatre socles, ll fut retiouve par Leibniz 

On peut done se demander si l’adoption d’une base autre que dix n’edt 
pas dte piefei able, en d’autres terraes, si 1’accident de notre cspece qui 
fait que nous avons dix doigts aux deux mains s’accorde avec les condi¬ 
tions requises pour que le systeme de numeration chiffree soit le plus 
parfait possible Geci exige qu’on distingue la notation des norabres entieis 
et abstraits de cclle des nombres concrets et fractionnaires. Sous Je rap¬ 
port de 1’application du systeme de numeration 4 celui des mesures, et a 
la subdivision de l’unite concrete, on est couvenu, amsi que Buffon l’a 
remarque, que le nombre douze, 4 cause de ses quatre diviseurs deux, 
trois, quatre, six, etit 6td une base plus commode que le nombre dix, qui 
n’a que deux diviseurs deux et cinq 

D’autre part, Auguste Comte avait remarqud que la structure de la 
mam, composde de quatre doigts 4 trois phalanges, ou de douze pha¬ 
langes, permet de reprdsenter avec les deux pouces poses sur deux pha¬ 
langes tous les nombres jusqu’4 treize forn douze, alois les phalanges 
de la main gauche reprdsentent des unites simples, et celles de la main 
droite des glosses, 011 unites de second ordre Par suite, on pourrait 
ainsi compter sur ses phalanges dans Jc systeme duodecimal, plus facile- 
ment et plus loin que sur ses doigts dans le systeme decimal. Mais, si Ton 
se reporte au Calcul digital, ignore de Comte, cette assertion estinexacte 
Au moyen de ce calcul, piofesse dans les ecoles, au temps de Charle¬ 
magne, on representait avec les doigts des deux mains Lous lesnombies 
jusqu’4 dix mille. 

II serait plutbt permis de se demander si le clioix d’une base inferieure 
4 dix ne rendrait pas les calculs plus stirs et plus faciles. En eCTet, B desi- 
gnant la base du sytdmc de numeration, il faut retenir de memoire les 
^ (B — 1)(B — 2) valours diffeientes de la somme et du produit de deux 
nombies inegaux, et les (B — 1) xaleurs des premiers carres, des premiers 
cubes Par consequent, les picmiers frnis de memoire diminuent avec la 
base et les causes d’erreui seiont momdres. Mais cet avantage est com- 
pens6 par la neccssite d’employer plus de temps et de place pour ecrire 
les nombres 

30. ^change des syst6mes de numeration. — II s’agit d’dcnre 
dans un autre systeme de base donate un nombre quelconque 
dent dans un premier systeme De 14, trois probl^mes 4 resoudre 
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Probleme I. — Un nombre etant icrit dans un systdme de 
num/'i ation de base B, Vecrire dans le systems decimal. 

Soit le nombre abode ( a-dix b£-mille ci-cent d-dix d); en 
se servant de la notation des exposants, il est dgal & 

rtB* + b B 3 -h cB s + c?B -+- e, 

et Ton pouirail calculer separdment, dans le systdme decimal, les 
cinq tcrmes de ce polynAme et en faire la somme Mais le calcul 
sc siinplifie considdrablement en determinant successivement les 
nombrcs 


a, 

a. 

ab, 

a 13 + b , 

abc. 

-+- r, 

abed , 

aB 3 +iB ! +cB -+- d, 

abode. 

«B*h- 6B 3 - 1 - cB ! -t- rfB -+- c 


Clmcim des nombrcs calculds a, ab, abc, abed, abode est dgal 
an precedent multiphe par B, augments successivement des cluflres 
du nombre donnd. 

Excmple — Soit a convcrtir, danslc systdme decimal, le nombre 6*3709 
du systeme duodecimal On obticnt successivement 

G, 8?, 991, 11892, i4a7i3, 

ct, pni' consequent, 

G a 7091s = i 4 i 7 i 3 io 

Tout nombre dent dans un systeme de numeration de base B 
est done un symbole d’opdrations correspondant & un polyndme 
cn B ordonnd suivant les exposants ddcroissants Ainsi 

• abode b = aB^ + &B 3 -+- c B* -+- d B -+- e ; 

la conversion dans le systeme decimal revient, avec la notation des 
parentheses, a 

jjjaB + b] B -1- c] B -1- dj B -he, 
cl avec cello du vinculum, qui est plus simple, 
a, B -t- 6. B -1- c B -t- c? B -t- e. 
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Probjleme II. — Un nombre dtant dcrit dans le systdme de¬ 
cimal, Vdcrire dans un autre systdme de base donnde B. 

SoienlQ, le quotient etR, le reste de la division du nombre donn^ 
N par B, effectu^e dans le syst£me decimal, Q 2 et R a le quotient et 
le reste de la division de Q, par B, et ainsi de suite; les restes 
Rlj R-2J R-3, ., represented les chiffres successifs des unites, 

dizaines , centaines, etc., du nombre dcrit dans le systeme de 
base B 

Exemple — Soil & conveitir, dans le systeme duodecimal, le nombre 
142 713, dcrit dans le systeme decimal Voici le Tableau des operations 


42713 

22 

12 

r 1892 

19 


IO7 

109 

99 1 

12 

ill 

33 

12 

3 i 

82 12 

9 

0 

7 

40 6 


et, en ecrivant tous les restes dans I’ordre inverse, on a 6*3709,8 

PnOBLEME III — Un nonibie dtant dcrit dans un certain 
systdme, Vdcnre dans un aulic systdme dc base donnde 

Par la mdlkode du probldmel, on dent le nombre donnd dans le 
systdme decimal, et, parcelle duprobldme II, on passe du systdme 
decimal dans le sysldme ddfimtif. 

Exemple I — Soit propose d’6crire dans le systeme duodecimal, le 
nombre 42750 eent dans le systeme octaval 

En transformant dans le systeme decimal, on tiouve 17896, et en pas¬ 
sant ensuite au systeme duodecimal, on trouve a 434 • 

Exemple II. — Quels sont, dans le systeme de base 6, les nombres de dix 
chifTres dont toutesles puissances se terminent par les memes dix chiffres 9 

Ge sont les deux nombres 

3 35 o 2i3 , 

2 334 ao 5 344 • 

Exemple III — Meme question dans le systeme duodecimal? 

Ge sont les deux nombres 

2 1 66 1 63 854 } 
g ao 5 ao8 36 g. 

Exemple IV — Tout nombre entier est la somme de puissances de 2 
toutes differentes, en posant par convention 2 0 = 1 
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Exemple V — Tout nombre entiei est la somme alg^briquc de puis¬ 
sances de 3 , loutes diff£rentcs 

Voir, daos nos Rdcrdations mathdmatiques, 1 ’application du syst^me 
binaire aux. Bottes de Pauls, au Baguenaudiet , a VlZventad japonais, 
au Je/um, & la Tour d’Hanol 

31. Classification des nombres — Pai rapport a une base ou 
module positif M, tout nombre entier quelconque a, positif ou 
ndgatif, peut se mettre d’une seule rtiani^re sous la forme li- 
niaire 

a = Mar-i- r, 

clans laquelle r ddsigne l’un des M nombres posilifs 
O, 1, 2, 3, , (1\I I) 

Le nombre x est le quotient, positif ou n^gatif, de a par M 4 une 
umtd pi6s par d6faut. D’ailleurs, si l’on avait de deux manures 

d = Ma:+i cL a = M^+/' 

la difference nulle 

M (a? — a?') + / — r', 

et, par suite, (;■ — /•') serait divisible par M, ce qui est impossible 
a moins de supposer / = r'. Le nombre r est appeie resle de a 
pour le module M 

Exemple — Pour le module M = 2 , il y a dcu\ formes dc nombres, les 
pairs et les impairs, pour le module M = 3 , il y a trois formes de nom¬ 
bres, pour le module M = 4, il y en a quatre, savoir 

4 M pairemenl pairs, 

4 M-t-r pauement impairs, 

4 M -1- 2 lmpaircmcnt pairs, 

\ M -1- 3 lrnpauement impairs 

En acceptant les restes ndgatifs, un nombre entier quelconque 
est encore d’une seule mamere de la forme 

a = Mx ± r, 

et le reste minimum r ne pent surpasser en valeur absolue la moi- 
ti^ du module. Dans le cas de M pair, on convient de prendre 
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avec Je signe H- le resle dgal en valeur absolue 4 la rnoilid da mo¬ 
dule 

Exemple — Pour lc module IW = 5 , Lous Ies enliers soul, d’une seulc 
mauidre, de l’une des cinq formes 

5 x, 5 x±i, 5 x ± a, 

et pour le module M = 6, tous les eniieis soot de l'une des si\ formes 
Gr, 6j7dzi, 6a”d=2, Gx + 3 

32 Nombres congrus ou Equivalents pour un module. — Deir 
nombres entieis a et b : posilifs ou ndgatifs, sont dits congrus oi 
equivalents pour le module M lorsque leur difference est divisibL 
par le module Pour exprimer cette relation, on peut dcrire 

a = b -+- mull de M, 

mais il est plus commode de se servir de la notation de Gauss 

dsi (mod M), 

qui se lit a congr u a b, pour le module M. D’autre part, on 
dtendu la signification du mot reste en disant que deux nombre 
congrus pour le module M sont residus Vun de l’autre pour c 
module. 

L’dgalild entre deux nombres, en supprimant les multiple 
du module, s’appelle congruence ou equivalence. La nolatio 
do Gauss permet de mettre en Evidence l’analogie qui exisle entr 
les dgalilds el les congruences, sans inLroduire de confusion. 

Poui un mdme module, deux nombres congrus 4un troisidm 
sont congrus entre eux. 

On peut ajouter ou retrancher membre 4 membre des cor 
gruences de m£me module 

On peut multiplier les deux membres d’une congruence par u 
radme nombre entier. 

On peut multiplier membre 4 membre les congruences de m6m 
module 

On peut clever 4 une mdme puissance les deux membres d’un 
congruence. 
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En d’autres Lermes, si l’on a, pour le module M, les congruences 


on a encore 


asi, a! = b'. a” = b\ 


a — a' a" = b — b' -+- b’, 

~ka fia' + vfl'sUH- p.6' -+- v b", 
aa'ar^bb'b", 

a 111 = b" l . 


Plus gdndralement, si l’on designe par /(as) un polyn 6 me 
coefficients entlers, posilifs ou ndgalifs, 

/(a?) = Aa 11 + B r /l_1 + G r ,_s + . -t- ICo? -I- L, 

la congruence 

a~b (mod M), 


donnc aussi 


/(«)‘-^/(^) (mod M) 


a 


33 Impossibilitd de congruences — Si l’on rem place succes- 
sivcnicnt x par Lous les nombres enliers dans un polyn 6 me f(as) a 
coefficients enliers, el si l’on prend les rdsidus pour le module M, 
ces rcsles se reproduiscnl pdriodiqueuient de M! en M, puisque 
l’on a, quel quo soil l’cniicr jr, 

/(sc) ~-3 f(x -+- M) (mod M) 

Amsj, par cxcmple, pour f(x) = x- el pour M= io, on re- 
trouvc les restes des carrds. En gendral, la suite des rdsidus de 
f(x) pour M valours cnlidres el consdcutives de x ne reprodmt 
pas la sdnc des M nombres 

o, i, a, 3 , . , (M — i), 

on en ddduil alors L’impossibilitd de rdsoudre la congruence 
/(a?) r (mod M), 

en nombres enliers, si r designe l’un quelconque des non-risidus . 
Par exemple, pour M = 5, les restes de 


f(x) = a? 3 — 8a? -t- 6 
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forment la suite p^nodiquc 

i, 4 > 3 , 4 , 3 , 

par suite, fix ) ne peut devenir = o, m = 2 , pour le module 5 et, 
a fo?'liori, dgal & 2 ou a 5 , d’ou il suit que les expressions 

X 3 — 837 - 1-6 Ct X 3 —837 + 4 ) 

ne peuvent s’annuler pour des valours entires de x, m Jorsque 
I’on augmenle les coefficients d’un multiple quelconque de 5 

Exemple I — Le polyn 6 me f{%) & coefficients entiers ne pent s’an¬ 
nuler pour une valeur enti&re de 37, si f( 0) et f{ 1) sont impairs 
De m&me, si aucun des nombres/(0), /(1) ct /(— i) n’est divisible par 3 


34. Preuves par congruences. — La preuve par 9 dans le sys- 
terae de numeration decmiale, pour les quatre operations fonda- 
mentales de rArithmetique, repose sur les theordines que nous 
venons d’enoncer suv les congruences, en supposaul M = q En 
effet, suivant le module M = 9 , Louies les puissances de dix sont 
congrues a 1 ’uniLe, puisque io n — 1 , etantunnombre forme exclusi- 
vement des chiffies 9999 - ■ ., cst divisible par 9 . Par consequent, 
si a, b, c, d, . . designent respectivement les chillres des unites, 
dizaines, centaines, . . d’un noinbre N ecrit dans le systeme deci¬ 
mal, on a 

N = a -1- 106 -4- io s c -4- lo’rf -4- , 


et, par siule 


N = ab cd . (mod g ) 


En d’autres termes, le rcste de la division d’un noinbre par g est 
egal au rests de la division par 9 , de la soinrne de ses chiQYes. 

De m 6 me, pour le module M = r r, on a successivement 

10 = — r, io 2 = + r, io 3 = — 1, 


el, par suite, 

N = o — b-h c — d -4- . (mod 11) 

Par consequent, si l’on remplace, dans les qualre operations fon- 
damentales de rArithmetique, les nombres donnes parleurs restes 
suivant le module q ou le module 1 r, les nombres obtenus doivenl 
E. L. - I. 4 
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&tre congrus k ceux qu’on ddduirait des rdsultals, sinon il y aurait 
crrcuv dans les calculs. 

Plus gdndralement, si 9 ddsigne la base d’un systdme de numd- 
ration, on a vu que tout nombre positif N peut 6 trc mis, d’unc seule 
manure, sous la forme 

N = a -+- 60 c 0 s + c? 0 3 + , 

les nombres a } b, c, d,. .. dtanl posLtifs on nuls et plus petits que 9. 
D’ailleurs, sl l’on ddsigne par x Ie quotient approche par ddfaut 
de N par 9, & une unild prds } le chiffre a des unites est le reste 
minimum, non ndgatif, de N suivant le module 9, el l’on a 

32 = 1} -I— C 0 -|- “4“ - j 

et ainsi de suite. D’aLllems (9 /? — i), nombre formd exclusivemenl 
par Jes clufFrcs (9 — i), est un multiple de (9 — i ), on a done 

Naa+6+c + rf+ (mod 0 — r) 

Dc mdine, pour lc module (9 -t~ t), on a 

0 == — i (mod 0 -+- i); 

cn dlcvant i la puissance d’exjmsanl n, 

0 "=(—i)« (modO + i), 

et, par suite, 

N == a —b -h c — d -+- (mod 0 + i) 

Par consdcjuent, dans un systdmede base quelconque 9, on pcuL 
faire les preuves des opdrations par congruences siuvant les modules 
(9 — i) el (9 H- t) 

Gcs considerations s’appliquent encore aux systemes de nume¬ 
ration dans lesqucls on considdre des chiffres a caracldristique 
ndgative. Ainsi tout nombre positif N peuL dtre mis sous la forme 

N = a -+- 60 -+- c 0 a -i- d 0 3 -i- -i-ZO", 

les nombres a , b, c, d, . . . sonl des entiers nuls, positifs ou ndga- 
tifs, dont la valeur absolue ne surpasse pas la moitid de 9 , l seul 
dlant ndccssairement positif 1 La representation de N est encore 
unique, it la condition de sufposer pour 9 pair que le nombre dgal 
& soil toujours pris avec le signe + 
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Sil’ongroupe les chiflres d’un nombre quelconque par ti cinches 
de deux, trots, quatre,. . ., n chiffies, a partir des unites du pre¬ 
mier ordre, on pent consid^rer ces tranches comiue des chiflres el 
supposer le nombre N ecrit dans un sysleme de numeration qui 
aurait pour base l’un de3 nombres 6 J , 9 3 , 6 ', . . ., 6 " De la des 
regies de divisibility et des preuves par congruences pour les modules 
( 8 «— i) et (9« -H t) 

Amsi, par exemple, io 3 -|- i = 7.1 1 • i3, par consequent, on en 
deduit des regies de divisibility et des preuves par 7 , 1 r on i3, en 
considerant les nombres ecrils dans le systeme decimal, par tranches 
de trois chiflres 

Exemple 1 — Dfimontrei quo a 3 *H-1 est divisible par G 1 1 (Euler) 

On a, pour le module 64 i, 

a 5 =4, 2^=16, 2 8 = 25 G, 

2 i fl = 65536 = i54, 

2 aa == 23716 = — 1 

On dfimontrc de mfime que 

2 a ‘-I- 1 est divisible pai. 274 177, 

j ,l! + 1 » 114689, 

2*”+ I » 167 772 iGl , 

2 S ““+ I » 2748779069441. 

Ge derniei exemple prouve que le calcul par congruences est parfois 
indispensable, attendu qu’il est impossible d’errire le nombre 2* 00 —[- 1, qui a 
plus de 20 milliards de chilTres, la bande de papier qui le contiendrait 
ferait le tour de la Teire. D’ailleurs, on ne connalt pas d’aulie demonstra¬ 
tion de ce cuneux resullat, dti M Seelhoff, de Brerae. 

Exemple II — Le produit de nombres de la forme lmfiaire Mar*l- 1 est 
un nombre de la mfime forme 

Le produit de nombres de la forme 4# 4 - 3 est de la forme 4 & -h 1 si le 
nombre des facteurs est pair, et de la forme -1- 3 si le nombre des fac- 
teurs est impair 

De mfime, pour les nombres de la forme Ma?— i 

Exemple III. — Le cube d’un nombre entier est congru ioouiii, 
suivant le module 9 

Si un nombre n’est pas un cubeparfait, tout nombre formfi en permu- 
tant Jes chilTres du premiei d’une manifire quelconque, et cn mlercalant des 
0 et des 9, n’est pas un cube parfait. 
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35 Progressions arithmdtiques — Definitions et propj'iel&s. 
— Nous d^signerons les termes de la progression par 

“ cZj b 3 e, * • j Aj A) Z, 

la raison par r } le nombre des lermes par n et leur somine par S 
La difference de deux lermes de la progression dgale le prodmt 
de la raison par la difference des rangs des deux termes. 

Si l’on ajonte tcrme £l terme des piogressions anthnidtiques, on 
obtient line progression arithjndtique dont la raison csl la somme 
algebrique des raisons des progressions donndes. 

La soinme de deux Lermes dqmdistants des extremes est dgalc a 
la uoinme des extremes. 

La somine des termes d’une progression arilhnuHique est la moitiL 1 
du prodmt du nombre des termes par la somine des extremes 
On a done les formules 

/ /no n(a-\r I) 

l — a = (n —i) /, S=--- 3 

ct, par suite, 

c, 2fl + (/i-0r 

U — _l ~ - -i. -i pi 

2 

Exemplel. — Les nombres tnangulau es — Si 1 ’on dispose des bouJcs 
cn triangles, on forme les nombres tnangulaires En d’autres termes, 
le n} i,ae nombre iriangulairc P? t est 4 gal & la somme des n premiers 
nombres Le double d’un nombre tnangulaire de rang quclconque est Jc 
produit du nombre qui indique son rang par l’entier suivant Ainsi 

_ n( n 1) 

“- 2 

Cette formule se d£montre g£om6triquement dc la mfime manure quo 
I’on d6raontre que I’aire d’un triangle est la moiti 4 dc l’aire d’un parall6- 
logramme. Elle se dddmt encore de la somme des termes d’une progression 
arithmGtique de raison r = i, mais le procGdd qui sert A calculer cettc 
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somme revient, au fond, & celiu qui donne I’ane d’un trapdze com me 
moiti£ de celle d’un parall^Iogramme. 

Exemple II — L’octuple d’un tnangulaire, augment^ de 1 'umtd, est un 
carre — Ce tb£oi£me de Diopuante peut se d^montier g6omdtriquemenl 
En d’autres termes, on a 


7i(n + Q 

2 


+ | = (a/i + |)* 


Tout carr 4 impair diminud de t est I’oetuple d’un triangulairc 
Exemple III — Aucun tnangulaire n’est teimind paries chiffres 2 , 4 , 9, 7 
Car I’octuple plus un serait termini par 3 ou par 7, ce qui ne peut fitre le 
dernier chifTie d’un carr 4 

Exemple IV — Le produit de quatre nombres en progression aritbmi?- 
tiquc, augment^ du bicarr 4 de lu raison, est un caul —En efTet 

a(a+ 1 )(rt + 2r)(d + 3 r) + r l =(o ! -|- 3 flr + /’ s ) 2 . 

Exemple V — Lc produit de quatre entiers consccutifs n’est jamais un 
earn? — En elTet, la difTtb ence des cai i 4 s de deux entiers consecutifs est an 
moms dgale A 3 , cl ne peut r ire dgale a r* = 1, d’aprds l’exemple precedent 
Exemple VI — Tout multiple d’un cari6 impair est la difference de 
deux triangulaires — En effet, on a l’identite 

, iiax ->,-x+ a) (iax-k- x -1- a -1- 1) 

a (2 r + 1 )* =- 

' ' 9 

{iax ~ x a — \){iax — x a) 

2 

30 Lea nombres polygonaux — Considdrons les progressions 
arithm tuques commengant & 1 et ayant respectivement pour rai¬ 
sons les nombres 1 , 2 , 3, 4, 


l, 2, 

3, 

4 , 

5 , 

6 , 

, 

I, 3, 

5 , 

7 . 

9 ) 

ii, 

, 271—1, 

1. 4 , 

7 , 

10, 

i3, 

16, 

, 3/1—2 

1. 5 > 

9 . 

i3, 

J 7 > 

21 , 

, 4^ — 3 


La somme des n premiers termes de ces progressions represente 
les nombres triangulan es, carrSs, pentagonaux, hexagonaux, 
de rang n. En general, le /i ,Arae polygonal V q n de q c6l£s est dgal a 
la somme des n premiers termes de la progression arithmdtique 
commengant & 1 , et de raison (q — 2 ) On a done 

Si Ton consid^re des polygones r^guliers, bomothdtiques pai 
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rappovL i l’un des soramets, et contenant 2, 3 , 4 » ■ , n pions & 
i?gale distance sur les c6t£s, on obtienl une representation g£om£- 
Lrique du nombre polygonal par l’ensemble des pions. 

On demonlre facilemenl par le calcul, ou par une configuration 
gdoindlvique, Les thdoremes suivants 

I. Tout polygonal est dgal an nombre qm mdique son rang, 
augmenle d’autanl de fois le tnangulaire de rang precddeni qu’d 
y a d’umLds dans son c6ld diminud de deux 

II Tout polygonal est dgal au tnangulaire de mdme lang aug- 
menld d’aulant de fois le tnangulaire prdcddent qu’il y a d’umtds 
dans son cdtd diminud de trois 

II existc une seconde espdce de nombre a po/ygonaux de forme 
plus rdgulujre On joint le centre d’un polygone rdgulier & Lous Les 
hoinmctb et l’on considdre Lous L les polygones homotlidtiques par 
rapporl an centre, puis on place des pions a egale disLance sur les 
cotds cL au centre, de telle sorie que le premier polygone de q 
<*,6lds so compose d’un pion au cenLre, le second de (1 -4- q) pLons, 
le tLoisieiiK 1 dc (1 + q -h ’> q) pions, eL amsL de suiLe Ainsi le 
uomln’e polygonal a cent/e 0 *J de q coLes a pour expression 

0'/ t = 1 + q 4- iq ■+■ -t- (7L — l)< 7 , 

cVsl-u-dire 


Sl Ton consuldrc 1111 polygonal a centre dc o^cuLds, et si l’on 
suppnme tons les pions situds d’un c6ld d’un mdine diametre, on 
voit facilcmcnt que l’on peul former avec les pLons reslanLs un 
polygonal de premiere espdcc, dc rndrne rang et ayant (<7+2) 
coLds Ainsi, l’on a la formule 

0 ,y/ = 2PW-2/1 + 1 

Les oxcrciccs suivants se rapporLentaux polygonaux de premiere 
espcee 

Excmplc I. — Lc triple dc touL pentagonal est un nombre tiiangulanc 
dont le iang est lc triple moms un du rang du pentagonal 

Example If — Le produit par 24 d’un nombre pentagonal 4 tant aug- 
mente rle 1 donne un can£ dont lc cbtd est lc sextuple moms un du rang 
du pentagonal 

Exemplc III. — Aucun nombre pentagonal ne peut litre terming pai l’un 
des chi (Tics 3 , 4 > 8, 9 
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Exemple IV — Toul nombre hexagonal est un tnangulaire de outd im¬ 
pair, et reciproquement. 

Exemple V — Aucuri nombre hexagonal ne peut dire lei mind parl’un 
des chiffres a, 4» 7> 9 

Exemple VI —Le nonuple plus un d’un tnangulaire esl un tuangulaire 
dont le c6td est le Inple plus un du c6Ld du piemier 

Exemple VII — Le triple plus un d’un octogonal est un cand dont 
le cold est le triple moms un du cdtd de l’octogonal 

Exemple \III — Le double plus un d’un decagonal est un luangu- 
lan e dont le i ang est le quadi uple moms deux de celui du ddcagonal 

Exemple IX — Aucun decagonal ne peuL dtie tcrmind pai I’un des 
cluffrcs 3 , 4, 8, 9 

Exemple X — Conslrunc Ic tableau des dix premiers nombies poly- 
gonaux ayant dix colds au plus. 

Exemple XI — fitant donne un nombre, trouver de combien de ma¬ 
nures d peut dtre polygonal (Fermat) — II suffit dc diviser Ic nombre donne 
pai Jes triangulaires successes, en nc conservant que les divisions dans 
lcsquelles le reste est dgal au tnangulaire dc tang pideddent 

Exemple XII — Trouver un nombie qui soil polygonal autant de fois 
qu’on voudra (Fermat) — Le piobldme se ramcne 5 la determination d’un 
nombre qui, divisd par des nombres donnds, donne des lestes donnds La 
solution complete dc ce probldme lentre dans la thdorie des congiucnces 
du premier degrd qui sera cxposde plus loin 

Pour plus de ddtnils, voir notre article lntiluld L'Anthnid- 
hque en boules (n° 696 de La Nature) 

37 Sommation dea factorielles — On appelle factoi ielle le 
produil de facteurs en progression arLthmdtique. Les factorielles 
consdcutLves donnenl lieu £t des formules lmporlantes concemant 
Jes soinmes 

5 i = ct -f - 1 ) -+-. -+- k - 4 - l , 

Z2 = cib —I— "be —f- + hk 4 " kl, 

Sj — abc -t- bed —f-. —h ffhk —t- hkl t 

Posons , pour abieger, (a — /*) = a et (/+/‘) = ) 4 , on a les 
dgaliids 

ah — a<z = 9 r a, 
be — ab = ir b, 
cd — be — ir c, 


l\ — kl = 2 /' l 
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en ajoulant et en simplifiant, on trouve 

IX — eta = 2r.Si. 

En pauant des egalrlds 

abc — (tab = 3/ ab , 
abed —etabc — 4r abc, 
abede — aabed = Hr abed , 


on irouve, de inline, la s^rie des fonnules 

2 / 2| = iX — eta, 

3/ S 2 = klX — ctab, 

4 rSj= hklX —etabc, 
r )r £ i = ghklX— aabed, 


Exemple J — Ddraonticr Icsfoimulus 

1+3 + 5+ 4- (2 /i — i) = n-, 

r 3 +- 3.5 4~ . 4~ (2/1 — 1) (2/1 4-1) — J n (4 n - 4-6 n — 1), 

1 3 5 4- -r (in — i) {'in + [) (m 4 - 3) = n(m 3 +• 8 /i s - 1 - 7 /? — 2 ) 

38 Lea nombres figur6s. — Pour la progression des nombres 
enliers cominengant il I’unild, on a a = o el /■ = i En suppo- 
sanL que la progression conLienne successrvemenl p , (p 4- r), 
(j) + 2), . . lermes, on a 

14 - 24 - 34 - ■+/> = %P{P "(“0) 

1 . 24-2 3 + 3 . 4 + +P(P -+- 0 = 0 (P 4 - 2), 

1 2 3 4-2 3 4-+-.. +7J(7J4-r)(/>4-2) = {/i(/j-i-i)(/34-?)(yj-i-3) > 


On vdnfie immddiateinent a posteriori la formula qui resume 
les pr^cddenles 

X E= P 

(1) V*(a? 4 -i) (®-t-gr-a)= Lp(p + i) (p -+ q - 1), 

X a 1 

en monlranlque, si la formule est exacte pour les premieres valeurs 
de p, elle a lieu encore pour la valeur survante. 
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En effet, q restantfixe, la formule a lieu poui p = 1 ; mais, lors- 
qu’on remplace p par (/? -4- 1), le second membre augmente de 


(/> + l)(>+2) 

<7 


■ O-t-9 ~0 


[ip + q)—p], 


c’est prdcisdment, apres simplification, l’accroissement du premier 
membre. 

Nous avons vu que le nombre Iriangulaire de rang p esl dgal 4 la 
somme des p premiers enliers. Autrefois, on designait encore les 
nombres tnangulaires sous l’appellation de nombres figai isdu se¬ 
cond oi'di e, ou a deux dimensions En general, on appelle nombre 
jigine d'01 die q (ou 4 q dimensions) le nombre dgal 4 la 

somme des p premiers nombres figures d’ordre (q — 1), on a done, 
par definition, 

FJ5 = Ff 1 -!- F£ _I -hFJ-i +FjJ-i, 

et, par suite, 

(2) F^F^ + F/r 1 


Si l’on construit, par additions successives, le Tableau des nom- 
bres figures naLurels, tnangulaii es, pyramidaux, . . , on ob- 
tient ( fig . 27): 

Fig 27 


F" 

F’ 

F J 

F» 

I 

l 

1 

2 

1 

3 

1 

4 

r 

3 

6 

10 

1 

4 

10 

20 

1 

5 

i 5 

35 


Table des nombres Ggurds 


D’ailleurs, la formule (1) donne, pour le calcul direct, 


(3) 


F <7 _ />(/> +i)...(/> + g-i) _ 
P 


Si 


l’on baisse d’une ligne la colonne des entiers F', de deux 
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lignei? celle des triangulaires F 2 , de Irois lignes celle des pyrairu- 
daux F 3 , eL ainsi de suite, le Tableau des nombres figures devienL 
le mangle aulhmdtique de Pascal, et Ton a 

(4) f;! = c,v, 

Les resultats qui prdcddcnt ont etc trouies pai Fermvt en iG4G, d'aprds 
la methods inductive II s'exprime amsi dans ses Notes sur Diopuantf, 
& la suite de la Proposition IX du Livre des Poljrgon.es « Piopositionem 
pulcherrimam et imraLfilem quam nos inveaimus hoc in loco sine demon- 
“itrationc opponcnius In piogiessione naturoli qurc al) imitate sunlit 
exoidmni qudibct numeius in pio\inie majoreni facit duplum sui tnan- 
guli, in tnangulum pio\ime majoi is facit tnplum sua; pyramidis, in py- 
lamidem pioxime majons facit quudiuplum sui ti languid! languli, eL sic 
unifoi ini et genci all in infinitum melliodo Ncce\istimo pulchinis autgene- 
1 a I mis in numcris posse dan thcoicnia ciijus demonsli ationeni margini 
insereie nec cuiat ncc vncal » 

Postdi icui ement, Fermit dent u Pascvt, le ag aodl iG 5f « Nos coups 
torn i (5s conlmucnL Loujours, eL je sms aussi bicn que vous dans l’udmii’a- 
Lion de quoi nos pensdes s'ajustcnl si exacLemcnl, qu’il me semble qu’ellcs 
□ lent pus une mime route et fail un memo clienun Vos deiniers Truiles 
du Tt tangle ai ithnictique et de son application en sont une picuve 
autbcntique, et, si mon calcul lie me trompe, votre on/ieme consequence 
eourait la poste de Paris a Toulouse, peudaul que ma pioposition des 
nombres figuids, qui, en cflet, csl la mdme, allail de Toulouse a Pans Jc 
n’ai gaide de failln, Landis que je rencontrerai de cette soi Le, el je suis 
persuadd que le viai moyen pout l’empdchei de failln est celm de con- 
courn aveevous, mais, si j’en disais davantage, la chose ticndiaitdu com¬ 
pliment, et nous avons piomis de bannn cet ennemi des convcisalions 
douccs et nisdes u 

Voir le Traite des ordi es nunid / iqu.es de Pascal 


39 Piles d’obus et piles de boulets — La pile d'obus eslpris- 
matique el se compose de p Uanches lnangulaires Le nombre des 
obus qn’elle contient est le prodinL par p du Lnangulaire corres- 
pondant. 

La pile de boulcls it base triangitlaire, ayant n boulels an 
c6td, contient un nombre de boulels T„ dgal a la sonune des n pre¬ 
miers nombres tnangulaires, e’est le nombre pyramidal de rang /i, 


FJ = T„='-? + ^+ . + 2<Ii±0 ; 

'2 9 9 
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5c, 


c’est-6-djre 


T„ = 


n (n - 4 - i) ( n - 4 - 2) 
1 > 3 


La pile de boulets & base can ce, ayant n boulets an c 6 l 6 , con- 
tienl un nombie de boulets Q„ ^gal a la somnie des n premiers 
carr^s On peut la consider comme forinde de deux piles luangu- 
laires T n et T /; _ ( ; on a, en effet, pour chaque tranche, 

, n( n ■+■ 0 (n — 1) a 

n 1 = —- - + --— , 

? % 


par isiiLtc, en remplacant n par l, 2, 3 , , /i, et faisant la sonime, 

on voLt que Q„ cst la sonune des pyramidau-s: de rangs n et (n — 1) 
On a 


Q»= ——- 


'])(an+0 


Pout les trois piles, le no nib re des pi ojectiles est cgal an 
nombi e des pi ojectiles d'ane face tnangulaire, niultiplid pat 
le tieisdu nombve des pi ojectiles conlcnus dans ti 01s ardtcs 
parallhles pai taut des sommets de cette face 

Cette j01 mule subsistc pour la pile quadi angulaire, que 
I’on pent cousiderer cominc la leumon d’une pile 4 base carre 5 e et 
d’une pile prismatique 

Pour plus de details, \oir noLie article intitule * LAnthmitiquc 
en bdtons (n °697 de La Natuie ) 

Excmple I — On a Jes in^gaJilcs 

71 3 < 6 T„ < (71 -+- r) 3 , 
n 3 < 3 Q rt < (n -4- 1) 3 , 

qui permettent de delerminei n, connaissant T /t ou Q,j, au moyen de La 
Table des cubes (Algebre d’EuLEn) 

Exemple II — Le nombre des boulets d’une pile a base carr6e de rang 
n est le quart du nombre des boulets d'une pile □ base tuangulaire de 
rang in 

Exemple III — Le nombre des boulets contenus dansl’ensemble des n pre- 
micies piles triangulaires est 6gal au nombre tnangulo-triangulaire 

_ /t(yi + 0 (ii-*-a)(n + 3 ) 

11 ~ 12 3 4 
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Exemple IV — Le nombre des bouleLs contenus dans l’ensemble des 
n piemidres piles 4 base carr6e esL la somme des triangulo-triaugulaires de 
rangs n et(n — i), ou 


F/t-i + F* 


n (n - 4 - i ) a (li -+-2') 
12 


Exemple V. — Ddmontrer dueclemenL la formule qui donne Je nombre 
•des boulcls d’une pile 4 base reclaagulane 

Exemple VI — Trouver le nombi e des pi ojectiles qm se ti ouvent sur la 
suiface laldrale ou totale d’une pile — Huil cas 
Exemple VII — Nombicdes bouleLs d’une pile tronqu^ca bases paial¬ 
leles — Quatre cas 

Exemple VIII — Tiouver la somme des n premieis polygonau\ de 7 
c 6 t 4 s et de prcinidre espcce — On a 


V'( P? 




n ( n 1 ) 


(7- ?) 


(n — 1 ) n( n 


Poul q = 3 ct pour q = 4 , on icliouve les expiessions de T /t el de Q„. 
Exemple IX — Tiouver la somme des n piemieis polygonnux de q 
c6tes et de seconde espiice — On a 


07 + 0Z+. + 0? 


n - 4 - q 


(n — 1) n ( n -4- 1) 
b 


Lorsque 7 = 6, on Lrouve /i 3 pour la pile hcxagonale de n pions sur le 
c6l6 de la base 

Exemple X — Tiouver la somme des polygonaux dc rang n ct de pie- 
mnire espfecc, dout les elites sont 3, 4 i 5 , , q — On a 

p, 3 , ■+■ PA + . + p;i = n(q - 2) + - ( -= ° 

i 2 


Exemple XI — Tiouvei la somme des polygonaux dc tang n el de se¬ 
conde csp^ce, donl les elites sont 3 , 4, 5 , , q — On a 

0 3 + 0* + +02 = 7-2 + jYL ? + l) __ 3 j. 

ExempleXII — Tiouver la somme de tous les polygonaux des 11 pie- 
miers rangs ct dont les c6l6s sont 3 , 4, 5 , , q — Deux cas 

Exemple XIII. — Dans un systeme de numdiation debase 13 , la somiue 
des chilFres de tous les nombres n’ayaut pas plus dc n cbilTres est 

Le produit des chifTres sigmBcatifs de tous ces nombres est egal 4 la puis¬ 
sance de la factonelle (B — i)t qui a pour exposnnt /iB n_1 
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40. Bin6me de Newton — La throne des nombres figures con¬ 
duit au triangle arithm6tique de Pascal et & la formule appelde 
bmdme de Newton. 

Si l’on multiplie le polynbme 

F = a 4- bx -+- ca: s 4-. 4- kx n - x 4 - lx n 


par (i —i— -3?), et si I’on n’dcrit que les coefficients de F et ceux du 
produit P, on trouve 

porn F a, b, c, , A, Z, 

pourP. a, a 4-6 , b 4- c, , h + k k 4- l, l, 

comrae dans la multiplication d’un nombre par 11 (n° 18, Ex. 1)\ 
par consequent, ces coefficients se calculent comme dans un Ta¬ 
bleau de soinmes (n° 5) 

En particuher, les coefficients des puissances successives de 
(i -t- x) produisent le triangle aritluu^tique de Pascal. On a done 
le developpement 

(I -t- Jr )/ J = I 4 - CjJj x 4- Ci® X* 4- 4- GpX 1 ! 4 - 4- Ci{, a?/', 

d’uilleuis, si l’on remplace dans la formule (4) du n" 38 le nombre p 
par (/? — q -b i), ll vient, en tenant compte de la formule (3) qui 
donne I’expression generate des nombres figures, 


Gp — F^_ r/+ | — 


_ pip — 0 ip — y + 0 
l 'A. 3 q 


On a done le ddveloppement 


I 12 lid ^ 


On peut verifier a posteriori 1’exactitude de ce ddveloppement, 
en faisant voir que, si cette formule est une identity pour une va- 
leur entire et positive de l’exposant /?, elle a beu encoie pour l’ex- 
posanl (p -b i). 

En remplagant x par ( b\a ) et en multipbant les deux membres 
par aP, on a la formule 


(a 


b)P= aP-\- aP~ l b4- —— cr^- 2 6 s - 


bP. 


1.2 
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41 Propri6t6s des coefficients du d6veloppement de (1 -+■ x)i> — 
Les coefficients de ce ddvelopperuent, que nous ddsignerons sou- 
vent, pour abrdger, par t, p t ,/» 2> j Ppi sont eu nombre (p-hi) 
On a d’ailleurs 

Pq = C '' = oKp^^q)' = C ' ,q = p "' q 

Les coefficients a dgale distance des extremes sonl ^gaux, iL 
vont en croissant jusqu’au milieu du ddveloppement 
La somme des coefficients est dgale & ip el la soinme alternde 
est nulle, amsi qu’on le voLt en remplacant x pai + i et par — i 
On en ddduit les sommes des coefficients de deux eu deux, 

I ■+■ Pi "t ”Pw ”+■ Pa "t- = 

Pi+Pa-t-Pi-i- =U‘-' 

Les coefficients etant enliers, est entier, quelles que soienL 
les valeurs des nombres enliers positifs p et q, par consequent, le 
produit de q nombics cntiei s consecutifs est divisible pai le 
produit des q premieis nombres en tiers. D’ailleurs est nul 
pour q~> p 


Exemple I — Produit des coefficients du bindme 
I’cxpressioa 


G! = 


q'(p-q ) 1 


= tf,-", 


— En partnnt dc 


on Liouve facilement, pour lc produit des coefCcients du dcveloppement de 
(i -+- x)p , la valcur 


(P')"-' _ 

[i 1 a 1 3 1 . (p — i) 1 ] a 


Exemple IF. — Somme alternie des q premieis coefficients — En sc 
reportant au n° 13 ( Ex II), on a 


i-cj,+ c»-c;+ +(-i)»c; = (-i)«c*., 

II n’existe pas dc formule simple poui la somme des q premiers coeffi¬ 
cients* du ddvclopperacnt de (i-hx)P 
Exemple III — Ddmontrer les formules suivnntes dues & M Delannoy 

p.\-¥(p — a)CJ-t-(/> — 4)G»4- 4 -Qd — aq + *)G$~ l = qG% 

p ,-Cp-a)C»+ •+(— i)*- 1 (p- 2 q + a) CP =(-i)7-i liEllM+rt cj. 

P ^ 
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42 Permutations — Ce sont les manures de disposer n objets 
diffdrents en ligne droite et, plus parliculierement, les manures 
dLverses d’dcrire la somme ou le prodnil de n nombres indgaux 
deux h deux. En ddsignant le nombre de ces manures par P„, on a 

P /; = et P„ = i a 3 . n 

En d’ autres termes, le nombre des pei mutations de n objets 
diffdrcnts est dgal au pioduit des n premia s nombres On dd- 
signe encore ce produit par n 1 que Ton appelle facto i le lie n 
Lorsque l’on remplace, dans une suite d’objets, chacun d’eux 
par le suivanl, on fait une pet mutation circulaii e Le nombie 
des permutations de n objets dilTdrents, placds sul une circonfd- 
rence, est dgal a P rt _, ou (n — i) 1 

Formation du Tableau des permutations de n nombres dans 
l’ordre numdnque, ou de n lettres dans l’ordre alphabdtique. — 
Connaissant une permutation, trouver son rang dans le Tableau 
— Inversement, ecnre une permutation dont le rang est donnd 

L’analyse combmatoire a dtd imaginde par Fermat et Pascal poui obte- 
mr la solution de probldmes sur le Galcul des probability Dans son Ti cute 
duTi langle arithmilique, Pascal en donne deux applications; l'une est 
intitulde . Usage du ti tangle ai ithmelique pour les combmaisons, et 
1 ’autre Usage du t/ tangle ai ithmetique pour diterminer les par Us 
qu’on doit fan e entre deux joueurs qui jouent en plusieurs parties 
Lorsque la permutation des lettres d’un mot, ou d’une phrase, forme un 
nouveau mol, ou une nouvelle phrase, la permutation prend le nom 
d 'anagramme Ainsi les mots logai ithnie et algorithme sont formes 
des mdmes letties dans un ordre dilfdrent. Pascal, dans les Pensdes, s’est 
cache sous le pscudonyme de Salomon de Tultie, anagramme de Louis 
de Montalte, nom sous lequel il fit paraltre les Lettres provincialesi - 
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Exemple I. — Calculer le nombie des permutations de n objets pour 
toutes les voleurs entires de n jusqu'd 25 



On voit aiosi que lc nombre des permutations de n objets augmcntc 
rapulement avec n Pour des valeurs plus giandes de n, on ne calcule 
liabituellemeat quc le nombre des chiffres et lea premiers chiffres, au moyen 
d’une formule donnde par Stirling 

Exemple IT — Trouver le nombre des manidies de permuter un mot 
formd de n consonnes eL de n voyelles distinctes, de telle sorte qu’il n’y ait 
pas deux -voyelles ou deux consonnes consdcutives — On trouvc 2(P„)*, 
ct ainsi pour un mot composd de cinq consonnes etde cinq voyelles, toutes 
distinctes, ce nombie est dgal & 28800, tandis que le nombre de toutes lcs 
permutations est P J0 = 3 628 800 
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Exemple III — On permute Jes chiffres 1 , 2 , 3 , 4 , 5 de toutes les ma¬ 
nures possibles; trouver la somme des nombres formas par ces permuta¬ 
tions dans le systfime ddcimal 

On prend la somme des nombres donnds par une permutatiou et par la 
permutation complimentaire , on trouve amsi, puisque la somme des 
nombres de deux permutations compldmentaires, telles que 

245 l 3 

42 t53 

66666 

est constante, que la somme cberchde est la moitid du produit de P 6 par 
le nombre 66666 

43. Permutations flgurdes. — Ce sont les dispositions de n 
jetons sur les cases d’un dchiquier de n 2 cases, de telle sorte qu’il 
n’y ait pas deux jetons sur une rnfime ligne ->■ ou sur une m&ne 
colonne >J.. Ces dispositions correspondent au probl&me des tours 
au jeu d'ichecs 

A toute permutation de n nombres correspond une permutation 
figurde, et inversement, nous trouverons l’application des permu¬ 
tations figures dans la thdorie des ddteimmants. 

La Jig. 28 reprdsente les permutations figurees de quatre £ld- 
ments 1, 2, 3, 4; elles sont rangdes dans 1’ordre nnmdrique, 
d’aprds la permutation correspondante placde au-dessous de cha- 
cune d’elles Les cases ombrdes figurent les jetons. 

Nous montrerons plus loin, au Chapitre VIII, que cette repre¬ 
sentation des permutations, qui constitue un ensemble important 
des theories de V Arithmitique de position, trouve encore une 
mtdressaute application dans les produits des sommes de quatre 
carrds, et dans la thdorie des factorielles. 

Exemple I — Dans toute permutation figurde, le nombre des jetons 
situes sur les cases de couleur opposde & celle d’un coin de l’echiquier est 
toujours pan ( voir n° 8) 

En effet, soient 

0 >/i)i (a,r*), ■ ■» 

les coordonndes des jetons d’une permutation figurde yiytys . . y n , en 
prenant le coin de coordonndes (1, i) pour ongine La somme de toutes 
les coordonndes 

(i+ri)"l-(a-H72) + (3+78)-H .. +(» + r«)> 

E. L - I 


5 
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vaut dvidemment le double de la somme des re premiers nombres el, par 
suite, un nombre pair. D’autre part, si l’on suppnme les parentheses & 


Fig. a8 




somme paire, qui correspondent & des jetons posds sur des cases domdme 
couleur que la case(i,i), il reste un total pan. Par suite, les parentheses 
a somme impaire, qui correspondent aux jetons placds sui des eases de 
couleui opposde 4 eelle du coin (i,i), forment un nombre pair, ellcs sont 
done en nombre pair. 

Eocemplc II. — Trouver le nombre G ft des permutations des re prcmiei s 
chiffres, dans lesquellcs la somme des chifires a dgale distance des ex- 
tidmes cst la mdrue En d’autres teimes, trouver le nombre des permu¬ 
tations figurdes qui sont symdtriqucs par rapport au centre de l’dchi- 
quier. 

Si n est impair, il y a une tour au centre de 1 ’dchiquier, et, en suppri- 
mant la ligne et la colonne du milieu, on obtient un dchiquier dont le 
c6te est (re — i). On a ainsi 

G S n+i = Gin 

Soit {fig 29) un dchiquier pair de c6td 2re, la position d’un jeton a dans 
la premidre colonne donne la position d’un jeton a' dans la dernidre co- 
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onne, en suppnmant les lignes et les colonnes qui conliennent a et a', il 
esle un ensemble de cases qui correspond & un £chiquier de(2n _2) 


Fig. ag. 



ases de cflte Mais a peut occupei 2 n places dans la premiere colonne, 
ar suite 


'oil I’on ddduit 


Gjn — 2 n Gj/i—s, 

Gj/i+i = Gj „ = 2" n 1 


Exemple III — Determiner le nombre R„ des permutations figurees qui 
incident avec elles-mgmes en faisant tourner l’dchiquiei d’un quait de 
,ur 3o). 

La permutation est symdtnque par rapport au centre de l’ 6 chiquicr, car 



Permutations tournantes 


le coincide avec elle-mfime par rotation de deux quarts dc lour On a, 
Jisque les jelons vont par quatre, saufau centre, 

— R-4rt> Ct Rin+j —— Rtn+j = 0 J 
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puis, comme pidc&denoment, en observant que le jeton ne pcut dtre placd 
dans un com de l’dchiquier, 


par suite 


= ( 4 n — 2) R 4 n- 4 , 
R 4h = a .6 10 (4 n — 2). 


Example IV — De combLen de mamdres peut-on effectuer le produit 
de n facteurs distmcts, en supposant que Lous les produits different des 
facteurs et different entre eux? 

Soil O n ce nombie de 'mamdres, le nombre de multiplications a faire 
dans chacune des manidres est toujours (n— 1) On a d’abord, poui deu\ 
facteurs a ct b, les multiplications ab et ba , done 0 2 = 2 
Prenonsun tioisidmc facteurc; on peut le combiner commc mu Itiph- 
catcur ou commc multiplicande avec le produit cfTectud, cc qui donne 

c(ab ) ct ( ba)c , 

mais 011 pcut aussi faire intervenir le nombre c, pendant la multiplication, 
de quatre mamdres 

acb t cab y bca, eba , 

on a done Oj = 60 s Prenons un quatndme facteur cl ct combinons-lc 
avec 1 ’un des Oj produits entidrement effcctuds, abc pai cxcmplc On n 
deux manidres distinctcs 


d(abc) cl ( abc)d , 

mais, si Ton introduit le facteur d pendant l’opdration, abc exige dcu\ 
multiplications Done, cn faisaut intervenir d dans 1 ’intcivallc dc la mul¬ 
tiplication dc a par (6c), ll y a quatre manidres 

ad(bc), da(bc), a(dbc), a(bdc) ^ 

et autant pour la multiplication dc (be) par a, cn tout dix mamercs On 
a done 

0 4 = 10 Oj 

Ddsignons par M une des manidres employees pour obtemr le produit 
dc («■— r) facteurs, et introduisons le nouveau facteur / Cclui-ci pcut se 
combiner comme multiplicande ou comme multiplicatcur, ce qm donne 
les deux cas Mf et /M, mais, si on Tintroduit avant d’avou cffectuc lc 
produit M, ll y a (n — 2) multiplications dont cliacunc donne quatie ma¬ 
nidres, done en tout 

2-t- 4 — 2) ou 4^ — 61 

par suite 

^ » O ft = ( 4 ra — 6) Oft-t, 

et 

Oft = 2 6 10 . . (4 n — 6) = a B -i.i.3 5 (in — 3) 
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Cette demonstration cst due & 0. Rodrigues; mais le r£sultat pr£c£dent 
est de M. Catalan ( Journal de Liouville, i r0 s£rie, t III et VI) 

44. Permutations avec repetition. — Ce sont les diverses ma¬ 
nures de disposer n objets en hgne drone, ces objets n’dtant pas 
tous dislincts Par exemple, si a lettres sont dgales k a, si (3 lettres 
sont ^gales kb, ..., X lettres & l, avec la condition 

® H- P -H . -j- X = /l, 

le nombre des permutations avec repetition est 

n 1 

^jr. r>' 

Exemple I — De combien de manures peut-oa effectuer le produit 
de n facteurs £gaux ou in£gaux? 

Si a facteurs sont £gaux <1 a, $ & b, y k c. , en d^signant pat 
a, b, c, des facteurs quelconques in^gaux, ll faut diviser 

0 n =2' l ~ 1 .i 3.5. ( 2n—3), 

par le pioduit des factonelles 


al pi y 1 

Exemple II — De combien de manures peut-on remplacer le produit 
de n facteurs par des produits de deuv facteurs dans le cas de n pair, 
et par dcs produits de deux facteurs et d’un seul, dans le cas de n impair? 

Exemple III — De combien de mam&res peut-on decomposer un pro¬ 
duit de 3/i facteurs en n pioduits de trois facteurs? 

On trouve 

(3ft) 1 
(3 1 )«. /ii’ 


45. Arrangements simples — Les arrangements simples de 
p objets distincts, pris q k q, sont les manures de disposer en ligne 
droite q de ces objets, de telle sorte que deux dispositions different 
soit par le choix, soil par Vordre des objets. 

En ddsignant leur nombre par A^, on ddduit ces arrangements 
des arrangements en ^envant successivement & la suite de 

ces dermers les (p — q -f- 1) lettres qui n’y entrent pas 

K = (p-q + 0 Ar, 

,par suite, 

a p=P(j> — (p —<7 + 0 - 
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Ainsi, le nombre des arrangements simples de p objets, pris 
q a q, esl le produit des q nombres entiers dicroissants &par- 
tir de p. 

Si p = q, on retrouve les permutations; si p < < 7 , on a A? — 0 , 
conformdment 4 la definition. 

Si Ton exprime, de deux manures diffdrentes, le nombre defois 
qu’une lettre a entre dans le tableau des arrangements 4une place 
ddterminde, 4 la premiere par exemple, on a encore la formulc 
de recurrence 

K =P^p-\ 

Exemple I — Former Ics arrangements simples de p lettrcs, prises q .1 
<7, en suivant l’oidre alphabdtique 

Gonnaissant un arrangement simple, trouver son rang dans lc tableau 

fnveisemeal, dertre un ariangement simple de lang donnd 

Exemple II. — Tiouvei la sornme de tous les nombies da systeinc de¬ 
cimal qui n’oni pas plus de cinq chiffres et founds seulement des cluffics 
0, 1,2, 3 , les clulTres ne pouvant dtre rdpdtds 

Exemple III — Decomposer le tableau des arrangements simples de 
p letlres, prises q 4 q, d’apids la consideration d’une lettre a 

Exemple IV. — Decomposer le tableau des airangements simples de 
p lcltres, prises q 4 q, d’aprds la consideration de deux lctlrcs a cl b 

46. Arrangements complete. — Les arrangements complels de 
p objets, pris q 4 < 7 , sont les manures de disposer en ligne droite 
q de ces objets, ces objets pouvant £tre rdpdtds jusqu’4 q fois, 
mais de telle sorte que deux dispositions different soil par le choix, 
soit par Vordre de ces objets. 

En ddsignant leur nombie par B£, on a 

B? = p Bjr 1 ct B* = pv 

Ainsi, le nombre des arrangements complets de p objets, pris 
q d q, est le produit de q nombres igaux d p. 

Si l’on dcrit tous les nombres du systdme de base p jusqu’4 
q cbiffres, en compldtantpardeszdros 4 la gauche tous ceux qui ont 
moins de q cbiffres, et en commengant par 000 .. . 0 , on forme les 
arrangements complets de p chiffres pris q 4 q. 

Exemple I. — Gonnaissant un arrangement complet de p chiffres pris 
q 4 q, trouvei son rang et mversement. 
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Exemple II. — TrouVer la somme de tous les nombres du sysldme de¬ 
cimal qui n’ont pas plus de q chiffres. 

Exemple III. — Decomposer le tableau des arrangements complets de 
p lettres, prises q & q, d’apr&s la consideration d’unc lettrea. 

Exemple IV — Decomposer lc tableau des arrangements complets de 
p lettres, prises q a q, d’apres la consideration de deux lettres a ct b 


47. Combinaisons simples. — Les combinaisons simples de 
p objets, pns q kq, sont les groupes que l’on peat former avec q de 
ces objets, de telle sorte que deux groupes diff&rent par le choix 
et non par Vordre des objets. Ainsi 

les Permutations P q ne different que parl’ordre, 

les Combinaisons Cj, » » le choix, 

les Arrangements different par l’ordre ou par le choix. 


On a la formule 


et ; par suite, 


A$ = P q .G$, 

G <7 _ p(p — 0- (p— g+o 
p 1.2 3 . q 


Ainsi, le nombre des combinaisons simples dep objets, pns q 
a q , est le produit des q nombres entiers ddcroissants dpartir de 
/?, divisi par le produit des q premiers nombies. 

On peut encore £crire 


G$ = 


_ nP-l 

q'ip-q)'" ' 


A toute combinaison en correspond une autre, compldmen- 
taire. 

Si l’on suppose que les objets sont des lettres que l’on peut ran¬ 
ger dans chaque combinaison, suivant l’ordre alphabetique,et si l’on 
observe que le tableau des combinaisons est symdtriquepar rapport 
4 toutes les lettres qui y entrent, on voit que 

lc nombre des lettres du tableau est . 

lc nombre de fois que a s’y irouve est - C$, 

P 

lc nombre des combinaisons contenant a est 
On a done la formule 

S'Gp =p Cjjl} , 

d'oii l’on d^duit encore l’expression de C q . 
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Enfin on a la formule 


qCp = (j> — q + i)Cp-i, 

que l’on demontre en ajoutant & chacune des combinaisons du 
tableau C£_, cbacune des (p — q i) lettres qui n’y entrent pas 
et en observant que l’on reproduit ainsi q fois le tableau C q p 

xemple I — De combiea de mamdres peut-on appliquer quatre, au 


plus, des sept couleurs du 
rdgulier 9 

spectre solaire, 

sur les faces 

d’un tdtraddre 

Pour quatre couleurs distinctes 

. 2 G 4 ou 

70 

» trois a 

)) 

3 C? » 

ro 5 

» deux » 

)> 

3 C* » 

63 

u une u 

It) 

C$ » 

7 


En tout 


2{5 


Exemple II — Ddmontrer directeraent que le nombre de toutes les 
combinaisons possibles de/?lettresestdgal 4 ip —i —En clTet, prenons, par 
exemple, qualre lettres a, b, c, d, formons toutes les combinaisons pos¬ 
sibles de ces quatre lettres, ajoutons-y I’unitd, nous formons le tableau 
de gauche, dont le nombre des combinaisons est, en comptant r, dgnl a 2 4 
Ajoutons une lettre e, nous formons le tableau de droitc Ainsi le nombre 
des combinaisons possibles de cinq lettres cst lc double dc celui de quatic 
lettres, et ainsi de suite. 

Fig. 3i 


i, 

dz, b, c, d, 

ab, ac, ad , be, bd, cd, 
abc, abd, acd, bed, 
abed 


e, 

ae, be, ce, de, 

abe, ace, ade, bee, bde, ede, 
abce, abde, aede, bede, 
abode. 


Combinaisons de quaLrc et dc cinq lettres 


On peut donner une autre demonstration fondde sur la consideration du 
systdme de la numeration binaire. Sil’on consideicles umtdsdes differents 
ordres jusqu’au /i‘ ame comme des objets differents, tous les nombres du sys- 
teme biuaire ayant n clnffres au plus repr6scntcnt, aprds suppression du 
zero, toutes les combinaisons de n objets pns un k un, deux, u deux, . , 

jusqu’a n, c’est-d-dire tous les nombres qui ont i, 2, 3, .. , cbifTres signi- 
ficatifs dans le systemc binaire. Le nombre total des combinaisons est done 
egal au nombre du systeme binaire forme par n fois lc cbiffrc 1 ou 2 n — i 
Le Jekim, boulier chinois de Fo-oni, est une representation sensible de 
cette demonstration 
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De mdme, le nombre de toutes les combmaisons de n objets djstiDcts 
pns un & uq, deux & deux, trois a trois, , eusupposant que chaque ob- 
jet puisse dtre pns deux foLS, est dgal & 3 " — i, comme cela rdsulte de la 
consideration du systdme de la numeration ternaire, ou du boulter corres¬ 
pondent Et ainsi de suite. 

Exemple III — De combien de mamcres peut-on decomposer leproduit 
N = abc l , de n facleurs, en un produit de deux facteurs? 

G’est la moitie du nombre des combmaisons de n objets pns un a un, 
deux & deux, n k n, ou 2 n_1 , en comptant le produit i N, et en con- 
siderant comme une seule maniere le produit pq et le produit qp 

Exemple IV — Les combmaisons du tableau CJJ etant rangees suivant 
1 ’ordre alphabetique, tiouver le rang d'une combinaison donnee Inverse- 
inent, ecrire la combinaison de rang donnd 

Exemple V — Mdme question pout le tableau alphabetique de toutes 
les combmaisons possibles de p lettres, chacune d’elles ne pouvant dtre 
prise plus d’une fois 

48. Addition des combinaisons simples — On a la formule 
(0 C^C^+C^l, 

qai correspond 4 la loi de formation du triangle arithmetique, et, 
puisque les deux premieres lignes du tableau des nombres de com¬ 
bmaisons et du triangle sont les mercies, on en ddduit que les 
tableaux sont ldenliques. 

Exemple I — Vdrifier la formule (i) par l’expicssion de G p 

Exemple II — Decomposer le tableau G p par la consideration de deux 
lettres a et b 


Combmaisons ne contenant ni a ni b CjLs 

Combinaisons contenant a et non b C£lg 

» » b et non a. CplJ 

» i) a et . . C£l|, 


on a done la formule 

C^CjLj-i-aCglJ-t-CjjL;, 

que Ton peut vdrifier par l’expression de C£ ou ddduire de la formule (i), 
par l’addition des dgalitds 

c»., = cj:j + cjrj, 
c*:! = cj_-, + c*ri 
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Exemple JTI. — Decomposer le tableau des combinaisons C£ par la con¬ 
sideration de trois letlres a, b, c. 

Combinaisons ne contenant aucune des trois lettres CjJ_ 8 

a contenant une des trois lettres . . 

» a deux des trois lettres... . 

» a les trois lettres . CgCJJlj 

On a done la formule 

c* p = C*_ 3 + 3C£:J + 3G?:* + C£Z» 

On trouve, par induction, la formule suivante 

Op = Gp-r ■+■ c; CJ-) + c» cyJr + ..+c; 1 cj ~;, 

ou, sous la forme symbolique, 

(0 C*s4jC£=;(C + i)'' i 

en considdrant les indices supdtieurs comma des exposants On peut 
ddmontrer directement cette formule par la consideration dc r lettres dc- 
termindcs, ou la verifier a posteriori ( Voir un de nos articles dans In 
Nouvelle Correspondancc inathematique, t IT, p 70 
Exemple IV — Si l’on ddsigne par a p le nomine des arrangements 
simples de a lettres prises p 0.p, on a la formule 

(ci b) p = cip -+- y ci p —] 61 -1- ^ ^ —- cip— 2 hi -t- -f- bp, 

que l’on appcllc formule du bindme des faclorielles dc Vandermonde 
E n cflct, (a-\-b)p cst le nombre des arrangements simples de (a-\-b) 
lettres prises pap, si 1’on partage ccs lettres en deux groupes, I’nn dc 
a lettics, 1’autre dc b lettres, ces arrangements pourront se diviscr en dilTe- 
rentes classes 

i° Arrangements ne contenant que des lettres du premier groupc; 

2 ° » contenant (/>—i) lettres du premier grouped t du second, 

3° » » (p— 2 ) » ■/ » 

4° » » (p — 3) » 3 i) , 


Cheichons combicn il y a d’arrangements de la (q -+-i) ,|!me c i assc Nous 
commcngons par former les arrangements des a lettres du premier gioupe 
prises (p — q) a (p — q ), dans ces arrangements, on intioduna q lettres 
du second groupe et l’on vanera leur 01 die de loutes les mamdres possibles, 
sans changer l’ordre des premieres, ce qm peut se faire dc p q manidres, et 
Ton obtiendra ainsi p q a p - q arrangements distincts dc (a + b) lettres 
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puses q i q Enfin, comme ll y a ~ manidres de prendre q lettres du 

? 

second gLoupc, le nombre des arrangeraenis distincis de la classe de rang 
(q H- i) est 


Pn n h 

q I «p-7 o q 


OU CJJ Ctp—q bq 


En faisant varier <^dc o &p el faisant la somtne, on irouve la formule 
donnde 

Si l’on remplace les arrangeraenis simples par les arrangements complets, 
on retrouve la formule du bindme (n° 40 ) 


49 Combinaisons completes. — Les combinaisons completes 
(ou avec repetition) de p objets, pns q 4 q, sont les groupes que I’on 
pent former avec q de ces objets, ces objets pouvant 4tre pns jus- 
qu’& q fois, de telle sorte que deux groupes different par le chon, 
et non par l’ordre des objets. 

Si r on designe par le nombre des combinaisons completes, 
on a: 


Nombie des lellres du Tableau D£ . q 

Nombie de fois que a se trouve dans — DJJ 

Nombre des combinaisons contenant a D£ _l 

Nombre de fois que a se irouve dans D£~' - -- D£ _1 


Par suite, 
(I’oi Ton dddmt 


qVJ> = (p + q-i)V'! > 


D 1 = 


P(P + Q. (jp-t-g — i) 
7 1 


Ainsi, le nombre des combinaisons completes dep objets, pns 
q dq, est le produit des q nombi es entiers croissants a partir de 
/?, divisd par le produit des q premiers nombres 

En renversant l’ordre des facteurs du numdrateur de D£, on a 


D£=C ^-i, 

ainsi, le nombre des combinaisons completes de p objets, pns q 
a q , est 6gal au nombre des combinaisons simples de(p + q — i) 
objets, pns q&q. On peut ddmontrer dirfectement ce rdsultat de la 
manure suivante. Ddsignons par 


dp j 


d\ > d% , d$, 
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Lets p lettres des combinaisons completes, et par 

c l> c 8j c 8j • > c p> > Cp+q—l 

lcb (p q — 1 ) lettres des combinaisons simples. Formons respec- 
livemcnt les tableaux D£ et C£ +7 _, , rangeons toutes les lettres 
dans chaque combmaison, de telle sorte que dans celles du tableau 
les indices ne soient pas ddcroissants et dans celles du tableau 
CjJj. t les indices suivent l’ordre croissant. Soit 

6 I> $2j 83, . , tq 

la suite des indices d’une combinaison D^jajoutons respective- 
menL les nombres 

o, 1,2, . , (q — O' 

nous formons une suite d’indices croissants 

1i, Tfs, • T7> 

cL pris pnrmi les (p q — i) premiers nombres, cette suite cor¬ 
respond a une combmaison des lettres c Inversement, & toute 
('ombinaison Cp des lettres c correspond une combmaison Dp 
des lettres cl. c q. r. d 

Excmple I (Le jeu de dominos) — Si l’on suppose qu’un jeu de domi¬ 
nos sc tcnninc au double— n, les dominos reprdsentent les combinaisons 
completes des (n -t- i) nombres 

o, r, '? , , n , 

jins deux ii deux Le nombre des dominos est D ; * t , le nombre total des 
points cst/iDj}, et leui moyenne aritlundlique est dgale A n 
Example II — Le nombre des termes d’un polynfime complet et homo¬ 
gene u p variables et de degrd q est dgal aD q p Le nombre des termes d’un 
polynumc complet et non hornogdne, a p variables, est dgal & D£ +j . 

Excmplc III — Les combinaisons du tableau dtant rangdes suivant 
1 ’nrdic ul[)habdtiquc, trouvei le iang d’une combmaison donnde Inverse- 
muni, deme la combmaison de lang donnd 
Excmple IV — On peut donner une autre ddmonstration de la forrnulc 
pour DJ(.— Supposons que l’on ait formd le tableau D^ -1 et faisonsl’une des 
deux opdrations suivantcs i° pla^ons successivement, A la suite de cha- 
cune des combinaisons, 1’une des (g —l) lettres qui y entreat, a 0 plagons 
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successivcment l’une des joleltres donnees; on obtiendra ainsi un tableau 
formd de 

(p + q— 0 D p -1 

dispositions et contenant q fois cbacune des combinaisons completes D£. 
En effet, soit une de celles-ci 

(1) a a &PcY .. avec a (3 4 -y-t- = g, 

elle aura 6t6 obtenue q fois, savoir a fois par 1’introducLion de a dans 

caraentre(a — i) fois dans cellc-ci, on a ainsi introduit la lettre a un 
norabre dc fois 6gal a (a —i) par la premise operation, et une fois par 
la seconde; la combinaison (i) consid6r6e a 6l6 obtenue a fois par in¬ 
troduction de a, puis (3 fois par celle de b, el ainsi de suite; on a done 

(P 9 0 Dp -1 = q D],. 

50 Addition des combinaisons completes — Dans le tableau 
des combinaisons completes, le nombre des combinaisons conte¬ 
nant a estD£ -1 , elle nombre des combinaisons ne contenant pas 
a estD£_,, on a done la formula 

(<) DJ^D^+DJ - 1 

Exemple I — Verifier la formule (r) par l’expression dc DjJ 
Exemple II — Decomposer le tableau par la consideration de deuv 
Icttres a et b 

Combinaisons ne contenant ni a ni b . D£_ 2 

» contenant a et non b . D^l] 

d » b et non a D^l] 

u » a cl b. D^ -2 

on a done la formule 

D? = D2_a-H 2 D2=l + D2- ! , 

que l'on peut encore verifier par l’expression de D£i ou d£duue de la for¬ 
mule (i), par l’addilion des 6galitds 

DjU =D^i 4 -DJ-i, 

d ' jr 1 = d;-> + d;-’ 
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Exemplc III . — Decomposer Ie tableau DjJ par la consideration de 
trois lctli cs a, b, c. 


Gombinaisons qc contenanl oucune des trois lettres D £_ 3 

» contcnant unc des ti ois lettres . 
j> » deux des trois lettres . G§ DJJI* 

» » les trois lettres Cj}D£ _a 


On a done In foimulc 

D* = D;L3 -+■ 3 -+■ 3 Dj,Z\ ■+■ Dl~ 3 

On trouve, pnr induction, la foimule suivantc 

d*= D*_ r + GJ D !z x r+l -+- C?D£:* +S 4- + d y 

On pentdemonlrcr directenient ccttc foimule par la consideration dc r 
lotlirs cli-Lci minces, on la vender a posteriori. 

Si I’oii c\piimo les combin.usons completes au moyen des combinaisons 
simples, on tiouve line forinulo qui ne diCTdic pas sensibleracnt dc la foi- 
inulc (i) du u° -18 {Ex III ) 

EJi. Les inversions — II y a inversion ou derangement dans une 
permutation do nombres, indgaux deux & deux, dents sur une ligne 
liori/onlale, Louies les fois qu’un nombre sc trouve placd a la gauche 
irun nombre plus pclit 

Pour cnmpler lc nombre des inversions, on peut proedder de 
deux manieres diirdrenles, soil en comptant poui chaque terme le 
nombre des lormes qui soot & la droitc plus pelils que lm, soit en 
oomplanl pour chaque terme le nombre de ceux qui sonl & la gauche 
plus grands quo lui, cl cn fuisant lc total pour tous les terrnes dans 
Pun on Panlre cas. 

On divise les permutations dc n nombres en deux classes, sui- 
vanl que le nombre des inversions est pair ou impair Les deux 
classes sonl dgalcincnt nombreuscs. 

L’dcliange de deux dldmcnls quclconques d’une permutation 
change la elusse de la permutation. Plus gdndralement, un nombre 
pair d’dchanges d’dldinenls quclconques d’nne permutation n’en 
moddie pas la classe; un nombre impair d’dchanges produit sur la 
permutation primitive un changcmenl de classe. (BGzout.) 

Exemplc I — Determiner le nombic total D n des inversions dans le 
tableau des permutations de n, dldments lilcrivons d’aboid (n + i) fois 
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Ic tableau P„, nous obtenons ainsi (/i + i)D n derangements Plapons 
mainteuant le (ra-t-i) ll ' m0 616 meut Si la derm&re place, Si l’avant-dei nidrc, 
.. , k la scconde place, Si la premiere dans cbacun des tableaux., nous pro - 
duisons successivement poui chaque permutation 

o, i, 2, . , (n — i), n 

nouveaux derangements et nous avons construit le tableau des P n+t per¬ 
mutations de (n -+- i) elements On a done 

D,hm = (n + i) D n + n ( — } P„ 

Posons D, t = P n Q n , il vient 

_ _ n 

Q/h-i — Q« ■+■ -j 

i cmplafons successivement n par 1,2,3, ., (n — i), et faisons la somme 

des egalites obtenucs, nous trouvons 

_ n (/i i) I-. _t p pi 

4 

On v6rifie immediatement ce resultat en observant que le nombre total 
des inversions d’une permutation et de la permutation renversee est egal 
au nombre GJJ des combinaisons de n elements pris deux Si deux 
Exeniple IT — Le nombie total des inversions contenucs dans les per¬ 
mutations circulaires de n elements est | (n — i)n(n + i) 

52 Les cycles — On pent encore determiner la classe d’une per¬ 
mutation par la mdthode plus expedilive des cycles, due 4 Cauchy 
Considdrons une permutation quelconque de qumze nombres, et 
plagons au-dessus de chacun de ses termes les nombres eutiers 
suivant l’ordre ordinaire 

i, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8, 9, io, ii, 12, i 3 , i 4 , i 5 , 

8, 6, T2, i, 5 , 1 4 , 2, ii, 13 , t 5 , 4 , 9 i 7 

Au-dessous de r se trouve 8, au-dessous de 8 se trouve i t , au- 
dessous de i t se trouve 4 , au-dessous de 4 se trouve i Ou forme 
ainsi le premier cycle 

i, 8, ii, 4- 

Eu partant du nombre 2, on forme un deuxi^me cycle 
2, 6, 14, io, i 5 , 7. 
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En partant du norabre 3, qm ne figure pas dans les deux cycles 
prdcddents, on forme un troisi^me cycle 

3 , 12, 9, 13 ; 

enfin ll reste le cycle formd par un seul nombre, 5. 

Cela posd, l’dchange de deux dements augmente ou diminue, de 
i, le nombre des cycles de la permutation, suivanl que les dldments 
dchangds appartiennent au m6me cycle ou a des cycles diffdrents 
On en ddduil que deux permutations appartiennent a une m&me 
classe ou & des classes diffdrentes suivant que les nombres de leurs 
cycles sont ou ne sont pas de m£me pantd 

Pour determiner la classe, on remarquera que la permutation 
suivant l’ordre naturel contient un nombre de cycles dgal an 
nombre des elements de la permutation 

La theorie des inversions et des cycles trouve son application 
dans un grand nombre de questions d’Alg^bre, le lectern* trouvera 
une interpretation mteressante de celte theorie dans le jeu da Tct- 
quin (voir nos Recreations mathimatiques) 

Exemple I — Ou appellc icart d'uu eldmcnt la difference entre son 
rang dans la suite naturcllc et son rang dans unc permutation Ddmon- 
Irer que si Ton suppnmc un teime quelconquc d’une permutation des 
a premiers cntiers, la variation du nombre des inversions cst de milinc 
pantd que 1’crarl du terme 

Exemple II — Apids avoir formd le tableau C£ des combinaisons 
simples de p lettres, prises q a q, on suppose que a lettres dcvicnnent 
les mdraes que a, quel cst le nombre des combinaisons diffcicnles? 

Les combinaisons qui contiennent r fois a sont en nombic 

M- r 

et il faut faire la somrae dc ccs expressions de r = o u / = a 
Exemple III — On forme le tableau des arrangements simples dc 
p lettres prises q & q\ on suppose ensuitc que a lettres sont les lndmcs 
que a, combien y a-l-il d’airangcinents diffdients 9 
Les arrangements qui contiennent r fois a correspondent, en rcLiranl 
cctte lcttre, & une combinaison G^Za , introduisons r fois a dans ccttc 
combinaison et permutons les lettres de toutes les manidrcs possibles , 
nous obtenons des arrangements differents en nombre 
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ot ll faut ensuite faire la somme de ccs expressions de r = o & r = a, en 
supposanl oI = i. 

Exemple TV — Parmi toutcs Ies permutations de q lettres, combien y en 
a-t-i] qui contiennent une, deu\, trois, , lettres a dcs rangs ddsignds 

Exemple V — On a la formulc 

C^-4-(#i -2)C"- 2 G»4- = C"^ 

p + q 

En cITcl, soient p objels d'unc premiere espdce et q d’une seconde 
Si I’on forme toules Ies combinaisons de ces (p -+- q) objets, pris n & n , et que 
dans chacune d'elles on mclte successivement Si la premidrc place chacun 
des objets qui s’y Lrouvent, sans s’occuper de l’ordredes autres, le nombrc 
dcs dispositions obtenues sera nC!p +rj . 

Ges dispositions pcuvent se partager en deux classes celles qui commen- 
cent par un des p objets de la premise espdce et celles qui commenccnt 
par un des q objets de la scconde espdce Lc nombre des groupes de la pre- 
midie classe est precisement le premier membre de la formule & ddmontrci, 
et, comme chacun des objets sc trouve au prcmiei rang lc mdme nombie 
de fois, le rapport du nombrc des dispositions de la premidie classe au 

nombie total des dispositions est dgal u • (H Lacrent ) 


E. L. - I 
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CHAPITRE VII. 


LA G&OAI&TRIE DE SITUATION 


Nous placerons lci quelques considerations gdndrales sui plu- 
hieurs probleines de la Geometric de situation, ces problemes 
rapporlcnl direcLemenl a rArithmdLiquc, car leur solulion depend 
de la throne des combinaisons 

LES ECHIQUTERS ARITHMETIQUES. 

Nous avons montr6, au Ghapitre VI, l’emploi de I’^clnquier, 
pour la solution de divers probl&mes d’Arilhmelique, nous don- 
uerons encore, dans ce Chapitre et dans les suivants, quelques 
autres exemples qui permetLenl de simplifier et de gendraliser les 
methodes de solution de problemesc6l6bres, dont la difficult^ avail 
signals par Euler, nous cilerons, en particuher, le problimc 
des rencontres et celui de la decomposition d’un polygone en 
triangles, par des diagonales 

Tout dcbiquicr arilhin6lique estun tableau, fim on indefim, dc 
nombres places dans les cases de caries 6gaux et contigus ces 
termes se deduisent les uns des autres d’apris une loi de forma¬ 
tion sp^ciale, lm^aire, permanente dans toute l’etendue du tableau, 
les conditions initiates peuvent 6tre arbitrages, raais, en general, 
on suppose connus tous les termes d’une colonne vcrticale et 
ceux d’une demi-rangee horizontal ou diagonale. Ainsi, tout 
tableau de sommes et de differences est un ednquicr antlimdtique, 
d’adleurs on a immddialement cette propridt^ fondamentale : Si 
plusieurs 6chiquiersontlam6meloideformation, ilen estdemibnc 
pour l’dcbiquier obtenu en superposant les dcbiquiers donnes, 
aprds avoir multiple tous les termes d’un m£ine echiquier, par 
un nombre quelconque, positif ou n^gatif. 
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53. Le carr6 arithm6tique — II est d^fini par une colonne et 
par une demi-rangde d’unit^s, on forme un terme quelconque 
par l’addilion de celui qui le pr6c6de et de celui qui le surmonte 


Fig 3 q 

F- 


[ i 1 i [ i r i 


A 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

3 

6 

10 

i 5 

21 

28 

36 

4 

10 

20 

35 

56 

CO 

120 

5 

i 5 

35 

70 

126 

210 

33 o 

G 

21 

56 

126 

252 

4b2 

792 

7 

28 

84 

2T0 

462 

924 

1716 

8 

36 

120 

33 o 

792 

1716 

3432 


Carrd arithmdLique de Fei mat 


Si l’on ddsigne par F£ le terme contenu dans la (a: + i) lUD,e 
ligne et dans la (y + i) 1Lmc colonne, on a par ddQmlion 

F^ = Fr 1 4-FJ_, 


On forme ainsi le triangle arithmtStiqne de Pascal, dans une 
disposition sp^cialc plus symdtnque et plus comfnode pour l.i 
suite des calculs, d’ailleurs la lot de formation nous montre que 
tout terme F* du tableau est le nombre demam&res de se rendre 
de la case (o, o) 4 la case (x, y), comme dans la marche de la lour 
au jeu des 6checs, par d^placements d’un seul pas dans les deux 
sens | et . Si l’on d^signe les deux sens par a et b, 4 cliacun des 
d^placeraents indiqu^s correspond une permutation avec rdp^ti- 
lion de x lettres a et de^ lettres 6, et inversemenl. On a done 


n = c*+ y = { x +y)\ = CL., = Fi 


.r+j 


Le carrd arithm^tique ne diff&re pas du Tableau des nombres 
figures, qui a 6li £tudid par Fermat (n° 38), mais la m^thode de 
calcul pour obtenir l’expression d’un terme quelconque du Ta¬ 
bleau, en ne passant que par les permutations avec rdpdtition de 
deux 6l6ments, est beaucoup plus simple que la m^thode ant£- 




LE9 NOMBRES ENT1ERS 


84 LIVRE I — 

rieure de Fermat, pour le calcul des nombres figures et des combi- 
naisons. 

54. J-Sohiquier triangulaire . — II a 616 consid^r^ par M Delan- 
jjoy et appliqud a la solution de probl^mes difficiles sur le Calcul 
des probability (<). Dddoublons le carr 6 arithm^tique, changeons 
lous les signes du carrd supdrieur et transportons-le sur l’autre, de 
telle sorte que la parall61e au-dessous de la diagonale ^ vienne 
coincider avec la parall61e situ^e au-dessus, nous obtenons alors 
line transversale forrade de z 6 ros, et en nous bornant k la partie 
commune des deux dchiquiers qui est situ4e au-dessous de celte 
ligne, nous avons le Tableau (Jig 33) 

Fig 33 

T- y 

I 0 
1 i 0 

19 2 0 

1 3 5 5 0 

i 4 9 14 14 0 

j 5 14 ?8 4^ 4^ 0 

1 G 20 48 90 i3a i3a 0 

l 7 27 75 1 65 297 4^9 429 0 

x 

lichiquicr triangulaire de Dclannoy 

La lot de formation dc l’<3chiquier est semblable 4 celle du carrd 
arithmdtique; cliacun des Lermes du Tableau repr^sente le nombre 
dc manures de se rendre de la premiere case, par deplacements 
succcssifs d’un seul pas, dans les deux sens et —mais sans tra¬ 
verser la diagonale, c’est-4-dire de telle sorte qu’4 un instant quel- 
conque le nombre des pas horizontaux ne d4passe jamais le 
noinbre des pas verticaux. 

En desjgnanl par TJ le terme de la (#-l-i) l6mo bgne et de la 
(y + O ' 13 " 10 colonne, on a, par definition, 

T^ = F^-F^\, 


(1) H Delannot, Emploi de Vechiquier pour la solution de problinies 
arithmetiqucs Congr&s de Nancy, Paris et Limoges — Sur la durie du jeu 
( Bulletin de la Society mathematique, t XVI) 
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et, par suite, 


_ r-y + i y 

1 X ~ ~ , , ^+1’ 


Pourles nombres de la diagonale, 

T* = - 1 — Cf, 

x .z-i-i 8 

Si l’on continue le Tableau au-dessus de la ligne des zeros, on 
voit mimddiatemenl que les termes symdtriquement places par 
rapport k cette ligne sont dgaux. et de signes contraires. 

Remarque. — On voit encore quc le9 termes tlu Tableau, renfermcs dans 
l’angleruTy, ct situds sui une mimeparallile&ladiagonale sont respcc- 
tivemcnt les coefficients du developpcraent de 

(i — -s)([ + z) n 

Le carrd arilhmdtique possede de nombrcuses propndlds qu’il est facile 
de ddduire de celles que nous avons dtablies auxn°® 4 et 10 On les trouve 
reproduces dans les fig 34 et 35 , par suite, les mimes propridtds s’ap- 

Fig. 34 



pliqucront & 1’dcbiquicr tnangulaire supposd prolongd inddflniment, cn 
rempla^ant dans les formules, en fonction des combinaisons On par- 

Fig 35 



vient ainsi & de nombreuscs relations, on en obtient d’autres, en appli- 
quant aux coefficients de (i — a)(n-s)« le proeddd de demonstration 
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quc nous avons mdiqud au n° 74 . Ainsi l’on pcut trouver facdement, poui 
I’cclncjuicr Inangulaire restraint, la somme de terme 9 consdcutifs d’une 
ligne ou d'uuc colonnc, la somme alternde de termes consdcutifs d’une 
paiallfile a la diagonale ascenclante, ou la somme des cands de tous Lcs 
tcimcs d’une telle ligne 

Example I — Ddtei miner Je nombie des permutations avec repetition 
de x lettres a et d c, y lettres b qui commencent par a ou pai b 

On iiou\e iespeciivcment 

Q£+)-l 1 

E rcmple If — Pai mi lcs permutations qui commencent par a, dctei- 
mincr le nombre de cellcs qui sont telles qu’en s’arrdtant &unc lettre quel- 
runqiic, lc nombre des b ne soit jamais supdncui a celui des a 

On trouve T^_! -- — ^I+j-i’ P ai suite, le nombie des permu¬ 

tations commuufont pnr a , qui possddent la propridld opposec, est 
.V n' 

r u e+J-i' 

Example III (Problems des deux files de soldats) — De combien de 
maiudrcs pcul-on disposer des nombres tous diflerents sur deu^ langees 
purallulcs, dr telle soiLe quc lcs nombres adlent toujours cn croissant, dr 
gauche ti ilroile, et de linut cn bus 

Supposons d’nbord u == ia et qu’il s’agissc de placer les nombres sui 
dru\ r.ingecs egales, conformdmcnt nu\ conditions de l’dnoncd Gonsidd- 
rons unc des marclics, par ddplaccments et —>- sur l’dchiquicr triangu- 
Imrc ilefi, pour so rendre de o sur le coin opposd en diagonale Si I’on deni 

Fig. 36 

0 

1 

2 


Lcs files dc soldats. 

bucccsstvemcnl lcs nombres 1,9, 3 , . , en passant de l’autic eftte dc lu 
ligne, toutes lcs fois qu’ellc se brise, et si l’on dcrit sur dcu\ rangs les 
nombres situds de part et d'aulrc, on forme lc Tableau 



2 > 4 j 7 j 9 » 

3 , 5 , 6 , 8 , 11, 12, 
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qui rcmplil les conditions de l’dnoncd. Inversement, toute disposition sur 
deux rangdes, conforme aux conditions de l’dnoncd, conduit a une marche 
sur l’dchiquier triangulaire Ainsi le nombre des files egales, pour in 

nombies donnes, a pour expiession TJ} = ^ y G^',, 

Example IV — Si Ton remplace TJJ par t n , on a la formule 


tn +1 = *«■+■ t\ ln-\ H“ "t - In— 1 h + 


En cffet, si Ton considdie 1’dclnquiei Lnangulauc ayant a 0 fl«H poui 
bypotdnuse, t n+i designc le nombic des marches pai pas •j' et —>■ poui 
alter de flu & a n+ \ Le nombre de celles qui passent par a,,, sans passer 
par a], a 2 , a P -\, est dvidemment dgal au nomine des marches de b t 

a b n - p , multiplid pai le nombre des marches de a n - p & a, i+1 , e’est-a-diic 
htn- p tp En faisant p = i, 2, , n, et en sorarnanl, on oblienL la formule 

demandde 

Fig 3 7 
«o 

b\ ct 1 

La (fj, 

bj a a 

b\ a , 
bs a* 


Exemple V — Udmontiei la Toimule 

f«-i— C,' 4 /„-3— =0 

Exemple VI — Trouver la somme de lous les termes conlenus dans 
les x prcmidies lignes et les y pieraidres colonnes du carrd aiithmdtiquc 
Exemple VII — Si I’on remplace, pour ahrdger, F" = G'j'„ pai q n , et si 
Ton suppose g Q =i, on a la foimule 

71 ?«-i -+- + 7«-1 ?i -+- qn<lQ= 2 2 " 

Cette formule se ddmontre, comme & 1 ’Exemple IV, en classanl les 
mai ches de la tour qui joignent l’oi lgiue a loutes les cases d’unc paralldle 
a la diagonalc asrendanle f , d’aprds le nombre de celles qui vont de l’on- 
ginc d a n et qui passent par a p , sans passer par a Jt a 2 , . , a p _i {Jig 37) 

Exemple VIII — Demontier que la somme allernce 

— ?i qn -1+ — ■ •• +(—0 ,4 (7«(7u 

est nulle poui n impaii, et egalc a i"q v pour n pair dgal a 2v 
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Exemplc LY. — On a l’ldenutd 

■Mn + \ 7.7— + 3 7.7— + .. + —?.?.= »>» 3^4 6 (■.»+,) 

S5. Pentagons arithmdtique. — G’est une generalisation de la 
loi dc construction de l’echiquier triangulaire. Au lieu de super- 
poser lcs pnrall&les voisines de la diagonale des deux carres arith- 
inetiques, on peuL superposer celles qui en sont distantes de b 
mtervailcs Supposons, par exemple, b =4; on a le Tableau sui- 
vnnL (Jig- 38) : 

Fig 38 


] 

i 

I 

0 




2 

1 

4 

4 

0 



3 

(i 

IO 

if 

*4 

0 


/ 

IO 

20 

3f 

00 

VT 

OO 

0 

> 

i j 

35 

f >9 

117 

1 65 

i G 5 

0 

21 

5 G 

iv5 

>t\ » 

407 

572 

7 

28 

84 

209 

4 ji 

858 

1 | 3 o 


Pentagone ariLlunlLique clc Dclannoy 

Si I’mi dcsigno par P*, un terme quelconque, on a done, en ob¬ 
servant quo le second eclnquier a dtd reraonte de b rangs, puis 
■ivance de b rangs vers la droitc 

Pi = F' r - 

on encore 

p>__pi+ft 

1 x — '-'.c+y «+j 

lin parlicuher, si l’on faity = x + 6, on retrouve P^= o; pour 
les nonibres siluds immediatcment au-dessous des zdros, on a 

1, et P&= — 

y Hr I 

Los propridLes fondamcnlales duTableau des sommes, adaptecs 
an carrc aritlmidLiquc, subsistentdans le pentagone, puisque celui- 
ei est la difference de deux carres anthmdtiques. 

66 . Hexagone arithmdtique —L’hexagonearithmdtiquesefonne 
par le meme proeddd que le carrd, le triangle et le pentagone, 
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mais on suppose 4 l’avance que les cases de deux Lransversales 
paralleles & la diagonale descendant \ sonl garnies de zeros. 


Fig. 3g 

II- y 

1 I I I 0 

1234 4 0 

1 3 6 ro 14 14 0 

0 3 9 19 33 47 47 0 

0 9 28 6r 108 1 55 i 55 

0 28 89 197 352 507 

x 

Hexagonc arilkmdtiquc dc Delannoy 


Ainsi la Jig. 3 p represen te l’hexagone anthm^tique pour# = 3 
ct b = 4, en designant par a l’abscisse du zero de la premiere co- 
lonne et par b I’ordonn^e du z£ro de la premiere ligne Un terme 
quelcopque de l’hexagone est Ja somme de l’une ou l’autre des 
suites de differences 

( 1 ) (- c? l -# a+b '- b i 

on 

pour toutes les valeurs o, 1, 2, 3 , ..., h de h qui ne rendent pas 
ndgatifs les indices supdrieurs. En effet, on voit d’abord que ces 
deux sommes sont les m&ines, car chacun des premiers termes 
d’une difference quelcouque de la premiere suite est egal au der¬ 
nier lenne de la difference de rang precedent dans la seconde 
suite. On voit ensuite que, pour x =y — b , c’esl-ik-dire pour tous 
les nombres situes sur la paraliele superieure 4 la diagonale, au- 
dessus, on aHJ=o, car toutes les differences (1) s’annulent; de 
m4me, pour^ = x — a , c’est-ik-dire pour tous les nombres situes 
sur la paraliele au-dessous de la diagonale, on a encore IE£ = 0, 
car toutes les differences (2) s’annulent. En outre, sur les axes H x 
etH y, pour a; = o ely < b ou pourj^ = 0 et x < #, cbaque terme 
de l’une ou l’autre des expressions precedentes donne H£ = 1 
D’ailleurs, toute difference donnee par l’une des expressions (1) 
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on (4) reprdsente le ternne d’un 6chiquier penlagoual, soumis a la 
loi de formation du carr^ arilhm^lique Et l’on sait qu’il en est de 
mfime dans la superposition d’ecinquicrs soumis a cetle m^me 
loi. c. Q F. D 

La consideration de l’dchiquier hexagonal de M. Delannoy permet do 
idsoudie lmmedialement le piohldme suivant surlejcudc dames Unc so¬ 
lution bcaucoup moms simple a die donate dans un inteiessant Mdmoue, 
par M D Andre (Bulletin de la Soc math , t VII, p 43 ) 

Exemple I — Sur un dainier pidsentanl une Iaigeur donnde de cases 
ct une hauteur inddfime, pnr combien de cliemins un pion qui ne recule 
jamais ct qui part d’une case donnde peut-il arnvei a une autic case 
donnde? 

Le displacement du pion, au jeu de dames, se fait par pas successifs, dans 
les deux sens sur des cases dc mdme couleui, tandis que lcs holds 

du ilnmici xi' ct yy' sont patallclcs a la direction Soil M la position 

Fig 40 

x n IM h y 

_ _B_ _ 


I I 

x' y 

du pion sur le bord supdneur du danuer, dc telle sorte que a"M ct Mj' con- 
Licnnent rcspeclivcment a et b cases Si I’oa fail tournee le damiei d’1111 
demi-quai t de tour dans* le sens oppose auv aiguilles d’unc raonlre, les 
displacements du pion duvienncnt parolldles aux directions ctc’esl- 
a-dire parallels u ceuv d'unc tour, tandis que lcs bords vcilicaux xx' 
<“t yy' deviennent puialldlcs £1 In diagonale On est ainsi ramcnc a la con¬ 
sideration de l’liexagone arithmeiique ( Voir n" 6 , Example III ) 

LES POLYGONES 

57. Decomposition des polygones convenes. — lls’agitde trou- 
ver Loutes les manures de decomposer un polygone convexe en 
triangles au moycn de diagonales qui ne se rencontrenl pas dans 
l’intdrjeur du polygone. On observera d’abord que le nombie des 
diagonales d* un polygone convexe est 6gal d jn(n— 3), puis- 
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que l’on peut joindre chaque sommet & (n — 3) autres et que 
cliaqae diagonale est comptde deux fois Mais, dans la decomposi¬ 
tion que nous avons en vue, on ne trace pas touLes les diagonales; 
il s’agit done de determiner d’abord le nombre des diagonales qu’il 
faut tracer pour diviser le polygone en triangles conformement 
aux conditions enoncdes. Pom decomposer un poly gone co/wcxc 
de n cdtes en ti langles , au moyen de diagonales qm ne se 
i encontrent pas dans l' inter leur da poly gone, il faut U acei 
(n — 3) diagonales formant ( n — a) ti tangles ( ( ) En efFet, le 
theor^me, verifie pour les premieres valeurs de n : s’dtend facile- 
ment au cas de (n + 1 ) c6te? 

Nous donnerons d’abord une solution analytique du probl£me, 
disLincte de toutes les metliodes connues jusqu’a present et qui 
fourml denouveaux resullats. Elle consiste & compter les solutions 
d’apr^s le nombre des diagonales qui partent d’un sommet deter¬ 
mine. Designonspar le nombre des decompositions d’unpolj-- 
gone de (x + 3) c6tes en (#-|-i) triangles par# diagonales, eL 
Lelies qu'il aboutisse (x — y) diagonales & un sommet determine 
Si 1’on construit un tableau a double entree pour les valeurs suc- 
cessives de x et d ey^x, on forme precisemenl l’echiquier Lnan- 
gulaire de Delannoy (fig. 33, p. 84) On tiouve done, par l’ob- 
servaLion immediate, la relaLion 

ptf-J _ TO 

1 JT+J — 1 


par consequent, la loi de formation de l’dcbiquier couduiL a la 
lonnule 


P 


X-Y 

JM-3 


= P 


JT+3 


4 -P 


j :+2 


1 


que nous allons demontrer directement Soit ABC . .. HKL un 
polygone de (x + 3) c6tes et A un sommet determine. Considerons 
Pune quelconque des decompositions telles que (x — y) diagonales 
aboutissent au sommet A. Deux cas peuvent se presenter, suivant 
qu’il ne part aucune diagonale du soinmetL on qu’une ou plusieurs 
y aboutissent. 

Dans le premier cas, la diagonale AK se trouve tracee et si Pon 


(’) Ce theoiimc r^sulte imm6dintemcnt de ce que la somraedes angles de tous 
les triangles doit £trc £gale a celle des angles du polygone, mats la demonstration 
du tcxlc est independante du pos tula turn d’EuaLiDE 
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supprime le triangle AKL, ll resle un polygone de (#+ 2 ) cdtes 
divisd en x triangles; mais, da soramet A, il ne part plus que 
(x — y — 1 ) diagonales, puisque AK devientun c6tA 

Dans le second cas, si une ou plusieurs diagonales abouLissent 
cn L, la diagonale AK n’est pas trac^e, et si l’on consid^re le 
faisceau des diagonales trac^es du point L, on peut faire glisser 
son soramet le long de LKjusqu’en K; mais l’une des diagonales 
du faisceau vient coincider, soit sur le c6t£ KH, soil sur une autre 
diagonale lir<l*e de K, on remplace alors la diagonale supprimde 
par AK, et l’on obtient ainsi une decomposition d’un polygone 
do (.r + 3) edies, mais avec une diagonale en plus aboutissant au 
sommel A. En faisan t l’opdration inverse, on d6montre l’exactitude 
de la forniule de recurrence et, parsuiLe, celledela formule pr6cd- 
dcnlc. 

Ainsi, la nombre des decompositions d'un polygone de (a:+ 3) 
colt's par x dirtgonalas, at telles que {x — y) diagonales abou- 
hssentu un sommel dcsigne , est dgal d 


ii) 


_ x-y-hi y 

* ■ u .r 




Pour obtenir la total P n+2 de toules les decompositions d'un 
l oiygone da (n + •>) coles en ti tangles, il suffit de prendre la 
soinnic dc tons les ternics de la ligne correspondante de Pdchi- 
quicr Irinngulaire, mais cclte sorame est dgalc au nombre place 
imniediutcmcnt au-dessous du dernier terme consid^re. On a done 


/ \ ii _ * rjrt _ ( a n 1 1 


t 3 5 (in — 1 ) 
(11 -l-1 ) I 


Aii lieu de tracer (n — 3) diagonales d’un polygone de /icfltds, 
pour le decomposer, on pent en tracer une de moms, et la de¬ 
composition conticnt un quadrilat6re. En suivant notre methode, 
on pent construirc le tableau des decompositions par la conside¬ 
ration d’un sommel ddsignd. On peut aussi tracer deux diago¬ 
nals de moins, et cliaque decomposition contiendra deux quadri- 
laLercs ou un pentagone, et ainsi de suite. On arrive ainsi a dc 
nombreuses formules que nous laissons au lecteur le soin d’dtn- 
blir. E 11 prenaut, dans cliaque cas, le total des solutions pour un 
polygone dc n c6tes, on parvient k la demonstration de ce thdo- 
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r6me, £nonc6 par Prouhet sous une forme peu differente (Nouv 
Ann. de Math., a° s£rie, L. V, p 384). 

Le nombre des manures de decomposer un poly gone con- 
vexe de n cdtes, en ( d-h i) parties, au moyen de d diagonales 
qm ne se coupent pas & Vmtd/ieur du poly gone, esl 

X^^-CjUDg 

Les letlres C et D designent respectivement des combinaisons 
simples et des combinaisons completes. En remplaqant n par 
(n -+- 2 ) et d par (n — 1 ), on retrouve la fonnule ( 2 ) D’ailleurs, 
on peut encore dtudier le cas oil Ton Lrace, dans un poljgone de n 
c6fes, plus de (11 — 3) diagonales, avec certames conditions d’in- 
terseclion. 

Remarque — En rdsume, les probfemes suivants Decompo¬ 
sition d'un poly gone en triangles — Les deux files de soldats 
— Permutations figuides qui coincident avec elles-mdmes en 
faisant tom net Vechiquier d’un quait de tour. — Permuta¬ 
tions fi guides symdtmques pa/ lappo/t d une diagonale et 
n'ayant aucune tour sur cette diagonale. — Manic/ es d'ejfec- 
tuer le produit de facteurs mdgaux — Ddplacements de la 
tour sur Vdchiquicr triangulau e — Pe/ mutations avec repd- 
tition de deux lettres — Ma/ches du pion au jeu de dames, 
cL d’autres, que nous traiterons plus tard, tels que Les fractions 
dtagdes. — Le scruti/i de ballottage, reviennentl’un 41’aulre, tant 
il est vrai que les v&rifes matb^matiques de l’ordre arithnfetique 
sont peu nombreuses; souvent des v6rifes qui paraissent distinctes 
el £loign£es l’une de l’autre ne different que par la forme exfe- 
neure et, en quelque sorte, par le vGtementqui les couvre 

Exemple I — Le nombre des points d’intersection des diagonales d’un 
polygone de n c6t6s, 4 l’mt^rieur de ce polygone, est £gal 4 G, 4 t , si trois 
diagonales ne concourent pas en un m6me point — En effet, le nombre de 
ces points est 6gal au nombre C, 4 t des quadrilat&res int£ricurs que l'on peut 
former avec quatre des n sommets du polygone 
Exemple II. — Si l’on joint de Loutes les mamdres possibles n points 
d'un plan, les lignes de jonction se coupent en 3C£ nouveaux points 
En effet, les c6t6s opposes des quadnlat&res consid^rds dans l’excmple 
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precedent sc coupcnt en deux aulres points, distincls des sommels el du 
point d’in lersection dcs diagonales 

iulrcmrnt — Le nombie dc toutes les lignes de jonction esl G, 2 t , le 
nomine do tonics Ics lignes de jonction. qui ne passent pas par deux points 
designds est GJJ.j ; par suite, puisque cliaque point d’interseclion se trouve 
sur <lcux droilcs, le nombie dcs points d’lntersection de Louies les lignes, 
.intros qnc les n points donnes, cst 

i pi _ /i (n 1 } ( n 2 ) (it 3) g p j 

a Vj « - y - J W 

Example 111. — Dans un polygonc convcxc dc n c6l6s, le nombre des 
points exlericurs d’lntciscclion des diagonales est dgal 

-fj n ( n — 3 ) ( n — 4 ) (— 5 ) 

I0n olloi, le nombre des diagonales qui ne passent pas par deux sommels 
desigm's esl 

1 nut - 3 )'— 7 (n — 3) -t- i = }(/a 2 — 7 / 1 -H i4 j, 

p.u suite, le nombre dc tons les [mints d’inicisection des diagonales, tant 
.i I’nileneiir ipi'n I’extcricur du polygonc, cst 

- 3 ) (n 2 — 7 /i-t- i (), 

si I’oii on letraiielie le nombre GJ 1 , dcs points d’inLei section a I'lnteriear du 
poljgmie, oil tiouvc l.i lorinulc dcmandiie 

E rrmpfr II' — Ancicnne nidLhodc pour trouver Jc nombi e dos manures 
de deioinposei un polygonc cn triangles par dcs diagonales 

.Soil AUG . HKL un polygonc dc (/i + i) cotds, ddsignons par P n+ i le 
nombie des in.micros dc le drcoinposei en Lnnngles Le nombre des dd- 
eoinposiiions dnnl f.nt panic lc Lrinngle ABC est dvidemment P„, nombre 
dc decompositions du polygonc AG .IIKL,lc nombre des ddcompositions 
dont f.iit purtic le triangle ABD csr P 3 P«-i, car lc triangle BCD peut se 
i oiiibiuei aver eliucun des P,*-, inodes dc decomposition lelalifs au poly- 
gone \DE. .KL, lc nombre dcs decompositions dont fait partie le tri¬ 
angle ABU est car cliaque mode relatif au quadnlatdic BGDE doit 

sr (ombiiier imic rhneune des decompositions du polygone AEF. .KL, 
el ninsl de suite J’msquc l’on obtient toutes les decompositions possibles 
el < liaeune line sculo fois, on a done 

(i) P/m- 1 1 H- P 3 P«-i H- P/tP/i-a-H- ■ •+ P«-i P 3 + 

Gonsiduroiis maintcnant lc polygonc ABC . UK de tl cdtds, et exami- 
110 , 1 s les modes de decomposition danslesquels on emploie cbacune des dia¬ 
gonales issues du sommet A. Par un laisonnement aaaloguc A celui qui 
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pi^c^de, on voil que pour AG Ic nombre des decompositions cst P a P, t _, 
poui AD ll estegal & P 4 P, 4 _2, et ainsi de suile En rtipclant Ja mtime ope- 
raLion pour tous Ics sommets, le nombic toLal des modes considers sera 
done 

rt(Pj P n-l +P*P«-S+ "l-Prt-sPi+P/i-lPj) 


On obtient de cette manidre toutes Ies decompositions possibles, mais 
on Ies trouve ainsi plusieuis fois. En effet, chaque decomposition se fait an 
rnoycn de (n — 2 ) triangles ayant (3/4— 6) cotes ct dans lcsquels Ies n 
cot^s du polygone cntient cliacun une seule Ibis, done (in — 6) cOlds sont 
formes par Ies diagonalcs, et, comme cliacune dc cellcs-ci appartient& deu\ 
ti langlcs, on voit quo cliaque mode emploie (n — 3) diagonales Or toule 
decomposition doit evidemment se repioduire autant de fois que Jes (/1 — 3) 
diagonales qui y entrent ont d’e\lreraites, e’est-a-due (in — 6) fois, on a 
done 


P 


n 


11 ( P3 P n —1 ~t~ P» P;i -2 ~t~ ~t~ P n —2 P t -+- P n—l P3) 

2/4 — 0 


La comparaison des deux egalitds piecedentes donne 


(») 


P H- J r\ — 


f\ n — fi 


-- p„ 


par suite 


f3) 


P //+2 — 


1 G 10 (4 n- — 2 ) 

( n -+■ i^l 


2“ 


1 3 5 f *> n — 1 ) 
(k-I-l)I 


Go piobleme cdlebic a dte pose par Euleh a Srgneb, qui a donne la for- 
inule ( 1 ) dans le Lome VII des Novi Conimentarii, la formulc ( 2 ) paralt 
due a Euler Cette question a etc developpee pai L\me, Catalan, Rodiu- 
ours et Biiset dans les tomes III et IV du Journal de Liouville On n 
encoi e la foi mule 


P/t+ L — P, 4 C*_, Pra-l — =0 

Exeniple V — Gonnaissant le nombie /1 des triangles nc contcnanL 
([u’une seule diagonale, dans la decomposition d’un polygone de n cotes en 
( n — 2 ) triangles par (/i — 3) diagonales, Liouver les nombies fa ct fa des 
Lnanglcs contcnant deux, ct Liois diagonales. 

On a injmediatement 

1 1 fa —fa = fl — 2, 

2 1 1 —1~ ti = n , 

d’oii I’on Lire 

ti = n — 2 ?!, 
fa — 1 1 — 2 


Ainsi fa cst au moms dgal & 2 On peut former un tableau a double 
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entree conlenant les nombres des decompositions de P ft , en prenanl pom 
coordonnees n et on obtiendra amai de nouvelles formulcs 

Exemple VI — Le nombre dea mameres de decomposer un polygone dc 
[p — i) g -h i c6tes, en q polygones de p cdies, est 

.(W-ag-t- a) ( H.-M Tailor.) 

I 2.3 .,q 

LES RESEAUX 

58 Lea rdseaux. — Ua rdseau gdometrique est le systdme forme 
par des points A, B, C, . , disposes d’une maniple quelconque 

dans l’espace, et rclids entre eux par une ou plusieurs lignes, 
droites ou courbes, que l’on appelle chemins Les points A, B, 
C, .... sont appeles can cfours. Un carrefour est (hlpau ou im¬ 
pair, suivant que le nombre des chemins qui y aboutisseut est pair 
ou impair Un rdseau est continu quand un mobile place sur I’uji 
des chemins, ou sur l’un des carrefours, penl se rendre a un autre 
point quelconque sans quitter les chemins Dans son Mdmoire sin 
lc Piobleme des pouts de Konigsbei g (*), Euler a indiqiid deu\ 
theordmes qui se rapporLent 6. ce sujet Nous donncrons d’abord 
I’dnonce et une demonstration tres simple du premier d’entrc 
eux 

Lot squ un rdseau tenfetme des cat refoiu s inipau s, ccux-ci 
sont en nombic pan. — En efiet, si I’on fait le compte de tous 
les chemins qui aboulissent 4 chacun des carrefours, la somme de 
tous les nombres obtenus est un nombre pair, puisque chaque 
chcrnin a dtd compte deux fois. Cette somrae dtant un nombre 
pair, ll faut ndeessairement que, parmi les nombres entiers qui I’ont 
fournie, ceux qui sont impairs soient en nombre pair 

Exemple I — Galculci Ic nounbre des sauts du cavalier des echoes 
sur un dchiquier rcctangulairc forme dc p lignes et de q eolonnes 

On peut passer de 1 'unc dcs (q —i) picmiercs eolonnes h la eolonnesui- 


( 1 ) Euler, Solulio problematic ad Geomet/iam situs pcrtincntis, dans les 
Mdmoires de 1 ’A.caddmie dcs Sciences de Berlin, pour 1769 Pour plus dc details, 
roir nos Recreations matkdmatiques, t I, au Chap lire intitule Le jeu des ponts 
et des ties, el une Note de M Em Lemoine sur Quelques questions de Geome- 
iue de position (Congrds d’Algcr) 
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vante par (p — 2 ) sauts descendants et par Ie mdme nombre de sauts as¬ 
cendants ,on a done 

9 (p — 2 )(g - 1 ) 

9auts, et un nombie dgaJ en chevauchant de la drone veis la gauche 
De mdme, en passant & la ligne prdeddente ou a la suivantc, 1 1 y a un 
nombie de sauts egal au double de 

i{p—\){q - 2 ) 

Done le nombre des sauts du cavalier sur I’echiquier rectangulaa e 
de pq cases, en comptant I’aller et le retour, est 6gal au double de 

{'ip — 3) (iq —3) — 1 

Plus gdndralement, si le saut du cavaliei 9e compose de r pas dans un 
9en9 et de s pa9 dans l’autre, en supposaut r et s 1 espectiveraent plus petits 
que p et q, Ie nombre de9 sauts du cavalier, en comptant Taller er Ie retour, 
e9t Ie double de Texpiession 


{•?p — r - s){iq — / —s) — (r —s)=, 


cependant, on doit diviser ce nombre pai 2 , loisque I’un des nombres r, s 
ou (r — s) est nul 

On calcule le nombre des pas du roi en considerant celui-ci comme 
Tensemble de deu\ cavaliers donl Tun des pa9 est 1 et J'autic o ou i Ou 
trouve ainsi le double de 

t\ pq — 3/5 — 3y-(-2 

Sui I'dchiquier de p i cases, la tout peut dtre considdree comme Ten¬ 
semble de cavaliers dont Tun des pas est nul, et dont Tautre est Tun quel- 
conque des entiers plus petits que p On trouve ainsi que Ie nombie des 
ddplacements de la tour sur l’dchiquiei de cases e9l le double de 

p*{p-i) 

Sur 1’dchiquier de /5 2 cases, le 9ysldme des deux fous peut dire consi- 
ddrd comme Tensemble de cavaliers dont les pas dgaux sont lous les 
nombre9 entiers plus petits que p On trouve ainsi que le nombre des 
ddplacements des deux fou9 sur Tdchiquiei de p * cases est Ie double de 

*P(J>~ 0 ( 2 / 5 - 1 ) 

Enfin, la reme peut due considdrde, dans son mouvement, comme 
Tensemble d’une tour et des deux fou9, par 9uite, Ie nombre de 9e9 
ddplacements est le double de 

7P(p—i)(3p~i). 


E. L. — I. 


7 
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Exemple II — Le nombre des manidres de placer deux 1 ernes sur 
I’dchiquier de p s cases, de telle 9orte qu’elles ne soient pas en pri 9 e, c’est- 
4-dire qu'elles ne 9oient pas situdes 9ur une mfime ligne parallele aux bordg 
ou aux diagonales de I’dchiquier est 

\P(P — 0(P — a)(3jo — 1 ) 

En eflet, ce nombre est dgal a I’exces du nombre des corabin&isons des 
p 1 cases, pri9es deux 4 deux, sui la moitid du nombre de9 ddplacemenLs 
possibles de la remc, ou 


P i ( P i — 0 _ flip — y)(5p — r) 
d 

Le radmc calcul s’applique i d’auties pidce9 de l’dchiquier, et Ton trouve 
pour deux rots 

(P — l )(P ~ *)(p*-±- if - 2 ), 
et pour deux cavaheis 

— 1 )(/ ,3 -+-/ ja — 8 -t~ 16) 

Exemple III — Le piobldnie des tours au jeu des dchecs — Soit un 
dchiquicr rectongulairc de dimensions p et q, le piobldrac des r tours 
consisle i placei /• tours sur les pq cases de l’dchiquicr, mais de LelJc sortc 
quc deux quolconqucs d’entre elles ne soient pas situdes sur unc mfimc 
ligne ou sui unc mdmc colonne. Ddsignons par E, et E r _ ( le nombre des 
solutions du probldmc des r tour9 etdcs(r — 1 ) tour9 sui cct dchiquicr, on 
a d’nbord E l =pq, et, en supposant q^p, on voit que E, est nul pour 
/■ > <7 Si 1’on supprime 1’unc des r Lours d’une solution E,., on obtient une 
solution E r _ t ; mais, inversement, si Ton part d’une solution E,_j, on peut 
placer la 7^”° tour sur 1’unc des 

(p — J -hi)(g —r-+-i) 

cases libres, on a done la formule 

( 1 ) /’E r = (p~ r-hi)(q — r + i)E M , 

par suite, lc nombre E r est dgal 4 1’une des quatre expressions dquivn- 
lentcs 

(2) pqA^A.5, AjjCj, AJG^, r'C'pC'q, 

dans lesquellcs les lettres A et G ddsignent rcspectivement des airange- 
ments cl des combinnisons simples 

Supposons qu’on ait groupd les cases de I’dchiquier en deux portions 
absolument qaelconqacs, continues ou discontinues, ct que l’on connaisse 
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les solutions du probldme des r tours sur l’un des dchiquiers partiels, pour 
toutes Jes valeui’s der = oir=g, nous allons montrer comment on peut 
obtenn les solutions des r lours sur l’autre dchiquier partiel Les solutions 
du probldme des r tours sur I'dchiquicr de pq cases peuveut dtre distn- 
budes eu (r + i) classes, de telle sorte que la classe de rang (j + i) ren- 
ferme les solutions contenant (r — s ) tours sur le premier echiquier par- 
liel et s tours sur le second Nous ddsignerons par T£ Ie nombre des 
solutions de cette classe, on a done 

(3) E, =t®h-t; +t; 

Partons d’une solution de la classe s ; il y aura (p — r) colonnes et 
( q — r ) lignes formant ( p — r)(q — r) cases libres Bur I’une desquelles on 
pourra poser une nouvelle toui, on obtiendra amsi 

(p — r )(q — r ) T r 1 

positions qui apparticndront aux solutions du probldme des (r -f- i) tours sur 
I’dchiquiei de pq cases, et respectivement 4 la classe de rang s ou de rang 
(s-l-i), selon que la tour aura etd ajoutdc sur le premier dchiquier partiel 
ou sur le second Mais, inversement, en partant d’une solution du pro¬ 
bldme des (r + i) toui s sur I’dchiquier complet, on voit, par la suppression 
dc l’une quelconque d’entre elles, que les solutions de la classe s out did 
comptdes (7 — s -+- 2 ) fois cbacune, et que celles de la classe (s -+- 1 ) ont etd 
complies s fois, on a done 

( 0 (p — r)(q — r)T*r l = (1 — s -+- 2 ) T£{ -+- s Tj +I 

Les formulas (3) ct (4) permettent de rdsoudie le probldme des (/'-t-i) 
lours sui le second dchiquier partiel, lorsque le probldme des r lours cst 
connu sur cliacun d’eux, e’est-a-dire lorsque Ton connalt les nombres 

To TO T° pi T< T s T 1 

1 11 1 si j 1 1 i 0L 1 11 • j y r 

Soit, par excmple, l'dclnquier carrd de seize cases divise en deux frag¬ 
ments, lc premier dchiquier partiel est formd des cases du coin, repre- 

Fig 4 l. 

. X X . 

X X X X 
X X X X 
X X . 

Echiquier de 16 cases 

sentdes par des points (Jig 40> le second est reprdBentd par des croix. 
On a, pour le premier dchiquier partiel, 

T 1 = 4j T«= a , Tg = o, Tg=o, 
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la formule (4) devient 

(\ - r )* Tf-« = (z’ - s -h 2) TfcJ -h sTJ +1 , 
si I’on fail successiveraent 

;• = i, j r = 2 , /’ = 3, 

s = i; 2 } I s —- (} 2 j 3^ s = i) 2 , 3, 4, 

on tiouve 

T{ =12, T4=32, TJ = 8, T{ = o, 

T| = 38, TJ = 56, T J = 4, 

T3 = 32 , TJ=i6, 

T i = 4 

Gonsid6ron9 maintenant I’tfcluquicr carrd de 36 cases le premier dclu- 

l-’ig 4a. 

X X 

X X X X 
X X X X 
X X 

Jjicliiquicr dc 3G cases 

quid pailicl rcpicscnlc par dcs croiv cst le second eclnquicr de In figure 
pidcedcnte, on a done 

T® = iu, T°, = 38, T° = 3 ?, TJ = 4 
IjU lormulc de recuricnce devient 

(G — I’)»Tr l = (i -J 4-2)Tf.;{ + J T; H . I , 
ct, si Ton fait succcssivcment 

/ = i, r= 2, r = 3 , r = 4 , , =. 5, 

,s = i, 2 , s = i,2,3, s = i, 2 , 3j 4i s = 1 1 2 , 3, 4) 5, s = i, 2 } 3, 4) 5, 6, 

on trouve 

TJ = 24, T4 = 224, TJ = 5ia, TJ = 272, TJ = 16, TJ = o, 

T| = 188, TJ = 1280, TJ = 1896, T| = 512, TJ=8, 

Tg = 5 7 6, TJ= 25 7 6, T| = 2016, T|=i6o, 
TJ = 652, TJ = 1568, TJ= 384, 

Tg == 208, Tjj = 160, 
Tg = 8. 
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ConsidErons encore I’EchiquicL rectangulaire de 56 cases, le premier 
echiquier partiel contenant les points est Equivalent au second Echiquier 
partiel de la figure prEcEdente, on a done 

T? = 24, T« = i88, Tg = 576, T° = 652, Tg = 2o8, T« = 8, T» = 0 


Fig 43 



Echiquiei de 56 cases 


On formera Ie Tableau (fig 43) 


632 

3912 

8912 

6784 

1200 

16 

356 

5568 

2^702 

39904 

17362 

1 i 5 i 


1704 

19952 

63 io 4 

56672 

9648 



3532 

283 o 4 

52 l 52 

18688 




2816 

1 3 1 0 i 

9648 





63-2 

1152 






16 


tixemple IV — Le probllme des fous au jeu des tehees —JI s’agit de 
placer des fous sur les 64 cases de I’Echiquier, de telle sorte que deu\ quel- 
conqucs d’entre eu\ nc soient pas en prise, c’est-E-dirc ne soient pas situEs 
sur I'une ou I’autre des diagonales ou sur leurs paralleles II est Evident 
fjue les centres des cases blanches de I’Echiquier peuvent Etre considErEs 
comme placEs sur les crom de la figure prEcEdcntc, et la marche du lou 
devient celle de la Lour Done, d’apres le dernier calcul, on peut placer 
sur les cases blanches de l'Eclnquiei 

1, 2, 3, 4) 5, 6, 7 

fous et les nombres des solutions correspondantes sont 

3 a, 356 , 1704, 3532 , 2816, 632 , 16 

Nous dEsLgnerons respectivement ces nombres par en prenant pour r 
I’une des valeurs de 1 & 7; d’ailleurs f r est nul pour r > 7 
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Sul’ les cases blaaches ct noires de l’echiquiei, on pouna placer ju 9 qu a 
14 fou 9 , el si n designe I’un des nombies entiers de i & t4 1 le nombie F„ 
dc manicrcs de placer n fous sur les 64 cases de J’echiquiei e9tdonndpai 

F/i = fn -^-fifii-i a "+■ ■+/« 

Pour 11 = 8, on trouve 225229G0 solutions ( Perott , Bulletin de la Soc 
math , t XI ) 

Exemple V. — Le p/obldme des 1 ernes. — Ge probldme est tiaiK* 
complctcmcnt jusqu’aux iScliiquici s de 11 cases de cflt6, dans a 09 Ricria- 
tions niath6matiqlies (l J, 2 0 ddition) 

59 . Le tracd des rdseaux. — Dans le Mdmoire que nous avons 
cite plus haut, Eulek a encore ddmontrd la proposition suivante 
Tout / eseau continu qui nc conticnt que des can efoui s pairs 
petit Hredccnt d’un seul trail fo/manl uncu ciut ferme, sans 
omission m repetition, quel que soil le point de depart qui 
coincide avec le point d’ari ivee. 

Nous demontrerons ce tlidordmc en radme temps que le suivant, 
dnoned par Clausen dons le n° 494 des Astronomische Nachi ich- 
ten 1 Tout rdseau continu ayant 2 n points impairs pent dt/e 
deent en n halts continue, sans omission m repetition, et non 
en un mould/ e nombre 

En eCTet, si l’on part d’un point impair A et si 1 ’on chemine 
an hasard, sans repasser sur la mdme voie, on sera fored de s’ar- 
rdler a un certain endroit. En observant que, dans celte marche, 
on ne change point la pantd des carrefours que l’on traveise, on 
en conclut que le point d’arrdL est un point impair B. En suppn- 
mant le parcours AB, on obtient un rdseau qui ne conlient plus 
que (aft — 2) carrefours impairs Aprds n parcours analogues, il 
ne peul done rester qu’un ou plusieurs idseaux resLremts dontles 
carrefours sont tous pairs 

Maintenant, si l’on parL d’un point quelconque M d’un rdseau 
restreint et si l’on cheimne au hasard, sur de nouveaux chemms, 
on ne se Lrouvera arrdtd qu’en revenant au point de ddpart aprds 
avoir ddcrit un circuit fermd. Lorsque l’on aura tracd un certain 
nombre de ces boucles, on aura parcouru tout le rdseau; mais, 
puisque celui-ci est continu, ces boucles peuvent se souder les 
unes sur les autres et sur les ft chemins qui ont did ddcrils primi- 
tivement. Par suite, le rdseau peut dire ddcrit en n traits contmus, 
et ne peut l’dtre en un momdre nombre. c q. f. d. 
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On a encore le curieux tlidor^me smvant dd k Tr.£maux, ancien 
eleve de i’Ecole Polytechnique • Tout reseau continu peut &tre 
deem d’un seul trait, enpassant deux fois sur tons les che- 
mins, sans qu’il soit necessaire de connattre le plan du riseau 

Pour oblenir la soluLion de cette question qui ddmontre qu’un 
labyrinthe n’est jamais inextricable, on applique les trois regies 
suivantes, en ayant le soin de tracer sur ebaque chemm parcouru 
un petit trait transversal d 1’enlrde et 4 la soitie des carrefours. 

i° En partant d’un carrefour initial quelconque, on suit une 
voie quelconque jusqu’4 ce que l’on arrive a un cbemm ferme ou 
a un nouveau carrefour. Si le chemin qu’on a suivi se trouve ferme, 
on revient sur ses pas et l’on peut alors considerer ce chemin 
comme suppnmd, puisqu’il a 6\.6 parcouru deux fois Si le chemin 
aboutit k un carrefour, on prend une voie quelconque, an hasard, 
en ayant soin de marquer d’un trait transversal la voie d’arriv^e eL 
la voie de depart On continue l’application de cette premiere 
regie, chaque fois que l’on arrive 4 un carrefour inexplord Au 
bout d’un certain temps, on arrivera n^cessairement 4 un carrefoui 
ddj& visits, mais cette situation peut se presenter de deux manures 
diflfdrentes, selon que le chemin d’arrivde a ddj& eid suivi une pre¬ 
miere fois, ou ne contient encore aucune trace de passage. 

2 ° En arrivant k un carrefour deje visite, par une voienouvelle, 
on doit rdtrograder en marquant par deux traits, sur cette voie, 
I’arnvde au carrefour et le depart. 

3° Lorsque l’on arrive k un carrefour dej& explore par une voie 
deje parcourue, on prend, avant tout, une voie nouvelle s’ll en 
existe ou, 4 son defaut, une voie qui n’aura ili parcourue qu’une 
seule fois. 

Nous laisserons de c6te la demonstration de ce theoreme, que 
l’on trouve dans nos Reel eations mathdmatiques, au Chapitre 
sur le Jeu des labyi inthes 

60. Nombre des trac6s des r6seaux. — Si l’on prend pour point 
de depart un point quelconque d’un reseau & carrefours pairs, on 
peut partir de ce point, dans deux sens differents, pour revemr au 
point initial Par consequent, le nombre des circuits complets est 
toujours un nombre pair, et le nombre des circuits est le meme 
quel que soit le point de depart. 
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Considdrons, par exemple, deux carrefours A et B rdunis par 
in chemins qui ne s’entrecroiseut pas, le nombre des circuits dis- 
imcts est dgal k 

i r j 3 (in — i), ou 2 ( 2 / 1 —i) 1 

En effet, si l’on part d’un point quelconque, autre que A ou B, 
on a deux sens. En arrivantft l’un des carrefours, on a le choix 
entre ( 2 n — 1 ) chemins, pius, en arnvant k 1’autre carrefour, enlre 
( 2 n — 2 ) chemins, et ainsi de suite. On doit observer que, si 
1 ’on part d’un carrefour, le nombre des circuits semble dire (2 n )! 
c’est-ik-dire n fois le rdsultat prdcddent; mats ces parcours nesont 


Fig 44 



Uuseau u deux carrefours 


pas dibtincts coniine ciicuits. II y a une difference de mdme 
naLurc dans les nombres de permutations d’objcls disposes en 
ligne droite ou sur un circuit fermd (n° 34). Aim d’dviter toute 
confusion, on dvaluc Je nombre des circuits d’un rdseau cn par- 
tanL d’un point et non d’un carrefour. 

On ramdne la recherche du nombre des tracds complets des 
rdseaux a points impairs ft la ddLermination du nombre des cir¬ 
cuits des rdseaux fi carrefours pairs, par le ihdordmc suivant • 
Pour decrire, sans omission, ni repetition, un rdseau ay ant in 
can efours impairs, enn ti aits et n sauls,pour revemr aupoint 
de depart, on joint ces points par n chemins de Loutes les ma¬ 
nures possibles, en nombre dgal & 

N = 1 .3 5 ( 2/1 —3) ( 2 /i — 0 — ———, 

et le nombre cherchd est la somme des nombres des circuits 
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desN riseaux d ccirrefourspairs que Von a obtenus. On obser¬ 
ver, d’ailleurs, que 1’on ne doit sauter que d’un carrefour impair 
k un autre impair, et que le nombre des traces est independant de 
la position du point de depart. 

61. Theordmes des impasses — On appelle impasse tout frag¬ 
ment d’un r^seau qui n’a d’autres points communs avec le reste du 
reseau que les eitr4mit6s de deux chemms, de telJe sorte que la 
suppression d’une partie de chaque chemin determine la separa¬ 
tion du reseau eu deuxautres, le reseau total se compose d’une 
impasse et d’un reseau partiel. Deux cas peuvent se presenter, 
suivant que les deux cherains de l’impasse aboutissent k un m£me 
point du reseau partiel ou 4 deux points differents 

Premier cas. —Supposons que les deux clieinins a et b de l’im¬ 
passe aboutissent & un cairefour A du reseau partiel, designons 
pari et par R les nombres des circuits de l’impasse et du reseau 
parLiel, et par ip le nombre des chemins du reseau partiel qm 


Fig 45 



L’impasse 4 un seul carrefour 


aboutissent au canefour A Dans un circuit quelconqne du reseau 
partiel, on passe/? fois an carrefour A et, k I’un quelconque des 
passages, ll fautdecrire coinpl6tement un des circuits de l’impasse, 
par suite, le nombre des circuits du reseau total est 

/>IR. 

Si le point A etait un point simple du reseau paitiel, on ferait 
p=i Si l’impasse etait formee d’un seul chemin dont les extre- 
mites viendraient aboutir au carrefour A, on ferait 1 = 2 , Enfin, 
si q impasses mdependantes les unes des autres aboutissent au 
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carrefour A et si l’on ddsigne par I ( , I 2 , • , I q les nombres de 
leuvs circuits, on trouve, par la suppression successive des impasses, 
que le uombre des circuits du rdseau total est 

p(p- 1-0 (p ■+■ q — 0 JiJsb I 9 R 

Example /. — Lc nombre des circuits fornad9 par n circonfdreaces 
dgalcs, tangentes deux. & deux., dont les centres sont cd hgne dioite, est 2 " 
Evemple II — Le nombre des circuits d’unc losacca n feuillcs C9t dgal 
u ?"(n, —-i ) 1 


Deuxilrte cas. — Supposons que les deux chemins a et b de 
I’impasse I aboulissent & deux carrefours A et B do rdseau par- 
ticl R; alors ces carrefours sont impairs, ainsi que les pieimers 
carrefours A! el B' de 1’impassc, qm se Lrouvent sur les deux che- 


l r ig 40 



mins. Pour dvaluer lc nombre des circuits du rdseau Lotal, parlons 
du point a de AA/, dans nn sens 011 dans l’autre; il faut ddcrire 
1 ’impasse et le rdseau partiel d’un seul trait, et dans un sens ddlcr- 
mind, par consdquenl, le nombre total des circuits est 

I R IR 

2-ou —. 

22 2 

en d’autres termes, le nombre des circuits du rdseau total est la 
moitid du produit des nombres de circuits de l’impasse et du rdseau 
partiel. D’ailleurs, on observera que l’application de ce thdQrdme 
esl illusoire, si I’impasse I se rdduit & une impasse simple 
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Exemple III — Les sommels A et B d’un lectangle ABGD sonl rEunis 
pai (ip — 1) cliemins, les sommels C et D pai (iq — 1) cliemms, les som- 
mcts A, D ct les sommels B, C sonl iEuqis par un seul chemin, calculci 
lc nombre des circuits du lEseau — On irouve 

1(1 p — i) 1 (2^ — 1)' 

62 ThEor&me des carrefours — Pour evaluer le nombre des 
circuits d’un rEseau k carrefours Lous pairs, on commence par sup- 
primer toules les impasses qui peuvent exister On ramEne ensuite 
le rEseau & un ou plusieurs auLres contenant un carrefour en moms, 
et ainsi de suite, jusqu’ace que les rEseaux oblenus ne contiennent 
plus que deux carrefours La suppression d’un carrefour se fait par 
I’emploi du tbEorEme de M G Taiiry (*) Lojscjue in chenuns 
«, b, c, cl , , ciboutissenl & un cat / efour, le nombt e des cu cuits 
du 1 dseau est 6gal a la somme des nombt es des circuits des N 
rdseaux obtenus en soudant deux par deux, de toutes les ma- 
metespossibles , les n chenuns a , 6, c, d , , et d’ailleuts } 

(9 n 1 

N = i 3 5 (in — i) = —— r 
' 2" n' 

Dans l’applicatiou de ce thEorEmc on doit fairc les deux re- 
maiques suivanles : i° Si la suppression d’un carrefour amene la 
dEsagrEgation du rEseau, on recommence 1’opEration aprEs avoir 
appliquE les thEorEmes des impasses. 2 ° Les N rEseaux partiels 
obtenus par la suppression d’lin carrefour ne sont pas toujours dis- 
tincts, car deux reseaux sont Equivalents lorsqu’ils possEdent le 
inEme nombre de carrefours et que deux carrefours quelconques 
sonl rEunis par le mEme nombre de chenuns. 

Exemple I — Le nombre des circuits de la figure forrnEe par les cOles 
et les diagonales d'un peniagone lEguliei, sans fiagmentcr les diagonales, 
est 264 

Exemple II — Le nombie des cucuits formEs par les arEtes d’un oc- 
taedre icguliei est 744 . 

Exemple III — Le nombre des circuits de la figure formEe par les 
c6tEs et les diagonales d’un heptagone rEgulicr est 129976320, si Ton ne 
fragmenlc pas les diagonales C’est, conformEment a la lEgle, le nombre 


(’) Bulletin de VAssociation frangaise pour Vavancement des Sciences. Con- 
grEs de Nancy ( 1 885) 
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des dispositions circulates des dds d’un jeu de dominos, jusqu’au double- 
six, sans les doubles En intcrcalant Ics doubles, ll faut multiplier le 
nombre prdcddent pai 3 7 , et, pour obtenir Ic nombre des dispositions lec- 
tilignes, il faut encore multiplier par le nombre 28 des dominos (Reiss, 
Annah diMatematica, 1876 — Tarry, loc cit) 

Exemple IV — Le nombre dos cncuits formas par les cfitds et les dia¬ 
gonals dc I’cnneagone rdguher, sans fragmenter les diagonales, est 


9[1 5ao 057 021 a35 200 

G'cst le nombic des dispositions circulan cs des dds d’un jcu de dominos, 
jusqu’au doublc-liuit, sans Ics doubles En intercalant les doubles, il faut 
multiplier Ic icsuliat prdcddent par 4°) et, pour obtenir le nombre des 
dispositions rcctiligncs, il faut encore multiplier pai le nombre 45 des 
dominos. 

Le nomine pideddent a did calcule en moms de ticnte bcuics par 
M. G Tinny et aussi pai IW J’abbd Jolfvald La mdthode dc Tarry est 
d’autant jilus 1 cinarquable que la solution du problduie dc I'hcptagone, 
donndc par Riuss, et qui dlait alors la seulc connue, coinpoitc & eile seulc 
5o pages in-4° de ddveloppcments Gcpendant, si Ton observe que les 
nombres de solutions sont, pour 


le jicntagone 
I’heptagone. 
I’enndagone 


m 3 3 ir, 

2 11 . 3 5 1^3i , 

2 10 . 3 U . 5 a 7 11 g 911 >f\ r, 


il nous seinble que, mulgrd son exlidme eldgance, la metliode de Tarry 
n'est pas le dernier mot dc la simplicitd 
Exemple V — Lc nombre des circuits du 1 dseau des n carrofouis formds 
par les cdlcs et les diagonales d’un polygonc idguhei dc ( 2 / 1 -h 0 colds 
estdgal au nombre des tracds en n traits et cn 11 sauts de la figure formee 
par les cdtds ct les diagonales d'un polygonc idgulici de ■m cotds 
Exemple VI — Le nombre des cncuits d’un systeme de n cm confe¬ 
rences dgalcs, langentcs entre dies, ct dont les centres sont les sommets 
d'un polygonc rdgulicr dc n cbtds, est dgal au nombie des mamercs dc 
Irncer deux fois, ^ans omission, les cfltds d’un polygonc de 11 cfilds 
IC 11 ddsigiiant ce nombre pai R,, In suppiessiou d’un canefoui donne 
In lormule 


r_« 

2 " 


K, 1 

2'-" I 


-H I, 


aiec 


R s 

2 * 


3, 


par s>u 1 Le 

R„ = (11 + 1) 2 '*- 


-iutremeaf ( 1 ) — Si l’on observe qu’un cercle dtanl ddcrit dans son 


C) Voir notie article de la Native, i885 
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entier on ne pent en ddcrire eD entier qu’un aulie voism dans un cncuit 
complet, on ramene Ie tracd it celui des cerclcs ayanl leurs centres en 
ligne droite (n° 61, Exemple 1) Done, puisqu’il y a n ceicles, ll y a 
7i2 n tiacds En outre, si aucun ceicle n’est ddciit dans son entiei on doit 
ajoutei a” 

Exemple VII — Si I’on ddsigne par i n \J in le nombre des circuits 
founds pai in cuconfdienccs tangcnles (Jig l\~j) ct par a 8 "'*- 1 U 2H -t-i 


P'g ki 



Icnombic des cncuits foimes par {in + I) circonfdrenccs {Jig {8), on 
a les deux formulcs 


Si J’on pose 
il en iesuke 


Us , — U o „ — | -I- lJsil-2 1 
Ui/(-i = 3 Usn-s -I- Ujrt-i 

Us,I = 111! , u 2/i — 1 = *ht 
= 5 11)1 -1 u it— 2 1 


celtc foimulc dc rccuncnce pci met de calculer lU,, el U 2 «—i 

Pig -'[8 



LES REGIONS 

63. Les regions — Un point plac6 stir une droite md^finie 
dans les deux sens la divise en deux fragments ou semi-droites, 
deux points d’une droite la divisent en deux fragments md^finis el 
un segment fini; en gdndral, n points d’une droite la divisent en 
i) fragments, dont deux sont mddfims Done, si l’on ddsigne 
par S le nombre des points, par A le nombre des segments finis 
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et lnddfims, pav a le nombre des segments finis et par a le nombre 
des segments inddfinis, on a 

A = a + «, S = A — [, 
a — 2 , S = a -+- i. 

Une droiLe lllimilde, tracde dans un plan, le divise en deux re¬ 
gions mddfinies, c’est-&-dire en deux parties telles qu’on ne pent 
.filer d’un point de I’une k un point de l’autre sans renconlrer la 
clroite, & la condition de ne pas soitir du plan Des droites paral¬ 
lels, en nombi’e p , divisent le plan en (/? + i) regions mddflmes. 
Cos rdgions peuvenL tUre gaimes de deux couleurs, de telle sorte 
(fuc deux regions voismes soient de couleurs diffdrentes. 

Dn systeine de dioites concourantes et inddfinies divise le plan 
en un nombre de regions inddfinies dgal au double du nombiedes 
droites concourniiLes Ces regions peuvent 6tre recouverLes de 
deux couleurs, de telle soi Le que, de part et d’aulre de chaquebgne 
de separation, Jos couleurs soient dilFerentes Mais ceci n’auraiLpns 
lieu pour un nombre impair de semi-droites issues d’un point. 

L’cnsemble de p dioites paralleles el d’une transversale divise 
le plan en 2 (p H- 1 ) legions lllmutdes Deux systemes formes de 
p dmiles paralleles, el de q droites paralleles, divisenl le plan en 
(/?+i) (f/H-i) regions, parnn lesquelles i(p- 1 r-q) sont illimi- 
tees Comine l’ecbiquier, on peut encore les garnir de couleurs, 
de Lellc sorte que, de part et d’autre de chaque ligne de separa¬ 
tion, les couleurs soient dilTdrentes 

Si Ton prolonge les cdtds d’un triangle, le plan cst divisd par 
les Irois droites en sept regions, dont six sont lllnmtdes et une 
seule linie, qui est l’intdrienr du triangle 

Si l’on prolonge les c6tdsd’un quadrilat^re quelconque, concave 
ou convcxe, on forme onze regions, dont huit sont lllimitdes 
Lorsque l’on considerc un plus grand nombre de droites, il 
faut tcnir comple en m^me temps des points de concours et des 
segments, nous prendrons les notations suivantes : 


' finis . , . . a 

Nombre des segments ind&lnis. . a 

finis ct indefims A 

' Times .. . f 

Nombre des regions md^finies. . cp 

, finies et inddfinies . F 
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On a d’abord, par definition 

A = a + a, F=/+cp 
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Cela pose, si l’on considere n droites d’un plan, non paralleles 
deux a deux, et telles que trois quelconques d’entre elles ne 
soient pas concourantes, on a, en ddsignant par S le nombre des 
points d’intersection, 


S — C£, A = /i 2 , F = i —i— —i— G®i 

a = 2/i, 9 = 2/1 

En effet, supposons ces formules demontrees pour un syst6rae 
de n droites, et calculous les accroisseraents des cinq quantitds 
S, A, a, F, cp, lorsque l’on trace une nouvelle droite non parall&le 
& l’une quelconque des prdcddentes, etne passant par aucun point 


Fig k 9 



de concours. Nous supposerons d’abord que la droite XY a dte 
tracde, de telle sorte que tous les points d’intersection des pre¬ 
mieres droites sont d’un m&me c6td de XY On observe i° que 
S augmenle du nombre n des points situds sur XY; 2 ° que a 
augmente des deux segments indefinis de cette droite, 3° que A 
augmente de ( 2 / 14 - 1 ), c’est-4-dire des (n+i) segments finis et 
indefinis de XY, etdes n segments finis des droites qui aboutissent 
&XY, 4° que cp augmente des deux regions et cp 2 , 5° que F 
augmente de ces deux regions et en outre des (n — 1 ) regions 
finies situees au-dessous de XY. Ainsi les formules prdcedentes 
sont gendrales. 
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On voit encore qne l’adjonction de XY permet de recouvrir les 
regions silu^es au-dessus de XY de deux couleurs seulement, et 
toujours de telle sorte que deux regions adjacentes a un mihne 
segment soient garmes de couleurs diffdrentes , ll suffit, en efleL, 
d’ajouter au-dessus de XY la couleur, qui esl contraire 4 celle 
de la region du dessous. En outre, il est facile de voir que les 
rdsultals pr^c^dents subsistent lorsque la droite XY se d^place et 
traverse le point de concours de deux droites. Nous ferons d’ail- 
leurs observer que ces rdsultats splendent a des figures trac^es 
sur le plan, on sur une surface simple mddfime dans tous les 
sens (comme le paraboloide hyperbohque), pour lesquelles les 
droites sonl templates par des tiaits md^finis dans les deux sens, 
tels que chaque trait ne se recourbe pas sur lui-m&me. Deux 
traits ind^lims, qui ne se rencontrent pas, seront considers 
comme des droiLes paiall^les, de plus, on suppose que deux trails 
ind^finis ne peuvent se rencontier qu’en un seul point de con¬ 
cours, en se Iraversant muluellement 

Noiis allons dtudier les modifications 4 apporlcr aux formules 
pr^cddenlcs lorsque p droites viennent concounr en un m6mc 
point, ou lorsque q droites deviennent paralleles. 

i° Lorsque p dioites viennent concourn en un mfiinc poniL, le 
nombre des points de concours diminue dvidemment de (C® — i), 
puisque le nombre des points d’intersection de ces droites ne 
coiupte plus que pour i. Les nombres cp et a des regions cl des 
segmenLs ind^finis ne changentpas, le nombre A des segments finis 
etmddfinis diminue de ( p 2 — a/?), et le nombre F des regions Times 
et inddfinies dinunue de ( i — p C®). 

2 ° Lorsque q droites deviennent paralleles, le nombre des poinLs 
de concours diminue de C£, le nombre total F des rdgions diminue 
aussi de C®, et le nombre A des segments finis et md^finis diminue 
de {q*-q). 

Par consequent, si l’on d^signe par le nombre des droites de 
direction unique, par o-^le nombre des groupes de q droites paral- 
lfeles, par S p le nombre des groupes de p droites concourantes, on a 

(1) Tl — 2 (Tj —3 CT 3 —I— + + 

et 

( 2 ) 


S — Si -t— Sj — S 8 —l— ■+- S p -4- 
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Lorsque Loutes les droites onL des directions diffdientes, on a 
S = C®, done, en tenant coinpte des duniniiLions, 


(3) 

t C® = Sj -+- 3 S 3 + 

■+■ 0® -t- 

j -+- o - ! + 3 ffj -+- 

+ Cj} Op + 

et 



(4) 

l A = 2 Sj -+- 3 S 3 -+- 

( -t- ffi -+■ 2 Oj H- 

+ p S /> -+- 


On peut ddmonlrer directement cette derniere formule en ob¬ 
servant que, de chaque point de concours dc p droites, parlcnl 
> p segments et que, pour toute direction de <j droites pa ral¬ 
lies, ll y a zq segments mfinis, complds deux fois 
Si l’on calcule F, on trouve la relation 

( 5) S + K = A -h i , 

que l’on peut verifier a postei ion Enfin, si F p esl le noinbie des 
regions & p frontieres (on armies), on a les deux lorinules 

((i) F = F, + F 2 + Vt + -hFp-T- 

(j) aA^Fi-haF^-t- h~/ 3 F /) + 

Ejcemple 1 — Soicnt p points tels que Llois il’entre cu\ nc soient pas 
en ligne dioiLe, cl quatre d’entre eux sui deux droites paialleles ; les 
droites qui les joignent se renconticnt en 3 0^, nouveaux points (n°57, 
Exeniple I) 

Le norabi c des segments finis sur cliaque dioite cst (C^_ 2 ■+• J), le nombre 
total des segments est 

A = Cj£ Cj}_ 2 -t- 3 C* 

On en Lu c, par la formule (5), le noinbi e total des regions 
F = C» C“_, + 3 Cj5 -4- i — p — 3 , 

c’ost-it-due 

F = -g- — i)(/j 3 — 5/? s + i8/> — 8 ) 


Autrement — Le nombie des lignes dc junction est n = (J/,, lenombie 
des regions est 

F = i + n-h G® — /;[] — (p — i) -l- G*_, ], 

parce que les dioites se coupent au nonnbre de (p — i ) cn p points A pi es 
simplification, on letrouve le resultat piecddent. 

E. L. - I. 
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Exemple II — Un Bystdme de n circonferences parLage lc plan cu 
n(n- 4 -i) -t-a regions, au plus, dont une seule est illimitce 

Exemple III — Si Ton tiace dans le plan n systdrnes de circonferences 
concentuqueB contenant respectivement c 1? c s , , c n circonfeiences, et 
si Ton pose 

6 = 20 !^, 

le plan estpartagd en ( 2 B + 1 ) legions, a u plus, dont une seule est 1 III untie 

Exemple IV — Si Ton trace, dans un plan, n sysLdmes de cn conferences 
concentnques, et b circonfeiences non concentnques deux, a deux, le plan 
sera paitagd cn rdgions donl le nombic est au plus 

2Sci-t-(6 — 1 ) -t- a, 

Les Lrois thdordmes prdcddents s’appliquent aux. splidi cs de l’espace 

Exemple V. — Si Ton trace, dons un plan, n sysldincs de paialleles 
contenant lcspectivement a x , a a , . ., a n di oites, et m sysliimes de cn- 
confeiences concentnques contenant respeclivcment c x , c 2 , , c,„ ci 1 - 

conferences, et si Ton pose 

A = 2a t , A'= ZC], 

B = Sa 1 cr 2 , 

lc plan est paitagd en 

I + A + B + aAA'-t- aB' 

rdgions au plus, et le nombre des idgions illumtdcs nc pent sur- 
passcr aB. 

Exemple VI — Si l’on ajoute b dioitcs clrf circonferences quclconqucs, 
le nombre prdeedent augmentc dc 

Cg-haG?, 

Les cinq thdordmes prdcddents sont dus 4 Steiner 

64. Le problems des quatre couleurs — Les fonnules que nous 
venons d’dtablir dans Je numdro precedent supposenl que toutes 
les Iigncs tracees dans un plan sont llhmitdes dans les deux sens; 
alors deux couleurs suffisent pour garmr la carle, dc telle sorte 
que deux regions sdpardes par une ligne soient recouverles de 
couleurs diffdrentes. Ilya lieu de reprendre ces formules, lorsque 
le plan est divise d’une manure quelconque par des droites et 
des courbes. On parvient ensuite k la demonstration de ce thdo- 
r£me, propose pour la premiere fois par Guthrie, puis par de Mor¬ 
gan Quel que soil le mode de division d’une carte ou d’un 
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globe, 1 epi dsentant la Tcne ou un continent, en dials, terri- 
toues, districts, ddpartements, il sufjit de quatre couleurs 
pout colorier cette carte, avec cette seule condition qve deux 
distucts ayant une hmite commune soient recouvei ts de deux 
couleuis diffirentes. La premiere demonstration de cette propo¬ 
sition a et 6 donn^e par M. Kempe, en 1880 , dans VAmerican 
Joui nal de Sylvester. Pour plus de details, von notre article de 
la Revue scientifique du 7 juillet 1 883, intitule . Le probleme 
geographique des quatre couleurs. 

M. Tait, professeur k l’CJmversite d’Edimbourg, a publid la- 
dessus plusieurs considerations fort ingemeuses. Si l’on considere 
un reseau dont les carrefours ne contiennent que des points 
triples, ces points tous impairs sont en nombrepair, et l’on dit que 
le reseau poss 6 de un isthmc, lorsque la suppression du chemin 
correspondant desagr 6 ge le reseau. Cela pose, on a le theoreme 
suivant : Dans Lout leseau c't n points triples, sans isthmes, on 
pent pai lagei lesSn chenuns en trois groupes de n chemins, de 
telle sorte que les trois chemins qui aboutissent d un mdme 
cart efour appai tiennent ci ti 01 s gi oupes diffdt ents 

La demonstration de ce theoreme se deduit lmmediatemeut de 
la proposition de Guthrie, cependant, il y aurait un grand inte- 
r 6 t a tiouver une demonstration directe et ngoureuse du theoreme 
de Tait. Mais, dit l’auteur, « d’aprds l’expression de I’eminent 
mathematicien Kirkmann, quej’ai consulte sur ce sujet, le thio- 
rdme prdsente cet mitant inldidt qu'il se joue aussi bien du 
doute que de la preuve m ( 1 ) 

LES POLYfcDRES 

65. Les poly£dres convexes — On ale theoreme suivant ( 2 ) 
Dans lout polyedie cotwexe, le nombre des ardtes augmente 


( 1 ) Tait, Note on a theorem m Geometry of position, dans les Transactions of 
the Royal Society (1880) Listing’s Topologie, Introductory address m the 
Edmbujgh math Society, nov [ 883 , et Philos 'Magas, 1884 —Reprint of 
math papers from the Educational Times, 1881, p 1 13 
(') Ce thdordme remarqunblc est habituelleraent attribud i Euler (Novi Com- 
mentam Petrop , 1762), mais on le Irouve dans les GEmres inddites de Des¬ 
cartes, publics par Toucher de Careil (t II, p 21 4, Paris, i860) La demon¬ 
stration da texte est dae & Cauchy. 




LIVBE I 


EES NOMBRES ENTlEnS. 


I [6 

de 2 est egctl au nombre des faces augment? du nombt e des 
so nonets. 

En d’aulres termes, si 1’on ddsigne par A, F, S les nombres des 
aretes, des faces et des sommeLs du polyddre, on a l’egalitd 

(,) F + S = A + a 

Gonsiddrons d’abord une sui face polyddrale, convexe et ouverte, 
terminde a une ligne brisde plane ou gauche. Si I’on conserve Les 
notations prdcddentes, les ^I^menls analogues de cette surface 
vdrifient 1’dgalild 

F+SrA+1 


En efleL, celte formule a lieu pour une seule face; car, pour 
un polygone, F=i et S = A II suffit done de montrer que la 
formule, (Slant vdrifiec dans Ic ens de F faces, l’est encore dans le 
eas de (F-h i) faces Pour cela, niodifions la ligne brisde qui ter- 
nune la surface polyedrale, en adaplant un polygone de n cdlds 
Si cette face laisse toujours la surface ouverte, son pdrim&lie 
ne pourra coiucider entierement avee celui de la ligne term male 
primitive Si clle possdde avec cette face p aretes communes, elle 
a avee clle (p -+- i) sommeLs communs. En ddsignant par A', F', S' 
les nombres des arfilcs, des faces et des sommets de cette nouvelle 
surface polyddrale, on aura done 

F'=F-i-[, S'— S -+- n — (p -+- i), V—A + n— p , 

d’oii Ton tire 

F'h- S'= A'-t- i 

Cela posd, revenons auca&d’un polyedre convexe. Poui oblenn 
unc surface polyddrale, il suffit d’enlever une face, ce qui ne mo- 
difie pas les nombres A et S; done la relation (i) est ddmontrde 

Si l’on ddsigne par f p le nombre des faces & p ardtes, par s p le 
nombre des sommets des angles polyddres & p ardtes, on a les for- 
mules 

F = /a ■+■ > 

S = 5 3 -H S,,-4- ■+■ S p -h.. j 
2 A = 3/a -i- 4 f\ -l- -+- pS i> -H • i 
2 A. = 3 Aj-t-4 ^4 “t - -\~pSp~k~ . 
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On d^duil facilement des pr<5ct5denles 

O F = 4 _ + -s J - H 2s 4 _ t - 3 s B _J_ i 
2 S =4 -+- fa -t- ‘i-fw -+- 3/ b 4 - 

Ejemple I — II n’existe aucun polycdic conve\e qui no lenferme an 
moms une face triangulairc ou un angle trigdre En cfTel, on a la formula 

fs s j = 8 + (/5+ij)+ i. {fa + So) + 

Exemple II — II n’existc aucun polyddre convcxcdont Louies les faces 
aient plus de cinq arfites — II n’existc aucun polyedre convc\e dont tous les 
angles poly£dres aient plus de cinq ar<Hes 
Exemple III — L’angle droit etanl pus pour umti5, la so mine de tous 
les angles d’un polyedre convene dgale le quadruple du nombre des sum- 
mets, dimjnu£ de 2 

Ejemple IV — Tiouver le noiubi e des diagonales d’un pol^ddie convrxt 
qui lie sont pas situees dans les faces du polyddre 
Si Ton pose 

L = f-\- if k -(_ 3y 3 4_ , 

l'I = i 3 /j f 2 ij /*+! 5 /b-i- i 

et si Ton designe pai D le nombic des diagonales, on n 
BD = (L+a) (L— 4M 

Exemple I — Le noinbie des idgions foimecs pai n plans, tcls qm> 
deux ne soient pas paialleles, que trois quelconques d’entic cux. nesoieni 
pas paialliiles A une memo dioitc, et que quatre ne passent pas pai un 
meine point, cst 

1 ■+■ C/ £ ■+■ C?i -+- G;J, 

les idgions fiuies sont cn nombic G,]_| 

Exemple VI — Si /?],/>*, ,p„ ddsignent les nombics de plans pural- 

leles de n systemes, et si Ton pose 

A = £/?], B = S pipt, G = I, pi p s p s , 

Ic nombre des regions de 1’espace formdes pai ces n systiimcs est egal a 

i+A + B + C, 

parmi ces regions, (2B + 2J sont illimiLdes, et les auLres forment des vo¬ 
lumes finis 

Exemple VII — Le systcrae formd pai p plans quelconques et q spheres 
partage I’espace en un nombre de rdgions au plus dgal fl 

1 -+- CJ, + G^, 4 - Cji -+- pq {p — 1) -+- 2 q -+- 2 CJJ 

Les j egions lllimit^es sont en nombi 02 - 1 - 2 p(p — i) 

Exemple VIII — Si Ton considSre des systemes de plans parall^les en 
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noinbres />i,/?j)/’a, • , et de spheres concentnques en noinbres qi, q it 
q 3f , et si Ton pose 

A = Sjo,, B = SfiPs, G = 2 fiiPiPa, 

A'-2 q u B ' = £?!?„ C'=2^ 1 5 ! «73, 

cet ensemble divisc I’cspacc en un nombre de idgions qui ne suiposse pas 

i -+■ A ■+■ B —f- G +- 2(AB'-t- BA') -t- 2 A'-t- ?C 

Le nombre des regions illirmtdes cst ( 2 B -4- 2 ) 

Les qualrc exerciccs prdeddents sont dus 5 Steiner. — Voir unc Note do 
M. Laisant mlitulde Regions da plan et de Vespace (Congrds d’Algci, 
1881). 

66. Les poly6dres convexes rdguliers. — 11 ne peut cxisler 
que cinq espdccs de polybdres convexes dont toutes Les faces 
aient le mime nombre n de edits et dont tons les angles po- 
lyddres aient Le mdme nombie m d'aretes 
En cflet, on a, par hypothdse, 

2 A = nF = m S, 

par suite, la iormulc de Descartes donne 


2(//i -t- n) — inn 

Piusqae in doit t)ire entier el posiuf, on ne pent faire que les 
hypotheses suivantes, renfermdes dans le Tableau ci-npids, dans 
lequel D d^signc Je nombre des diagonales. 


Fig 5 o 
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CUAPITHE VII — LA GEOMETIUE DE SITUATION H9 

Remauque — Nous ne ddvelopperons pas davantage, pour le 
moment, ces etudes sur la Gdomdtne de situation, cependant ll j 
a heu de rappeler les travaux de Poinsot, Cauchy et Beiitiiand sur 
les Polyddres 6 toil 6 s, ceux de M Catalan, sur les Polyddres 
semi-/eguliers, considdrds d’abord par Archimlde , ceux de 
Bravats, sur la Cristallographie et sur la Phyllotaxie, ceux de 
M Cayley sur les Arbres giomdti iques et leur emploi dans la 
ihdoue des combinaisons chimiques 

Dans deux importants Mdmoires, trop ignores aujourd’hui, 
Listing a posd les pnncipes gdndraux de la Gdomdtrie de situation. 
Ses Vorstudien zur Topologie (1847) ont dtd l’objet d’un rapport 
sommaire dans le Ti aite d' Electricity et de' MagnStisme de 
Clehk Maxwell, et d’un expose dldmentaire par M. Cayley , 
dans le Messenger of Mathematics (1873). Dans son Mdmoire 
de 1861, Dei Census laumlicher Complexe, Listing s’occupe 
de la formation et de la classification des nceuds, cette ldde a 6t6 
reprise dans plusieurs Mdmoires prdsentds a la Socidtd royale des 
Sciences d’Edimbourg, par M. Tait, qui a retrouvd la plupart des 
rdsnltals de Listing, a propos de l’idde de Thomson sur les vortex- 
atoms. La Geometne des nceuds est un des chapitres de la G60- 
mdtne du lissage, nous exposerons, dans le second volume de 
cetOuvrage, les lois arnbmdtiques de la Gdometriedes tissus ik fils 
rectdignes. 

Exemple / — Les hdlices paradi omes — Considerons un long ruban 
dtroit ou une bande de papier, dont lesbordssont garnis d’une petite Iigne 
noire ou d’un Iis6r6 Si I’on rdumt ensemble les deux extrdmitds, sans 
torsion du ruban, on forme une surface composee de deux faces et de 
deux lisdids, on ne peut aller d’un point de 1’une des faces 4 un point de 
I’autic, en cbeminant sui le iuban, sans traverser I’un des liserds. Si l’on 
coupe le ruban suivant sa longueur, on cn obtient deux autres sdpards. 

II 11 ’en est plusainsi lorsque l’on rdunitlesdeux extrdmitds du ruban,aprds 
uvoir effected n, demi-torsions dans un mdme sens 1 ° Lorsque n est un 
nombre pair, la suifacea encore deux faces etdeux lisdrds formant chacun 
un circuit fermd, si l’on coupe le ruban dans sa longueur, ll se trouve di- 
visd en deux auties possedant chacun n demi-torsions, comme le ruban 
pmnitif, mais les deux demi-rubans ne peuvent dtre sdpardsl’un de I’autre 
et se trouvent nouds j/ifoi9 a 0 Loisque le nombre n des demi-torsions 
est impair, la surface ne prdsente qu’une seule face et qu’un seul lisdrd; si 
I’on coupe le ruban dans sa longueui, le iuban reste unique avec in demi- 
torsions, et, pour n> 1 , ll est noui. 
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Ces curieux. idsulLats soot Iir6s de la Topologie de Listing, iIs ont <5 l 6 
la base d'un opuscule qui eut un giand succ6s 4 Vienne, il y a quelques 
ann£es, et dans lequel il s’agissait de monlrer que l’on pouvait, sans esca- 
motage ou spintisme, exdcutcr Ic cdl^bre lour de faire un naeud avec une 
corde sans Jin 

Au lieu de faire une scule coupe longiiudinale du ruban, on pent un 
fane deux, trois, , el J’on obtiem d’autics r^sultats 

Exemplc II — Labande de timbi es-poste —Dc combicn dc mamei us 
pcul-on icpliei, sur un scul, une bande de p umbres-posle ? 

Exemple III — La feuille de timbres-poste — De comluen de ma¬ 
il iet es peul-on i cplier, sur un seul, unc feuille rcctangulan e dc pq umbrrs- 
poste? 

Nous ne connuissoos aucunc solution dc ces deux pioblemes difficilrs 
pioposcs pni M liiu Leaioine 
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67 Multiplication des polyn6mes — Multi pi ica l ion des mo- 
n6mes, — d’un polyn6me par un mo no me, — de deux polyn6mes 
— R 4 gle des signes. 

Le produil de plusieurs polyn6mes pent toujours £lre remplace 
pai un polyn6me unique qn’on appelle le p/ochiit effcclut. On 
op&ie habiLuellement comme il suil on mulliplie succcssivemenl 
Lous les lermes du premier polynAme, en commenganl par la 
gauche, par le premier, le second, . , le dernier lerme du se¬ 
cond polyn6me On oblient ainsi un prenuei produil panic!, on 
fait, s’llyalieu, la r^duclion des Lermes semblables. On multiphe 
ensuite cbacun des termes du produil parliel succcssivemenl par 
le premier, le second, , le dernier lerme du lroisi6me pol}- 
n6me, en commencanL toujours par la gauche, et ainsi de suiie 
Le produil des polynomes A, B, C, . . , L e«t la somme de 
Lous les produils de n facteurs formes avec un lerme de A, un 
terme de B, . , et un terme de L; s’il n’y a aucune rdduclion, 
le nombre des termes du prodint est £gal au produit des nombres 
des lermes des facteurs 
Soil, en g^n^ral, 

A = Ot\ -I- CL 2 -I- (l ■) -I- -I- , 

B ~ b\ ■ H b j -h- bj —|— - 4 - b ^, 

C = C| H- Cj -f- Cj . -+— c ( , 


Pour faire la multiplication des polynomes A, B, C, , on 
mulliplie Lous les Lermes de A successivement pai tous ceuv de II 
pris dans l’ordre de gauche 4 droite; puis on mulliplie tous les 
termes du produit parceux de C, et ainsi de suiie. Un terme quel- 
oonque a une expression de la forme a^b^Cy' , en d^signanl 
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par a! 1’ira des entiers i, 2, . ., a, et de induae pour P' el pour y\ 
Dans le produiL tolal, les Lermes pvis dans I’ordre successif sont 
d’abord ceux qui ne contiennent que «, en nombre a, puis ceux 
qui ne conliennenl que a ou b } pris s^par^ment ou SLmuUandmenL, 
ils sont en nombre o^p, puis les tenues du produit par C qui sont 
en nombre aPy, et ainsi de suite. On voit ainsi que le lang du 
terrae citfbpCy di est fourni par I’expression 

n — aPyo'-t- apy'-+- aP'-t- a' 

Inversemenl, lorsque n est donnd, on observe que o' est l’entier 
de la division de n par aPy, que y' est l’entier de la division du 
reste par ap, et ainsi de suite. En particular, si a = p =ny = 0, 
la determination du terme qui correspond a un rang donnd n re- 
vient 4 dcrire n dans le sysldme de numeration de base a. 

AinsL, dans le produit 

(i —a)(i — b ) (1 — 0, 

pou l avoir le signe du terme de rang /i, on dcrit ce nombre n dans 
le systdme de numeration binairc, le terme corrcspondant est 
positLf, 011 negalif, smvant que le nombre des 1, et celui des o qui 
Leiminent n, sont, on ne sont pas, de m6me pauLd. 

Ca/ re cV un polyndme. — Interpretation geometrique 

(fl + 4 + c+ 1 ^ •x’L ab 

Cube (Vun polyndme — Interpretation geoindtriqne 
(So)’ = S« 3 H- 3 Saa 6 -+-GSa 6 c. 

Qualn&me puissance (Tun polyndme . — On a la formule 


(-a)‘= Sa^- 4 - 42 ai 6 -+-G£aSZ> a - 4 -[ 2 Sa*&cH- 24 Srt&cd 


On trouvera plus loin la formule gdnerale qui donne le ddve- 
loppement de la puissance d’un polymime 

Exemple I — Si I’on designe lespectivcment pni A, B, G, D le9 poly- 
mimes 

a — b — c, b — c — a } 0 — a — b, a-\- b-hc , 
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on a les formules 

A -+- B C -+- D = Oj 
A a ->- B s + C s 4- D a = iSa a , 

A 3 -+- B»h-C s -(- D 3 — ->\abc , 

A* + B^-+- C* + 4Sn*4-2iSrtai 3 , 

A ! +B^ C*-+- D 8 = 8oaic 2rt a , 

A 7 -+- B 7 + G 7 -t- D 7 - 5Gafie(3Sa* + ioSrt a 6 a ), 

ABCD = S n*— ?Sa J 6 3 


Example II -- Si Ton ddsigne par A, B, G, D Jcs polyrtdracs 
/; -+- c -i- d — a, c -t- d -h a — b, d-'-a~\-b — c, n + 6 + c — 
ol par P, Q, B, S les polyntimes 

a b c d, a b — c — d, b 4- c — a — d, c -+- a — b — d, 
les valcuis de l’e\pression 


sont 


P«-t- Q"-+- R«-+- S'*— A" — B" — G'*— D« 


pon i n — 2 

it n — \ 

ii n — 6 

ii n = 8 


192 abed, 

gGoabcd Src a , 

8qGrt&crf(3£a*-4-roSfl a & a ). 


Example III .— En conscivnnl les notations dc I’Excmple prdeddent, on 
<i la foimulc 


ABGDPQKS — Sa 8 — 42 rc B b*-h 4Sa^ a c a — 4oa a 6 a c a d a 

Exeniple IV. — Ddvcloppcr le produit dcs seize facteurs 
adzb±cztd±e 

Si Ton i emplace, dans VExeniple III, le nombrccZpar ( d-\-e ), puis par 
(d — c), et si Ton multiplic les rdsultats obtenus, on trouve 

S«>«— 82re'*& a 4n 28 Sa‘ a ^-+- 4oSa ,a 6 a c a 
— 56Sa l0 6°— 72 S« 10 6 i c a — i7G2a 10 6 ! c a flf 2 

-+~7oSa 8 6 8 +4 o 2 n 8 b 8 c ! -l -36 2 a 8 b k c ^+344 S a 8 b** c* d i — j 52 £ a 8 b 2 c 1 d 1 e s 
iG 2 rc fl 6 ll c^— 4 I tiSa 8 5 °c a d 3 — 272Srt 8 b k c k d s -+- 9282a fl 6 t c a flf a e a 
-+- 2008 2 a' t b'*c !t d ' t — i 52 oSa* 6 i c i rf s e a 


Cette mdthode dc calcul est due & Descartes. 
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68 Le carr6 magico-magique de Fermat — Avec deux groupes 
de quatre nombres a b, c , d, el p, cj , i, s, on forme one table 
d’addilion k deux entries, comme celle de Pjthagore [Jig 5 1). 


a -+- p, 

« -+- q, 
a -t- /, 

a -r s, 


Fig 

b -+-/>, 
b -h q, 
b -+- r, 

6 + 9, 


5> 

e 

d -t- 
c 4- /, 
C -r-S, 


d/^-y>, 
d/ -+- q, 
d — /*, 

d 4 - s 


Table d’uddilion 


En permutanl les lignes, oil les colonnes, on cn dchangcanl les 
lignes et les colonnes, on forme 2(1 2.3.4) 2 =n5a tables dis- 
linctes Si l’on prend quatre nombres d’nnc Lablc, de idle sorte 
([u’d n’y cn ail pas deux dans la rn&iic ligne on dans lu memo 
colonnc, on oblienl une somme dvideinmenl egale A celle des hint 
nombres donnds Pour cliaquc table, ll cxiste ninsi \ingt-qualie 
sommes constantes, en nombre dgal aux permutations figurdcs de 
quatre objets (n° 43 ) 

ficliangeons deux a deux les liuil nombres places symelnque- 
menlpar lapporL an centre du carre, cl qm ne sont pas slinks sur 
les diagonales; puis, dchangeons deux quai tiers opposes de quatre 
terincs, I’mfdricur k gauclic el le supdrieur a droitc , nous I'ormons 
ainsi le Tableau que I’on appellc carr£ magico-magique 


I 1 ig 5a 


a + p, 

f +i, 

d ■+• q, 

b -h- / 

d-t- /, 

b -t-q, 

a 4- s, 

C + />, 

b -h s, 

d + p, 

c 4- ; , 

a q 

c -h q, 

a -+- 

h + A 

d -T- s 


Cand magico-mugique 


Si l’on faitlam&ne Iransformalion sur les permulalions figiudes, 
on trouve la Jig. 53 Par suite, la sorame des qualre nombres du 
carrd magique qui correspondent a quatre cases gnses de celle 
figure cst constante. II y a done i i 52 carr^s magico-magiques 
On peut tripler ce nombre lorsque 


a d = b -i- c 


cl p 4- s = q -+- /•, 
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commecela a lieu pour les deux, groupes J, 2 , d, 4 , et 0 , 4 , 8, 12 , 
(|ui repvodiiisenl les seize premiers nombres Dans ce cas, on a 
les iheoremes suivants Dans tout carr£ magico-magiquc, lasoimne 


Fig 5J 



Les vmgL-([uali e somme 9 consLanLes d’un carrii magico-magiquc 

des huil nombres places dans les deux diagonales < 5 gale la somnie 
des huit autres II en esL de meme pour la somme des carrds e( 
pour la somme des cubes (*) 

09 . Formules d’Euler pour les produits des sommes de quatre 
carr^s — On a l’idcntild 

(fl*+ 6 s ) (p z -h q i ) = (ap — bq ) 2 -+- (acj ■+■ bp ) a , 

indiqu( 5 c par Fibonacci; elle exprnne que le prodiut d' une somme 
de deux carrdspar une somme de deux cat ids est une somme 
de deux cai ids En cbangeant le signe de /?, on obtient, dans le 


(’) Voir notre article du Joui'iial de Mat/iemxhques ele/nentaires, 1887, 10L1- 
lulii Les carres magiques de Fermat et de Fuenicle 
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cas gdndral, une autre decomposition, inais, si a = p, b = q , on a 
Ja decomposition unique 

(or s - 4 - 65 )s= (a s —6®)’-+- ( lab )*, 

qui est Ja formule fondamentale des It tangles / ectangles en 
nombres, dont la theone sera exposde plus loin. 

La formule prdcddenle a ete generalisee par Euler qm a donne 
le thdordme siuvant : La produit d'une somme de quati e cat res 
par une somme de qualre carres est une somme de quati e cat / es 
En effetj si l’on remplace les sommes par des pLoduils dans le carre 
magique du numdro prdcddenL, et sl l’on donne le signe — au\ 
lermes de la premidre diagonale, on Irouve que la somme des 
expiessions 

(— ctp -t- cs -+- dq bi ) s 
-t- (-t- di — bq 4 - as -+- cp j 8 
-I- (-+■ bs -+- dp — cr -+- aq)- 
-h (-+- cq -t- ar - 1 - bp — ds)- 

dgale le produit des deux, sommes de qualre carrds 

En permutunt p , q, r, s, on a Yrngt-quaLre formules distincles, 
puis, en changeanlle signe de/?, on en oblient Yingl-qualrc autrcs. 
Ainsi la decomposition du produit des sommes de qualre carres 
en quatre carrds sc deduil Ires facilement de la consideration des 
carrds magico-magiqucs 

Brioschi a donnd des formules semblables pour le produit de 
deux sommes de Iiuit carrds, mais, contrairemenl a ce que l’on 
pensail, M Samuel Roderts a ddmontrd qu’il n’exisLait pas de for- 
mules analogues pour les sommes de seize currds, on plus ( The 
Quarterly Journal, 1879 cl 1880 ) 

D’autre part, ll ne peut exister de formule semblablc pour les 
sommes de Lrois carrds : ainsi 3 et 21 sont des sommes de trois 
carrds 

3 = I s 4- I s -h i 1 et 21 = 4 s - 4 - 2 a -f- I s , 

etleur produit 63 ne peul dire ddcomposd en moms de quatre car¬ 
res. De mdme, le produit des deux formes , 


a 3 -+- 6 s + 2 c s , p i -bq a -b- 2 r 3 
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ne peut donner un rdsultat de mdme forme, pmsque l’on a, par 
esemple, 

G = 0 S 4 - 2 * 4 - 2.1 3 eL l 3 = l ! +2 ! +2 2 s , 

ct que le produil 78 ne peut dtie ddcomposd de celte manure. 

Nous ddmontrerons plus loin, au moyen des formules d’EuLFn, 
ce thdordme dnoncd par Bachet Tout entiei est la somme de 
quatre carrds, ou d’un moindie nonibre 

70. Formules de Lagrange — Ou a 1’identitd suivante 

(<Z 2 -|- X6 2 4- (JL C 2 4“ X|JLrf J ) (/3 S + Xr* +- [JLS 2 —f- X(JL< 7 2 ) 

= [— ap 4 - (x cs 4 - X(jl dq 4- X bt ] 2 
4- (jl[X^/ — \bq 4 -as +c/)] ! 

4- Xjjl[ bs -r- dp — cr 4- aq ] 2 
4- X[(jlc# 4- ai 4- bp — |JLfifo] 2 , 

pour \ = p. = 1 , on retrouve les formules d’EuLEn. 

On a encore cette autre identild de Lagrange, qm s’applique a 
un nombre quelconque de cavils 

(a a 4- b* 4- c 2 4- d*)(p* + f/ 2 4 - / 2 4- s 2 ) = (ap 4 - bq 4- cr 4 - ds)* 

- 4 - (aq — bp)* -4 (a/ — cp)* 

4- (ai — dp)*-{- {bi —cq) s 
4 -(bs — dq ) 2 4- (cs — dj ) 2 

On remplace ainsi Je produit de sommes de n carrds par une 
somme de (i + CJ) carrds, tandis que le produit efleclud donne 
n 1 carrds 

Exemple I — Vdufier les formules suivantcs, dans lesquelles M„designe 
le lerme de rang (/14-1) de la suite de Fibonacci (n° 3 ) 

ll* Uji—\ ll/i+ 1 = (■ i) ra— S 

] 4- ll\ = lij/l—], 
u 1 4" M | 4- • 4- ll} L = Un U,i+ 1 , 

lift 4~ liji —1 = Mg/j, 

M/i-hl — Un —S U n-V = U'tn—it 

U/1+1 U n+ a — u n u„ +i = (— i)«, 

u n — U n —i U n +i U n +2 = I j 

Ml Mg 4-M s Mg 4- ■ H“ Um-l Mg« = u\ni 
Mi Mg 4- Mg M 3 4- .4- Mg n Uia+-i. = Mjf/i+1 — 1 
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La piemi&re des relations pr6c6dent.es est due & Albert GiiunD, elle 
doane lieu 6 un cuneu\ Pat adoxe geomih iqae (von nos Recreations 
mathdniatiques, t II — Ginquieine Recreation) 

Ereniple H — ConsideLous la suite L^currenlc donn6e par la formulc 

Urt+a = P U«-h+ (/U,,, 

el par les deu\ piemieis Lermes Uo cl CJt; soil, dc plus, u n le tenne de 
1 ang (;i 4 - r) dans unc suite donn6e par la online loi el dont les deu\ pre- 
inieis lermes sont ?i u = 0 ct «| = i, venfiei la formula 

U /; = Uo»«-i-+- CJiW/j 

Example 111 — Si p ~ Gq ± i, on a I’ldcnlile 

i = (8y ± a)* + (8<y ± i)’--r ( |f/) J 

Exemple IV — Le eat / d el lc cube cVunc som/ne de hois canes 
snnl des so mines dc hois caries — En elTct, oil a 

(/= hj S -|- 3 s ) 2 - (jr n - + y 3 — s 2 ) 2 4- (2/i) 2 4-(s/~) 9 , 

( r 9 4 - y* -i- 3 2 ) 1 — (j- 3 — 3 xz -— 2 :j-4- a"/ J ) s 

-t- (y 3 --yx *— yz 2 4 - \ryz) 2 
4- (, z 3 — 3 zx 2 — -ixy 3 4- zy 2 ; 2 

Plus generalcnient, M Nijubkiuj n d6montre que Loutc puissance de 
ax 2 4- by 2 -\- rz 1 

(‘si un nombie de la nninie foimc (1/a//iests, I, p 
Etemple V — Si Toil pose 

P = a 2 4- b 2 4- c s — be - - ca — ab, 

on n les idenlitcs 

aP = (b — c) 2 -t- (c — (7) 9 4- (a — b)-\ 
aP 2 =(b — c)H-(c — a) 1 * ■+• (a — b)^, 
pi— (a— b) 2 (a — c) 2 -t- (b — c) 2 {b — o)^4- (c — a) 2 (c — 6) 9 , 

(a 4 - b 4- c) P = a 3 4- b 3 4 - c 3 — 3 abc 

Exemple VI — On a l’ldcntiid 

aX 3 4- bY 3 +■ a 2 b 2 Z 3 = V 9 , 
duns laquelle on suppose 

X = x{a x 3 4- iby 3 ), 

Y = y(by s 4- ‘lax 3 ), 
l — 3 x 2 y 2 , 

V = a 9 a? 8 4 - jabz 3 y 3 -y b i y ) 
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CHAPITnE VIII — LA MULTIPLICATION ALGEBHIQUE 
Exemple VII — On considdie le tableau des neuf quantitds 

pi+q'—jZ—s* 2(qr-hps), 2 (gs — pr), 

2(qr—ps), ps+rs—qt — s*, 2 (rs+pq), 

z(qs -i-pr), 2 (rs—pq), /> a 4- s”- — q”-— /•* ; 

verifier que la aomme des carrds des nombres contenus dans une mdme 
ligne ou dans une mdme colonne est egale au carrd de jn 2 -t-y s + /•*-+-s a 
(voir Now Corr math , t JJ, p. 97) 

Exemple VIII — Trouver quatre nombres tels que leurs produits dejux 
a deux, augments de 1 ’umtd, soient des carrds (Diophante, liv IV, 
prop. 21). — Si 1 ’on pose 

a = r, 

6 = i(n+ 2), 

c = (i+i)(/i + r + 2) 1 

d= 4 (/ , s 4- 1) (rs 4- r 4- l) (r$ a 4 - rs 4- 2s 4- 1), 

les carrds des six expressions 

rs 4 -i, 
rs 4- r 4- 1, 

2 / ,! i 2 4 - 2 r 5 s 4 - 4 ^ + ir 4 - i, 
rs 9 4- is 4- is 4-1, 

2r s i 3 4- 2 r ! s ! 4 - 6 ™ a 4 - 4 rs 4 4 $ 4 - 1, 

2/’ a s® 4 - 4r*s l 4- 2 / a 54 - 6r$ a 4- 8rs 4- 2/ 4- 4 s 4- 3 

sont respectivenaent dgaux aux six quantitds 

064-1, ac 4-f, 01/4-1, 

be 4-1, bd 4-1, cd 4- 1. 

Une autre solution a dtc donnde par Euler (Commentationes Arithme- 
ticce collectce, t. II, p 45 ) 

71 . Valeur numdrique d’un polyn6me ordonnd — Reduction 
des termes semblables. Ordonner un polyndme suivant les expo- 
sanls croissants ou ddcroissants. 

Pour obtenirla valeur numdrique d’un polyndme 

f(x) =PoZ n -+-piX“-l-+-p i X n -*- 4 - . 4 -p n , 

qui correspond k une valeur donnde x = <7, on calcule successi- 

E. L. - I. Q 



[3o 


LIVIUS I 


LES NOMDRES ENTIE R 8 


vcment les expressions 

/o = Po, 
fi=p 0 a 

fi == Pq a * + p L O' + Pt , 

fi = Pott 3 —1— _/?i a? 4- P2a -t-p$ , 

en ddduisant chaqne rdsultat du precedent par les formules 

fl — Gfo+Pl, 
fi — a f\ ~t - Pi} 

fi = a fi~\~Pi , 

A = a fi~ 1 i-P^ 


clvacun des polyndmcs , esL dgal an prdcddenl 

11mltiphd par a, et augmonid du coefficient correspondanl de f{x) 
Lorsqu’il manque des lermcs, on doit Lemr compte des coefficients 
nuls. 

Pour x = 1 , lc polynfimc cst dgal ii la soinme de ses coefficients, 
pour x =— 1, il cst dgal a lcur sonrunc alternde. 

72 . Diviaibilitd de /(j>) par (a. — ci) — Considdrons la multi¬ 
plication 


/o x n ~ 1 fi a . ,n “ 2 -+- /a ^ w_3 ■+■ . + fa -1 

x — a 


/()#" + j\ 

- 1 H- fi 

I a?"- 2 - K . 

■ ■+“ fn-1 1 

1 X 

— afo 

— ft ii 


— tofu —a | 

1 tofu—1 

Piro-^pi. | 

•m-i-hpx 1 

- 

• ■+■ Pn—1 I 

1 & -j-p tl —f(a) 


Done, cn desLgnanl par Q lo multiplicande, on a 

/O) = (» — «)Q-t-/OA 

pur suile, la condition nccessaire ct sufjisante, pour que f(x) 
soit du'uibfc par lc bmvme (x — a), cst f(ci) = 0. 

Si un polynume f(x) c si divisible sdpardinenl par les bmdines 
(x — a), (x — b ), . ( x — l ), dans lesqucls «, b, c, . ., I, 

sont des quantiles uidgulos deux a deux, il est divisible par le pro- 
duil des lundmcs. 
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Rdciproquement, pour que/(#) soit divisible par le produit 
(x — a) (x — b) (x —c) . (a?— Z), 

dans lequel les nombres a, b, c, . , l sont indgaux deux 4 deux, 
il faut el ll suffit que l’on ait 

/(a) = o, f(b) = o, /(c) = o, , f(l) = o 

73 Identity et similitude des polyndmes, — Deux polyndmes 
rdduits et ordonnds sont dits identiques (ou semblables), si les 
coefficients des mdmes pmssances de x sont dgaux (ou piopor- 
tionnels). Le nombre des conditions pour que les polyndmes de 
degrd n soient identiques est ( n i), et le nombre des conditions 
pour qu’ils soient semblables est n. 

Si un polyndme f{%) de degrd n s’annule pour plus de n va- 
leurs de x indgales deux & deux, tous les coefficients de ce poly¬ 
ndme sont nuls, et le polyndme est nul quelle que soit la valeur 
de x. 

Si les valeurs numdriques de deux polyndmes de degre n sont 
dgales (ou proportionnelles), pour plus de n valeurs de x indgales 
deux & deux, les polyndmes sont identiques (ou semblables) 

Les operations d’addition, de soustraction, de multiplication 
sur des polyndmes ordonnds ne peuvent donner comme rdsultats 
que des polyndmes identiques, quel que soitl’ordre des operations 

Lorsquc le multiplicande, le multiplicateur et le produit, sont 
ordonnes de la mdine manidre par rapport a la vanable x, le pre¬ 
mier et le dernier terme du produit sont respectLvement dgaux 
aux produits des premiers et des derniers termes des facteurs. 

Exemple I — On a l’idenlit6 

a? 4 4- 4 j Y k = (a? 9 -t- 2xy 4- 2y 3 ) (x 3 — ixy -+- 2y s ) 

Pourj^ = i, on ddduit cette proposition de Sophie Geiimain (*) 

Tout nombre cntier (a? 4 4 - 4 ), autre que 5 , est le produit de deux nombres 
entierg Poui x = i e L y = 2' 1 , on a la formulc d’AuRlFEUiLLE, enlrevue 
par Begueun ( 2 ), 

2 4/2-hS_j_ J = ( 2 2th-1_|_ 2 n+l+ i) ( 2 2 n+i_ 2 / 1 +I 4 . 1 ) 


(') Manusci it n° 9 ll 8 du fonds francais de la Bibliotheque nationale (p 84 ) 
( J ) Memoues de I’Academie de Berlin pour 177a, p. 296 




l3i LIVRE 1 — LES NOMBnES ENTIEHS. 

Exemple IT — On a 1 ’idcntitd 

a? c -t- 27 y 6 = (a? 2 _|_ 3y*)(x 2 — 3 :r/ -t- 3 ^ a ) ( a? 2 + 3 :ry -+- 3 j^ 9 ), 

ct pour x = 1, ^ = 3 ", on cn ddduit quo 3 0,l+1 -t-1 est 1 c produit de trois 
facteurs. 

Exemple III —Le nombrc ir 1 ^— 5 B y 10 cst lc produit dcs trois facteurs 

x i — 5y*, x u + i5a? a ^ a -i- iBy ’*± 5a"jp(a? a -t- 5 jk 2 ). 

Exemple IV — Lc nombrc a; 12 -t- G°jk 1s est lc produit dcs trois factcuis 

x't-'r 3 Gj y^, a: 4 -+- i8r 2 j^ 2 -I- 3 G/ 4 ± bxy{x--\- Gj^ 2 ). 

Ges formulcs sonL les prcnndics dc dcu\ longues suiLcs dc formulcs quo 
nous avons Li 1 dcs dc dcu\ dc nos niemoncs Them dnics anfhmctiqucs 
(Acad, dc Tuiin, 1878) — Sin les fm mules dc Gvucnv ct dc Lejeunk- 
Dirichlet (Association f/ anraisc, Congres dc I'm is, 1878). 

Exemple V. — Si Ton pose 

X = x' — y'-h 2xy('j.x + y), 

Y — y* — u" 1 -t- 3yx(yy ~b x), 

Z = 3 (r 2 -h ry + / 2 ), 

A =xy(x~hy), 

on a 1’idcnlitd 

X 3 h- Y 3 = AZ 3 
En particular, pour x — \ ct y = 2, on a 

171-1- 37 s - G 211, 

qui donne une solution dc I’dqualion inddtcrmindc 

X1-1-Y 3 - GZi, 

ct, par suite, unc infinite dc solutions, Incn que LrGENDnE nit affirmc son 
irrdsolubihte dans sa Throne dcs Nombrcs ('). 

74 . Bindme de Vandermonde — Prisons, pour simplifier, 

(1 4 - x)p = \-\- p^x .. -+- pixP-z -t- p v xP~ l + xi ‘; 

on a aussi 

(x -t- i)p = xp-\- piTi'-i-t- pzXP---)- . p- x x n -->rp Y x 1-1, 


C) Voir nos TheorSmcs gcnciaux sur Vimpossibllite dcs equations cubiqua 
mdetermindes (Bulletin de la Soc. math., L VIII) 
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en multipbant mernbre k membre et en dgalant les coefficients 
de zp, d’apr^s la loi d’identitd des polyn6mes, ll vient 

Ci/J = + + • • + /’I -t-i 7 ! H- I S , 

en d’autres termes, la somme des carris des coefficients da di- 
veloppement de (i -f- x)p igale le\coefficient da milieu dans le 
developpement de la puissance d’exposant double. 

De m6me, en dgalant les coefficients de xP dans le ddveloppe- 
ment de (l — x*)p, d’une part, et dans le produit des ddveloppe- 
ments de (i -\-x)p et de (i — &) p , d’autre part, on trouve que la 
somme altern&e des carrSs des coefficients du developpement 
de (i + x)p , 

J 2 — T 3 ? . -+- ( l)P I®, 

estegale au coefficient du milieu de ce developpement lorsque 
p est pair } et a ziro lorsquep est impair. 

Plus gdndralement, on peut dgaler le coefficient de x r dans le 
developpement de (i -\-x)P +t i, d’une part, et dans le produit des 
d^veloppements de (i x)p et de (i -hx)?, d’autre part. On 
trouve alors une formule qui ne diff£re que par la forme d’une 
identity donn^e par Vandermonde, et que l’on appelle bmdme des 
factorielles (n° 48 , Ex IV) En d’autres termes, le bin6me des 
factonelles est le resultat de la loi d’ldentitd des pol;yn6mes, que 
I’on obtient dans le procddd de la multiplication accdldr^e des 
polyn6mes ordonnds, en dtendant & cenx-ci le proc^dd de multi¬ 
plication rapportd par Fibonacci (n° 19 ). Ges cbverses propriety 
sont considdrablement ampbfides dans les numdros suivants. 

Exemple 1 . — Trouver la somme des produits deux & deux des coef¬ 
ficients du bmdme. 

Lorsque l’ou connalt la 9omme de p nombres et la somme de leurs 
carr6s, on obtient la somme de leurs produits deux a deux par la foimule 

iY.ab = (2a) s — Ea s , 

que l’on d£duit du carr£ d’un polynfime Dans J’exemple, on a done 

= 2 *p— . 

(P I ) 2 

Remarque — On ne connalt pas de formule simple pour la somme des 
cubes des coefficients du bmdme. 
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lell — Si l’on multiplie respcctivement les q premiers coeffi- 
ddveloppement de (i — x)p par les q premiers termesd’uue pro- 
arithmdLique ayant a pour premier terme et r poui laison, 
’ somrac des produits 


(- 1 ) 7-1 


pip — o 

>le III — Ddmontrer les deux formules 
3 


[pr(q — 0+ a(p — j)] (Delannoy ) 


T CS» 


— 4 - 

i * 1 n 


n- f -2 
4 


pn-l 

'J® IL 


~ Gj/i-i • • -+ 


2 n 

in — a 
in — l 


Gjj/i — G^ r, 
Gg/i-i = i 1 


EtfeMES GENERAUX SUR L.E CALCUL DES SOMMES 
ET DES DIFFERENCES 

elation entre les termes d’une m6me ligne — La loi de 
n d’un Tableau de souunes donne (n° 5 ) 

2 zz i = + 2i<j, 

2 s ii\ == 2 zzq -+- 2 2 zzq, 

3 , en ajoutant, 

2 a zzj = z/q 4 - 2 2 u 0 4 - 2 s zZq 

Lssant a la colonne suivante, on a 

2 3 Uo = 2zz 0 4- 2 2 s zz 0 4- 2 a zz 0 ; 

ant les deux dermeres dgalitds, d vienl 

2 3 zz 3 = zz 0 4 - 3 2 u 0 4 - 3 £ 2 zz 0 4 ~ 2 3 zz 0 

par induction, la formule suivante que l’on peut vdnfier 
•ion 


2 p Up — ZZq 4 ~ Gj, 2 ZZq 4- Cp 2 * ZZq 4 - • 4 - 2 P ZZq, 

. la forme sjmbolique, 

2p ztptAj (r 4- 2 )p zz 0 , 

■emplacer les exposants des puissances de S par des in- 
21 0 «„ par ZZq • 
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On pent augmenter d’un nombre quelconque, soLt les indices 
de 2, soit ceux de u, d’ou l’on ddduit qne si Von multiplie respec- 
tivement (p +1) termes consicutifs d'une ligne AB cVun ta¬ 
bleau de sommes, par les coefficients du diveloppement de 
(i ^i r x)P } on obtient, pour somme des produits, le terme C du 
Tableau, placd au-dessous de B dans la m£me colonne, et deh, 
dans la m&me diagonale {fig- 54 ). 

Fig 54. 



Pour le tableau des differences, la formule pr^c^dente devient 

0 ') u p <^ (1 4- A)pm 0 . 

76 . Relation entre les termes d’une m6me oolonne. — On a la for- 
mule 

2m 0 = 2 s «i— 2 a M 0 , 
en passant d la ligne suivante, 

2 Mi = 2* z/ 2 — 2 s ; 

en retranchant la premiere egalitd de la seconde, ll vient 

Mo = 2 s m 2 — 2 2 a Mi + 2 9 M 0 

En retranchant cette ^galite de celle quel’on obtient en passant 
k la ligne suivante, ll vient 

Mo= 2 3 m 8 — 32*m 2 + 32 3 Mi — 2 s m 0 

On trouve ainsi la formule g^ndrale 

?«0= 2PM,,—Gp2PMp_i-+-G^2 pm^_j 4- . -t-( —i)p2pm 0 , 



136 


LIVftE I. 


LES NOMDRES ENTIERS 


ou, sous la forme symbolique, 

( 2 ) u a ^yl,p(u — i)p, 

& la condition de remplacer, apr£s le d^veloppement de (u — i)/*, 
les exposants de u par des indices, sans oublier Vexposant z 6 ro. 

Par consequent, si Von multiplie (p + i) termes consicutifs 
d’une mime colonne GB d’un Tableau de sommes, en remon¬ 
tant, par les coefficients de (1 — x)p } on trouve pour somme 
desproduits le terme A du Tableau {fig 54 ). 

A'vec la notation A da calcul des differences, la formule prece¬ 
dents s’ecrit 

(2') AP« 0 cAj(lt— l)P. 


77 . Relation entre les termes d’une m6me diagonale —On a la 
formule 


2 u 0 = 2 Ui — “o 5 


par suite, cn passanl a la ligne et d la colonne suivantes, 
S s iii = 2®m a— Emi , 


el, en rctranchant mcinbre a membre 

£ a u 0 = E*h 2 — aE iii + it*, 

eu general, 

Ep 14 ^ = Sp Up — CJj 2p 1 Up —1 -+- Cji E/ ,—2 Uj3_2— . , 
ou, sous la forme symbolique, 

(3) SPit u tAj(Eii — i)p. 

Par consequent, si Von multiplie respectivement {p + 1) 
termes consicutifs d’une diagonale CA d’un tableau de 
sommes par les coefficients du ddvcloppement de (r — x)p , on 
obtient pour somme des produits le terme B du Tableau 

{fig- 54 )- 

Avec la notation des differences, on a 
(3') — A)p 

Si le tableau des u represente le triangle de Pascal, les rela- 
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lions pr^c^denles subsislent, l’une d’elles donne, en particuher, 
le binAme de Vandermonde. On peut appliquer ces relations au 
triangle arithmetique, en le supposant lllimite dans tous les 
sens 

On observeia que les formules (i) et (i') 3 (2) et (2'), ( 3 ) et ( 3 '), 
rentrent deux par deux l’une dans l’autre, si l’on se rappelle Viden¬ 
tity synibohque d'opdration EA = 1, c’est- 4 -dire si l’on remplace 
S p par A ~p. 

78 Demonstrations flgur6es —Les theoremes que nous venoDS 
d’exposer peuvent £tre demontrds et generalises par des calculs 
tr£s simples d’Arithmetique de position. La fig. 55 nous rappelle 


Fig 55 Fig 56 Fig 57 



Thdor&me de l’angle dioit. 


que tout nombre contenu dans une case quelconque U d’un ta¬ 
bleau de sommes est egal 4 la somme des nombres contenus 
dans les cases marquees 1, et pris une seule fois. 

Si l’on remplace, a partir du bas, toules les cases marquees 
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par les deux cases correspondantes de la loi de formation, on 
obtient la jig. 56 , qui montre que le nombre contenu dans la 
case U est £gal k la somme des nombres contenus dans les cases 
marquees t , 2, .. , 6, 7, 1, multiplies respectivement par ces coef¬ 
ficients; onpasserade ra&ne kid. jig. 5 ^ On peutaussi, en partant 
de la droite, remplacer les cases du baut par les cases qui corres¬ 
pondent & la loi de formation. Par induction, on en deduit le 
tbeor£me suivant, qui s’applique dans toute l’etendue d’un tableau 
de sommes ■ 


Fig. 58 Fig 5 g 



Si r on consid&re, dans le triangle de Pascal, un angle droit 
{fig' 58 ) forme avec les premieres cases d’une ligne et les 
cases supdneures d’une colonne, de rangs quelconques; puis, si 
J’on dlfrve d’un rang, en les ddplagant en m6me temps, d’un 
rang vers la gaucbe, toutes les cases du c6t(5 inferieur, et si l’on 
fait tourner ensuite l’angle obtenu d’un demi-tour autour de son 
sommet, on obtient l’angle de la jig. 5 q. Cela fait, si l’on pose 
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oet angle sur les cases d’un tableau de somines, la sorame des 
prodmts oblenus en multipbant le nombre de chaque case par le 
coefficient correspondant de l’angle est 6gale au terine du tableau 
qui se trouve dans la rneme colonne 4- que le i supdrieur de 
I’angle droit, et dans la m 4 me diagonale descendante que le 
i inferieur de l’angle 

Lorsque le c6t6 vertical de l’angle se r^duit & deux cases, on re- 
trouve le th^or^me i (n° 75 ). Les autres thdor^mes donnent lieu 
k des generalisations semblables & la precedente. Nous laissons au 
lecteur le soin d’etudier les propnetes des terrnes d’un tableau 
de soinmes, dans ses rapports avec les coefficients du triangle de 
Pascal situes dans les paralleles a la diagonale ascendante f . 

Lorsque Ton ecnt le tableau des sommes et des differences 
dans la disposition du carre anlhmetique (n° 53), les th^or^mes 
qui precedent prennent une forme plus sym^trique. On peut, 
d’ailleurs, les demontrer directement sur une figure Ainsi, on 
apergoit tout de suite {fig. 6o), que, dans tout tableau de sommes 


Fig 6o 



dispose comme le carre antbmetique, le terme contenu dans la 
case noire des fig G ( , Co, C 3 est egal 4 la somme des terrnes con- 
tenus respectivement dans les cases d’une diagonale ascendante, 
multiplies respectivement par les coefficients des developpements 
(i -4- &) a , de (i -h x ) 3 et de (i + x) h . 

En general, si Ton multiplie {n + i) terrnes du Tableau {fig 6i) 
contenus dans les cases de la diagonale AC par les coeffi¬ 
cients du developpement de (i + x ) n , on trouve le terme contenu 
dans la case B. Si Ton multiplie {n + i) terrnes contenus dans la 
ligne-<-BA, respectivement par les coefficients de (i — x ) n , on 
obtient le terme C. Enfin, si Ton multipke (/i-hi) terrnes conte- 
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nus dans la colonne f BG, par les nadines coefficients, on obtient 
le terme A. 



Ges propridtds s’appliqucnt a l’dchiquicr triangulaire, au pcn- 
lagonc aritlimdtique et & l’liexagonc, en supposant que ces ta¬ 
bleaux sont prolongds inddfimment dans Lous les sens, par la 
rndme loi dc formation. 

PUISSANCES DES POLYNOMES 

79 . Puissanoes du trindme et du quadrin6me. — Si l’on fait le 
ddveloppement dc (ct —|- b —(- en considdrant ( ci-\-b ) cominc 

ime seule quantitd, on a 

(a -+ b -i- c)p= (a -+- b)P-\- C/, (a -+- b)P-i c + 

-+- Cf, (a-h by-id-t-. .-t -cp, 

en ddveloppant cnsuile les bin6mes du second membre, nous ob- 
tiendrons le ddveloppement de la puissance du trindme D’abord, 
on voit que le nombre des termes, tous dissemblables, est, en 
commcn§ant par la droile, 

1 + 2 + 3 +.. - 1 - 03 + 1 ,= {P±±)Ap±A 

1.2 ' 

chaque terme sera de la forme en supposant que les 

nombres a, y soient positifs ou nuls et aient p pour somme. 
On Lrouve arnsi, avec la convention o I = i, 

<■“ + l, + cy=S^£L-,a«M<rf 

De rndrne, si l’on fait le ddveloppement de («+ £ + c+ d)P , 
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en considdrant {a + b + c) comme une seule quantity, on 
irouve que le nombre des termes, aprds le ddveloppement des 
puissances du trin6me {a -+- b -f- c), est 

i 2 , 2.3 . 3 4 . . (/» + 0(/»-+-a)_(/> + i)(/?-t-a)(^-H3) 

-1--r-r H-— - 5 -* 

12 12 1.2 1.2 I . 2 i 

et Von a 

(a + b -h c-h d)P= S - J? 

' al pi y' o' 

pour toutes les valeurs entires, positives ou nulles de a, ( 3 , y, 3 , 
qui vdrifient la relation 

oc -J— P H - "Y -I— 0 = p, 

Et amsi de suite. 

80 . Puissances des polyndmes — On peut encore dtablir le 
thdordme gdndral de la mamdre suivante Considdrons le polyndme 
de q termes 

CL -t- b C -+- . + If 

et multiplions-le par lui-indme, en dcrivant les termes dans l’ordre 
ordinaire, c’est^-dire en multipbant d’abord le multiplicandepar a 
act -r ba ca -+- 

puis par b , puis par c, . , par /, nous formons amsi le carrd du 
polynome Si nous ne nous servons pas d’exposants, et si nous ne 
faisons pas la rdduction des termes semblables, les q 2 termes du 
produit reprdsentent les BjJ arrangements complets des q lettres, 
prises deux & deux. En multipbant encore par le polyndme, sans 
fa ire de rdduction, nous obtenons les BJ arrangements complets 
des q lettres, prises trois k trois, et amsi de suite jusqu ’4 B£. Si 
l’on fait ensuite la reduction des termes semblables, on voit que le 
terme <z a &PcY. A, de degrd jo, aura pour coefficient le nombre des 
permutations avec rdpdlition de p lettres dans lesquelles a sont 
dgales k a, (3 A b, . , 1 a /, on a done 

(0 (a+6 + c+ . ..IK 

Quant au nombre des termes du ddveloppement du second 
membre, ll est dgal au nombre des combinaisons completes de q 
lettres, prises p & p, c’est- 4 -dire k 

Dj = CJp+,j -l = Vp + q-\ > 
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c’est, en eflet, le nombre des mots de p leltres faits avec un alphabet 
de q lettres, chaque lettre pouvant dtre r^p^tde jusqu’i p fois, 
mais de telle sorte que, dans chaque mot, ies lettres soient rang6es 
suivant l’ordre alphab£tique. 

Soit, par exemple, p = 5, on a 

(E<z) B = Sa 5 + 5'2>a' t b -+- roSa 3 6 2 -H2 oE a*be 

-+- 3 o 2 a-b 2 c -+- Co 2 a a bed -t- 120 S abode 

On ohservera que les 2 du second membre de c.ette formule ont 
une signification bien diflferente de ceux qui se trouvent dans les 
formules qui pr6cddent; dans cette derm&re formule, commedans 
celles du n° 67, les Sreprdsentent des fonctions symdtnques dont 
la throne sera cxposde plus loin. La determination du nombre 
de ces S revient a trouver toutes les mani&res de former un 
nombre p par l’addition d’enliers positifs non croissants, cello 
question rentre dans la th^orie de la partition des nombies 

Eremple I — Determiner, pour les di\ premidres valcurs dc p, lc 
nombre des manidres de former/? par l’addition d’cnticrs positifs non crois¬ 
sants 

On forme le Tableau suivant (fig 62) par la formule 

t\j7- 1 , at? 

M/j— ^ rv p _ q , 

Fig 62. 


p 

r 

2 

3 

/ 

‘1 

5 

G 

7 8 9 to 

N 

1 

1 







1 

2 

1 

I 






> 

3 

1 

1 

1 





3 

4 

1 

2 

1 

1 




5 

5 

1 

2 

2 

1 

1 



7 

G 

1 

3 

3 

2 

r 

i 


11 

7 

T 

3 

4 

3 

2 

1 

1 

i 5 

8 

I 

4 

5 

5 

3 

2 

1 1 

22 

9 

I 

4 

7 

G 

5 

3 

2 t 1 

3o 

10 

I 

5 

8 

9 

7 

5 

3 2 1 1 

42 


Partition des nombres 


Ainsi, le nombre des manidres dc formei p = 7, par 1 ’add.tion de nombres 
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□on croissants, est dgal 4 la somme des nombres de la septidme ligne 

i, 3 , 4 j 3 j 2, t, i 

qui correspondent aux nombres de solutions qui commencent respeclive- 
ment par 

7j 6, 5 , 4 j 3 , 2, r 

Exemple II — Calculer les coefficients du carrd de 
i-H x + a? 2 -h.. -t- x n . 

Exemple TIT — Calculer les coefficients des dix premidres puissances 
du triddme (i -+- x -+- x 2 ) 

Exemple IV — Dans le ddveloppement du carr6 de 
l H- a; + 2 a ? 2 . -hpxP, 
le coefficient de x?, pour q < p, est dgal a 

q 3 + i i q 
G 

Exemple V —Lc nombre des mamdres dont on peut amener le point n 
avec p dds a jouer est le coefficient de x n dans le developpemcnt de la 
puissance 

(x + x 1 + x 3 + x^ -+- )p. 

Exemple VI — Le produit 

3 (x 3 -+- y 3 + z 3 ) 3 [(7 + sj) 3 -+-(^ + ®) 3 +(a? -+- j) 3 ] 

est la somme des cubes des polyndmes 

ix 3 —7 s — j 3 -+- 3 a;(7 s + - 2 ), 

27* — z 3 — x 3 -t- 37 (.a 2 -+- a; 2 ), 

2 3 3 — a? 3 —7 S + 3 z (a? 2 -1-7 2 ) 


81 . Arrangements figures — Nous donnerons une d&monslra- 
Lion dc la formule (1) du num^ro prudent, qui repose sur les 
arrangements figures 

Consid6rons un ^chiquier formd de p lignes horizontales et de a 
colonnes verlicales, d^terminons le nombre des manures de 
placer a pions sur des cases di(F6renlcs de I’^chiquier, et de telle 
sorte qu’il n’y en ait pas deux sur une m£me ligne On observera 
que ce nombre est nul pour a>/?, nous supposerons done 
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II faut d’abord choisir a lignes, parmi les p lignes donndes, ce qui 
fait C“ combinaisons simples, puis, sur chacune des lignes choi¬ 
ces, il y a a places, il en rdsulte a“ dispositions dififdrentes pour 
une m£me combinaison de a lignes, done le nombre cberchd est 
ou, en nous servant de la notation des factonelles 

_ El _ 

—a)' 

En particuher, pour a = jD, on obtient la figuration des arran¬ 
gements compJets B£ de a objets, pris p A jo, qui sont en 
nombre aP. 

Cela posd, considdrons un dchiquier de bauleur p et de lon¬ 
gueur (a-hb-+-c-\- on peut imaginer que cet dcluquier 

est formd parl’accolement d’dchiquiers de mdme hauteur p et dont 
les longueurs sont respectivement reprdsentdes par a, b, c, .. . , /. 


Fig 63. 


as 

6 

a 


7 - 

a . 

& 

7 

-- 



Arrangements figures 


Le nombre de manures de placer p pions sur des cases diflerentcs 
de l’dchiquier total, dc telle sorte qu’il n’y en ait pas deux sur 
une radrae hgne, est dgal, d’nprds ce qui prdcddc, & 

(a + b-+-c-+- -+- l)i> 

Mais, pour une disposition quelconque, il existe, dans cliacun 
des dchiquiers parliels, des pions en nombres a, P, y, . . . , X, mils 
ou posiufs, qui vdrifient dc toutes les mamdres possibles la 
relation 

a -+- p -+- y + -t- X = ;; 

Prenons des valeurs ddtermindes de a, ( 3 , y, .. ., X qui verifient 
cette relation, et cherchons le nombre des dispositions corrcspon- 
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danles des p pions sur les cases de f^chiquier total. Ce nombre 
est ^videmment ^gal au produit des nombres des dispositions de a 
pions sur les p lignes du premier dchiquier partiel, de (3 pions sur 
(p — a) lignes du second, de y pions sur (p — a — [ 3 ) lignes du 
troisi&me, et ainsi de suite, on trouve ainsi 


P' x - (P-*V _ x (/?— q— P)' 

“'(P — a V p!(/J — a— P) 1 r'(P — «— p — Y)1 

ou, apr6s r^ductidns, 


■r fit 


Tl - 


a*bPcr 


En fais&nt la somme de ces nombres, pour toutes les solutions 
de liquation de condition, on obtient la formule (i) du n° 80 
Avec la notalion des airangements complets, cette formule peut 
s’dcnre 


+*+£.+ +/— 


a'p'7 1 


V 


B>. 


Mais, au lieu de traiter le probleme par la seule condition qu’il 
n’y ait pas deux pions sur une m6me ligne, on peut ajouter cette 
condition qu’il n’y en ait pas deux sur une m&me colonne, alors 
les An angements complets figures se transforment en Arran¬ 
gements simples figures, et J’on a la formule 


A a+b+c+ + /— 




a'PIYI 


X ,A*AgAI 


a 

,PL t , 


Cette formule donne l’extension aux polyn6mes de la formule 
du bin6me de Vandermonde. 


Remarque — Au lieu de supposer que les lignes de chaque 6cln- 
quier partiel conliennent le m 4 me nombre de cases, on peut sup- 
poser que les p lignes du premier contiennenl respectiYemeni 
at, a 3 , . , a p cases, que les p lignes du second conliennent 

b t , 6 2 , .. , peases, el ainsi de suite On peut, de plus, admettre 
que chaque case de l’^chiquier peut recevoir jusqu’& n pions, que 
chaque ligne peut contenir respectivement jusqu’i n ]y /z 2 , . , n p 
pions, en outre, on peut encore faire des conventions pour cha- 
cune des colonnes de l’^chiquier 
E. L. - I. 


JO 
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Eo traitant alors ce problime gdn6ral de la disposition de 
pions, en l’^tendant aux echiquiers cubiques, et au deli, on ob 
tient des formules qui donnent, commecas tris particulars, lesfor 
mules les plus g^n^rales de Waring, dans la thdorie des FoncUon 
symetnques, et celles de Wronski, dans la throne des Facalld 
anthmdtiques et dans sa Loi supidmc des differences 
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LES NOMBRES RATIONNELS. 


CHAPITRE IX. 


LES NOMBRES FRACTIONNAIRES 


82 Les nombres fractionnaires, — Nous admettons que l’unitl 
peiit £tre divis^e en n parties ^gales, que l’on d^signe par 

ce postulaLum correspond a celui d’EucLiDE, puisque celui-ci 
revieut k la division d’une longueur en parties £gales. Mais on 
peut se passer de ce postulatum, si l’on veut se reporter k l’ln- 
troduction de cet Ouvrage 

Ddfimtions d'line fraction — et de ses deux termes. Numira- 
teur et Dinommateur 

Addition et soustraction des fractions de mfime d^nominateur. 

Multiplication et division d’une fraction par un entier. 

On ne change pas la valeur d’une fraction en multipliant ses deux 
termes par un entier. 

Reduction des fractions au m&ne d^nominateur ( f ). 

Addition et Soustraction des fractions — Simplification des 
r^sultats, lorsque l’on apergoit un facteur commun aux deux 
termes. 


(') Les thrones du plus petit dinommateur commun etdu pins grand commun 
diviseur sont reporties 4 la divisibility aritkmitique. La thiorie des fracUon9 dfr- 
cimales piriodiques estreportie & celle des congruences bindmes. 
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Multiplication des fractions. — Le rdsultat est inddpendant 
de l’ordre des multiplications. — Puissances des fractions 

Division des fractions — Fractions de fractions 

En general, les regies et les thdoremes sin les qualie operations 
fondamentales des fractions a termes enliers et positifs s’appli- 
quent aux expressions fractionnaires dontles termes sontdcs frac¬ 
tions 

Exemple / — On expnmc le norabrc 100 pai une somuic de nombrcs 
fractionnaires nc contenanL qu’une seulc fois les ncuf chill res signi ficatifs 
pa 1 l’6galit(i 

5 -t- 3 6 r 

100 = 97 H- g -1- 7 + - ■ 

Exemple Jl — Les fractions dtagdes — C’csl une suite de nombrcs 
a 0) ai, a i} qm sonl disposes verLicalement et scpaics successive- 

ment par (n + 1) bat res de fi actions Celle notation ne saui ail 1'tie em- 

l'hg. (>4 



Les fractions (SLcigecs 


ployee en Amhmetique, sans l’adjonclioa de parentheses, car elle n’auiaiL 
pas lie sens pidcis Mais ll y a lieu de determiner lc iiombrc des rdsultats 
que l'on peut obLemr en laissaut a ce symbole sa plus large signification 
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Ddsignons par (714-1) le nombre des baires de fraction, par t n+i le nombre 
(^interpretations correspondantes; supposons que la fiaction dtagde de 
(n + 1) barres se compose du quoLient de deux, autres nontenant respecti- 
vement p et ( n—p) barres, le nombre des interpretations diffdrentes est, 
dans ce cas, dgal au pioduii de t p par f n - p Par consequent, si Ton sup¬ 
pose p successiveraent dgal a la suite des entiers 0, 1, 1, , rt, on a la loi 

de recurrence 


f/i+i — ^0 t n -+- i\ tn —1 t g /, t _g -(- -(- t n — 1 1 \ -4- tn / u . 

D’ailleurs, pour les premieres valeurs de n, 

^0 = 1 1 ^ 1 = i j ^2 — 2, ? 3 = 5 , , 

par consequent, en se reporLanL A VExemple IV du n° Si, on en deduit 


83 . Les nombres inverses ou rdciproques, — Deux nombres 
fractionnaires sontdits inverses on 1 Sciproques, lorsque leurpro- 

duit est 1 Ainsi a et ^ sont des nombres inverses, pour toute va- 

leur entire dc a, positive ou negative, et puisque la serie des 
nombres entiers esl illumine, il en est de m£me de lasdrie de leurs 
inverses On peuL done considdrev des suites md^finies de frac¬ 
tions qui s’approclient de z£ro autant qu’on veut, sans que ces 
fractions soient constammenl nulles. De 16 , la notion d hnfim- 
ment petit qui se d^duit de celle du nombre injini , de mfime 
que la division est 1’inverse de la multiplication 

Les Tables des nombres inverses, ou r^ciproques, sont tres utiles 
pour la simplification des calculs; la Table la plus ^lendue, celle de 
Oakes, publide & Londres en 1 865 , donne les premieres d^cimales 
des inverses des nombres entiers jusqu ’4 100000, au moyen de 
Tables proportionnelles, on peut encore obtenirfacilementles sept 
premieres ddcimales des inverses de tous les entiers jusqu’4 
10000000. L’emploi simultan^ de cette Table et d’un proc6d6 ra- 
pide de multiplication, comme celui de la Table des quarts de 
carets, permel de remplacer, dans les calculs approchds, la division 
( a.b) par la multiplication de a parl’inverse de b (n° 25 ). 

84 . Les fractions alg&briques. — Les regies 6noncdes dans les 
numdros prdc^dents s’appliquent aux fractions algdbriques. Par 
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suite, les operations algebriques de 1’addition, de la sousLraction el 
de la multiplication, s’appliquent aux polyn6mes dans lesquels les 
coefficients et les variables sont des nombres fractionnaires, po- 
sitifs ou n^gatifs. II en est de m£me des theordmes sur la divisi¬ 
bility par ( x — a), et sur 1’identite des polyn6mes (n os 72 et 73 ). 

Division des mondmes. — fUgle des signes. — Regie des ex- 
posants. 

Exposant zb ro. — Exposants entiers n6gatifs. — Les theo- 
rdmes represents paries trois formules 

ctP x ai = 
an : ai = an— 7 , 

(aP)7 = aP7 

s’appliquent & toutes les valours entires, positives, nulles on ne¬ 
gatives des exposants p el q. 


Exemple I — Si I’on njoutc tcrmc a tcrmc des fractions dont les ddno- 
minateurs ont 1c mime signc, on obticnt unc fraction intcrmddiairc, c’cst- 
i-duc comprise cntre la plus petite ct la plus grande d’cntrc ellcs. — Gas 
lie l'dgalite des fi actions 

Les anciens matlidmaiicicns de l’lnde, dc l'lilgyptc ct dc la Grdce, ont 
souvent cmployd lc proccdd dit dc mediation, qui consiste & remplacer 
deux fractions 


par lour mediantc ^ compusc cntre les deux premieres, pourvu que 
b ct d soient positifs, Ainsi, par example, les deux nombres 


22 

7 


ct 


333 

ioG 


donnds par AncHiMiDE et par les geomdtres indicns, qui representent par 
exeds ct par ddfnut le rappoit de In circonferoncc au diaradtre, conduisent, 

355 

par le procedd de mediation, au rapport —^ donnd par Metius 


Exemple II — Vdnficr la formulc 
'a — b b — e c — a 






-h 


b b — c 


nh)- 


en supposant a + b + c = o. 
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85 . Les progressions harmoniques. — On dit que des nombres 
formentune progression harmonique lorsque leurs inverses sont 
en progression arithmdtique. Nous reprdsenterons cette progres¬ 
sion par 

rii rir 

— 5 7 ) “5 .1 T > 75 75 

a b c h k l 

a, 6, c, ..., h, k 1 1 , d^signant des termes en progression arithmd- 
tique de raison / ; d’ailleurs, nous supposerons, dans ce qui suit, 
qu’il n’y a aucun d^nominateur nul. 

En particuher, les inverses des nombres entiers forment la 
sirie harmonique 


I 

| 1 

1 F 

1 1 r 1 

1 

1 

— 5 

I 

“5 

a 

3 ’ 4’ 

V fa’ 7’ 8’ 

-5 

9 

■’ 76 ’ 


En partageant cette sdrie en groupes renfermant successivement 
i, i, a, 4j 8, ..., a" termes, on voit que chacun de ceux-ci est plus 
grand que le dernier de son groupe, et que la somme des termes de 

cbaque groupe est plus grande que i- La somme des termes de 

la sdrie augmente ind^finiment, la sdne est dite divergente 

Plus gdndraleraent, la somme des termes d’une progression har- 
monique inddfinie est divergente. En effet, pour un terme quel- 
conque, on a 

i _ i i 

a 4- nr r a ’ 

-4- n 
r 

en d^signant par p l’entier plus grand que ^/i + ^ j les termes 

de la progression sont respectivement, 4 partir de ce terme, plus 
petits que le quotient par r des termes 

i i i 

— 5 - y ;—y 

P P 1 P + 2 
de la sdrie harmonique. 

On ne connait pas de formule simple pour expnmer la somme 
des termes d’une progression harmonique. 

Example I. — On a l’identit4 

iii iir i i 

2 3 4 an —1 an n + i n 4-2 an 
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On la ddmontre immddiatement cn rctranchant des lermes de rang pan 
de la sommc des 2 11 prcmieis termes de la sdue harmomque la soinme 
des n premiers termes de celle-ci (Catalan) 

Eremple II — On a I’ldentiLd suivante, due a Dirichlet, 


(' 


T I 

■I - 4 


1 1 

3 ~ G 



I T 1 

3 _ 4 



_i-L) 

4/1 — 2 4 n / 


Cette formule se ddmontre immddiatement, en rdumssant chaque icrmc 
positif dc la parenthdse aver le teime ndgatif qui lc suit Ainsi 


2/1 — 1 4 


_i_—'_-Y 

n — 2 \a 2 \ 2 /i — 1 in) 


86. Sommation des inverses des factorielles — Si Pon pose 


ab 

be cd 

Tl 9 

1 

abc 

r [ 

bed ede 

+ hkl 9 

1 

r r 

1 

abed 

’ bede edef 

4 " ghki 9 


et si Pon part des dgalites 


r _ 1 1 

ab ~~ a b 3 

ir _ 1 1 

abc ab be 9 
3/ _ t 1 

abed ~ abc bed 9 


on trouve, en sommant les dgahtes obtenues, comme au n° 37, 


r.lU= ^ - 4 , 


3/ lik= ^bE~Wl 9 
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En particulier, si l’on consid£re la sdrie harmonique, on a les 
forniules de Leibniz et de Stirling 

1111 i r 

i 2 a .3 3 4 4 5 a(/i + i) n-H 1 

r f _i_ _ 1 r i _ t_1 

1 i 3 234 n(/i + i)(/n-a) — a Ll .2 (/i-t-i)(/n- 2 )J’ 

r _F_ _ I_ r_I_1_ 

1 2 3 ij + + /i(n + i)(n + 2 )(n + 3) - 3 [i.23 (/i4-t)(/H-2)(/h-3) 


On peut, d’ailleurs, verifier a posteriori la formule suivante, 
qui les renferme Loutes ■ 

a. = n 

y _i_= -T-_!_I 

J^x(x-hi) (a?-t - p) p L /? 1 (n -H 1) (ti-H/j)J 

X = 1 

Lorsque l’entier n augmente ind^finiment, ceile sorame a pour 
limite 

1 

P P r 

Exemple I — Si lc premier lerme d’une progression aritluneLiquc cst 
a = 1, comme dans les progressions donnanl naissance au\ norabres poly- 
gonau\ (n° 36 ), on a 

a ■+■ 2 ab -1- 3 abc +(n — i)a6c k — i [abc kl — 1], 

1 2 3 n — 1 _ f f_ t "I 

ab abc abcd~^~ abc l /■ |_ 1 abc . l\ 

En parliculiei, 

i i'+2 2 i + 3,3 i + . -H 11 .n 1 = (/i-H i) 1 — 1 , 

[ 2 3 n _ 1 

aT + F + T' + ‘ + ' ” (a+i) 1 ' 

Exemple II. — Si I’on pose 



on a les formulcs 


e„+i = (ft + 1) e /t - hi, 
fi/t+i =s ( r. H- 2 ) e n — ne n ~\ 
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Example III — Si deux progressions arithm£iiques 

ct } b, Cf j Xr, lj 

a > ?, Yl ) *} 

ontla mdrne raison r et Ic m£me nombie de tcrmes, on a la formulc 
a ab abc .A _ t V a abc £~| 

a[3 " t«pY-. r L a a PY • 

En mettant ^ cn factcur, les fractions du premier membre ont, dans Ics 
deux termcs, le mime nombie dc factcurs 

87. Triangle harmonique de Leibniz. — Si l’on pose 

1 

lift — 9 

n 

on a, avcc Ics notations du calcul dcs differences, 


Aw„ = 


r 

n ■+■ i 


A a Hu = 


_ 1 _ 


1 _ 1 

fi n(n- f- 1) ’ 

i _ 12 

n(/t -+- ])(/i 4- 2)’ 


ct, cn g&ndral, 


A P U n 


(—0 p P' B 

/i(/i + l) ..(/l-hjo) 


Par consequent, le Tableau des differences dc la fonction u n 
rcprdscnte les inverses desfactorielles successives multiplides, dans 
cliaque colonnc, par un mdme nombre, ou encore les inverses des 
Icrmcs du triangle de Pascal, divisds, dans chaque colonnc, par 
nn mdme nombre; cc Tableau diff&re peu du Triangle harmo¬ 
nique de Lfibntz. En appliquant & ce Tableau deux des formules 
fondamentales du calcul des differences (n os 75 et 76), on a ainsi 

_ El _ = 1 g p , Cf> (—0 P . 

n(n-h 1) . (?i -t- p) 71 n, -t- i /i -f- 2 ’ n -hp * 

_L_ T P , PiP — 0 ( — O^l 

n+p 71 n{n- 1-1) ti(ti -1- i)(n -+- 2) ’ ' n(7i -+- 1) .(/i-hp)‘ 

Gcs formules subsistent en rempla^ant le nombre entier n par 
un nombre fractionnaire quelconque x. 
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Exemple I — Si la progression arilhmdtiquc de raison /• a (j>-h i) 
termes, on trouve 


rP _ t G}, C$ 
abc lab c 

I — I _ T 2tJL r2A p 

/ ~ a ab abc 


(-t)/’ 

“T~’ 

(— 1 ) P K , 

abc l ’ 


en ddsignant respectivement par les letlres G el Ales combinaisons et les 
ai rangements simples. 

Exemple II — La fiaction 

x( X -hl)(x -h 4 ) . . .(x -i- up — 2 ) 

(a?+ i)(x -t-3)(a? 4- 5). (x + ip — i) 


est dgale au ddveloppement de 
„ „ i 3 


i — CL 


-Cl 


i.3 5 


+ i l> (x + i)(a? + 3) p {x 4- i)(a?-+- 3)(a? -t- 5; 


Exemple III. — La fraction 

i.3 5 (a p — l) 


(a? -i- i)(a?4- 3) ..(27 + 2 p — i) 

est dgale au ddveloppement de 1’expression 

ni a- . n9 a-(a- + a) na x(x-h*)(x-h4) 

p a?-hi p (x -+-i)(x ■+■ 3) p (x 4-i)(#4- 3)(a?4-5) 

Exemple IV — La fraction 

a 4-6. (a p) 

(X -f- 2)(07 -4- if). . .(fl? 4- 2/>) 

est dgale au ddveloppement de 

i - C> 4 - G* - Gjl 4 - 

p x + 7 . ^ 27+4 ' x + 6 


Exemple V — Si n > 2 est un entier pair, on a 
n — 1 (n — 1 )(/i — 3) 

n = n-1- ) - 77 - 7 -: 4-. . 

n — 2 (n — 2 )(/i — 4 ) 

(n— O ...9 7-5 1 (”— 0 7 5 3 
(n — 2 ) 8.6 4 (ra — 2 ).. b 4 2 
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ii n est un enlicr impair, on a 

_ n —i (n — i)(n — 3) ( n — i ) 6 4 2 

n ~ l ~ Sr n — —a)(/i — 4) + ‘ + (n — 2 ) 53 1 

Ixemple VI — Quels que soicnt les nombrcs a, b, c, . , /c, l, on a 

enlite 

1 a 4 - i (a -+■ i)(b 4 - r) (a -t- i)(& + 1 ) (A+t) 

1 a ab abc cibc kl 

_ (ffl + i)(6 + i) (/ + i) 

— abc kl 

38. Les progressions g6om§triques — Une progression gdomd- 
que est une suite de nombres tels que chacun d’eux est dgal au 
fcddent multipbd par un nombre consLant q que Ton appelle 
'son de la progression. Nous ddsignerons par 

— a, b, c, . , h, /i, l 

n termes de la progression, par P et par S le produit et la 
nme des termes. On a les propndtds suivantes : 

Le quotient de deux termes de la progression est une puis- 
ice de la raison donL l’exposant dgale la difference des rangs des 
ix termes. 

I. Si l’on multiplie ou si I’on divise terme & lerme deux pio- 
ssions gdomdtnques, on obtient une progression gdomdtrique 
it la raison dgale le produit ou le quotient des raisons des pro- 
ssions donndes. 

II. Le produit de deux termes dquidistants des extremes egalc 
iroduit des extremes. 

V. Le carrd du produil des termes d’une progression gdomd- 
jue dgale le produit des extremes dlevd & une puissance dont 
posant esl dgal au nombre des termes 
)n a done 

«( a— i) 

l = aq ll ~ i , P*=(al) n , P — a ,l q 8 . 

19. Somme des termes d’une progression g6om£trique. — Pour 
= 1 , on a S = et pour q ^ 1 , 

S = i^, 


> - 


+ 


f 


I 


t 


ill 

» 
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ou encore 



Les puissances successives des nombres plus grands que 1 vonl 
en croissant et peuvent ddpasser un nombre donnd, quelque grand 
qu’il soit. 

Les puissances successives des nombres positifs plus petits que 
1 vont en d£croissant et peuvent devenir plus petites qu’un nombre 
donn6, si petit qu’il soit 

La progression est croissante ou d^croissante selon que la rai¬ 
son, suppos^e positive, est plus grande ou plus petite que 1 . Elle 
estalternde, lorsque la raison est un nombre ndgatif. 

La somme des termes d’une progression gt^omdtrique md^finie 
dout la raison est un nombre plus petit que 1 , en valeur absolue, a 
pour linnte 

a 

\ — tj‘ 

Exemple I. — Un tonneau conlienl a litres de vin On en lire un hue 
que Ton lera place par un lilie d’eau, puis on tnc un second hire du me¬ 
lange, que I’on 1 emplace par un litie d’eau, et ainsi dc suite Quelle est la 
quautil£ de vin que contiendia le tonneau apiiis n operations? 

Riiponse 

( a- 0" 

rt «-i 


Exemple II — Une femme poite des oeufs au marche, elle en vend & une 
piemidie personne la moitie, plus la moilie d’un ceuf, & une seconde pei- 
sonne, la moilie de ee qui lui reste, plus la moilni d’un eeuf Apr&s n ope¬ 
rations de ce genie, elle a lout vendu Combien la maicliande avait-elle 
d'oeufs en arrivant au marche? 

A la dermcre personne, la maichande a vendu un ceuf, a I’avanl-dernidre, 
deux, aiufs, & la precedenle qualie, et ainsi en remontant Elle en avail 
done en tout •x n — 1 

Exemple III — Des joueuis en nombie/i, et cn oidre donn6, conviennenl 
que le perdant doublera l’argent des {n — 1) nutres Ils perdent eliacun 
une partic, dans I’ordre donn£ et, & la fin, ils ont eliacun la m£mc somme 
a Combien cbacun avait-il au commencement? 

Le probldme se it 5 sout en etablissant la situation de cheque joueui apr&s 
la (n — i) l4in0 parlie, puis apids la (n — 2) kmo partie, et ainsi de suite, en 1 e- 
montant . 
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On trouve 


I -t- 2 n_1 II 
2" 


«> 


i -+- 2 n -*n 


% n 


a, 


i -+- n 


a 


Exemple IV — Des joueurs en norabre n et en ordre donne jouent de 
la manidre suivante Le premier joue avec le deuxidme et perd la ^ Ume par- 
tie de ce qu’il a, le deuxidme joue avec le troisidme et peid la <jr iaDlc partie 
de ce qu’il possdde & ce moment, et ainsi de suite. Enfin le dernier joue 
avec le premier et perd la q iema partie de ce qu’il possdde alors. A la Gn 
du jeu, les joueurs possedent la mdme somme a, quelle sommc chacun 
d’eux avait-il au debut du tournoi? 

Exemple V — Si 1 ’on ddsigne pai S„ el S n -i la sommc des n et des 
(n — i) premiers termes d’une progression gdomdtrique de raison q, la 
somme des produits deux 6 deux des n termes de la progression gdomd- 
tnque a pour expression 


Exemple VI. — On multiplic respectivementles n termes d’unc progres¬ 
sion arilhmdlique de laison r, 

ia,b,c, ..,h,k,l, 

par les a pieraiers termes d’une progression gdomdtrique de raison q, 

^ “jPjYs i*1>*i*> 

trouver la somme 

a ol -+- b |3 —I— c y -+- • -+-1 X 

Exemple VII — Si l’on ddsigne pai u n la somme des termes de rang 
n de deux progressions gdomdtnques, ayanl pour raisons q el q', on a la 
formule de recurrence 

«i»+a = ((7 ■+■ q')it n +i — qq'u n 

Exemple VIII — L’expression 

(i -I- X -+- X* 4- . .-t-27'*) 1 — X n 

est le produit des deux factcurs 


et 


i -+- x -t- a? 2 -t- -i- x n+l 

i -+- x -t- x i -t-... -+- x n ~ i 


Exemple IX. — On a 

+ + ■ (i -t-a? sn ) = 1 + X-+- a? s + +a? s " 



CHAPITRE IX. 


LBS N0MBRES PR A CT I 0 NN AI RE S. 


plus gdn^ralement, si l’on pose 

f p = i -+- xp -t- x*p 4 - . + x^p-Up, 

on a [’identity 
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Afi /p = 1 4 -a? 4-a ? 2 4-a ? 8 4- 4 - xP n ~ l 

Exemple X — La somme de toutes les fractions de la forme ; -!—— ; 

y ip 4 -l)‘ 7 ' 1 - 1 

a pour limite t, lorsque 1’on donne & p et q toutes les valeurs entires et 

positives (Goldbacb) — En eCFet, il faut faire la somme des fractions 


T 

T 

i 

l 

2*’ 

—:; > 
2 3 

2*’ 

2* 

I 

I 

1 

1 

3*’ 

3»’ 

3*’ 

3® 

i 

1 

T 

t 

4®’ 

4®’ 

W 

4® 


Mais la limite de la somme des termes d’une ligne quelconque 

P*’ P*’ P V P*’ ’’ ’ ^ iP — l )P’ 
la somme des teimes du tableau a done pourlimite (n° 86) 

1 t 1 1 

- 4- —x 4- x —7 4~ • .4- 7 -r— 4- • — l 

12 2 3 3.4 (p — 1 )p 

90. Propri6t6s des polyn6mes ordonnds. — Nous allons dd- 
montrer la proposition suivante : l£tant donnd unpolyndme f(x), 
ne renfermant pas de terme constant, on pent trouver un 
nonibrepositif h tel que, pour toute valeur dex comprise enlre 
— liet 4-/i, la valeur de fix) soit compi ise entre — k et 4- k , 
si k est un nombre positif donni, aussi petit qu'on voudra. — 
En efFct, soit 

fix) = aqa? 4 - as a? 1 4- 4 - a n x 11 , 

soit p la valeur absolue de x, R la valeur correspondante de f(x) 
et A la plus grande des valeurs absolues des coefficients du poly- 
n6me; on a dvidemment 

R^A(p 4-p*4-. ..4-p"), 

A = A (p — p" +1 ) ^ 

^ r_n 


OH 
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eL a fortiori, en sapposant p < i, 


d’tnlleurs, de L’lndgaliLe 


R< 


A P 


— P 


A P 

i —p 


<A, 


oa lire 


p<rh- 


Si l’on designe par h le second inembre del’indgalite pr^c^dcnte, 
onen dAdiut que le polynAme f(x) est toujours compns entre — A 
et + /», lovsque la valeur de x est comprise entre— h et + h. 

On a encore la proposition suivanle : Lorsqu’un polj name est 
ordonid suivant les cxposants ci oissants de x, on pent trouvei 
un nombre positif h tel que } pour toule valeur de x comprise 
antic — h et /t, le polyndme f{oc) ait lesigne de son premier 
lernie et en dijrfki e d’aussi pen que Von voudra — En eflel, 
soit 

f(x) = dpXP-h ap + iXP+'-\-.. .+ a n x n 


le polynGme donnA, on a 


A x ) 

ClpXP 




et ll suflit dc determiner h de telle sorte que le polynome ep() 
soit, en valeur absolue, plus petit qu’un nombre positif donnd A 
Les deux iheorcmes qui precedent s’appliquent pour les cx- 
posants croissants, les deux qui suivenl, pour les exposants dt> 
croissants Lorsqu’un polyndme est 01 donne suivant les ex¬ 
posants deci oissants, on, pent trouver un nombre positif \ tel 
que, pour toute valeur de x dont la valeur absolue su/passe X, 
le polynome ait le signe de son premier terme. — Soit, cn effel y 

f(x) =a 0 x n -t- diXH-i-h. ,-\r a n , 


si l’on rcmplace x par jk - 1 , on a 


f(») 

aoX n 


-?(r) 
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cp(j') designaut un polyndme ordonne suivant les exposants 
croissanls de y et n’ayant pas de terme constant On pent done 
trouver nn nombre positif h tel que pour tonle valeur de y com¬ 
prise entre —h et + A, la valeur absolue du poljndme soit plus 
petite qu’un nombre positifdonnd A , parsmte, si Ton pose) 4 = /i -1 , 
lorsque la valem absolue de x est plus grande que \ le rapport 
du polynome a son premier terme est compris entre (i— A) et 

(i 4- A) 

Ainsi, loisque la valeur absolue de x devient plus grande qu’un 
nombre aussi grand qu’on vent, le rappoitdu polyndmea son pre- 
imei terme a pour limite i Plus g<*ndralemcnl, lorsque x emit 
au del5 de Louie Innite, le rappoit de deux polyudmes de inline 
degre s’approche aulanL qu’on vent du rapport des coefficients des 
deux pi emiers Lermes . 

Lo/squ’un polyn6me al oidonne suivant les exposants du¬ 
el oissants, on pent ti ouvei un nombi c positif y., tel que la valeur 
absolue du polyndme f\v) soil plus pi unde qu'un nombre pn- 
sitif\j , donne aussi pi and qit'on voudia — l£n efTet, soit p la 
valeur absolue de x , Rla valeur absolue de/(r ), et y* 0 , /,, . , /„ 

les valeuLS absolues des coefficients de f(x) Puisque la valeur nb- 
solue de la somme de deux nombres est plus grande que la difie- 
lence des valeurs absolues, on a, en considdranl f(x) comme la 
somme de son piemier terme et de tons les autres 

H >/ 0 p" —(/,0"-'— 

si I’on pose R L, c’esL-a-dire 

/ Op"“"( / lP" -1 ■+■ H- / u -t-L);~ 0, 


et si I’on ddsigne par / le plus grand des coeflicients, tous posilils, 
de la parenllidse, I’jnegalili? prdeddente seia verifier si I’on a 


on bien 


/op" - / (?""'+ P ,,_j -t- -T- p + l) > O, 


/■ o?" — 



0, 


et a foi tioi i, en supposanl p > i, 


/ p" 


> o, 


/op ' — 


p-1 
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il snffit done de prendre 




; 

ro 


Eo parliculier, si Von suppose L— o, le nombre |a est IcJ que 
le polyntbue ne peut s’annuler Iorsque la valeur absolue de x sur- 
passe [jl, eL Von diL qne |a est une limite sup^neure des racines de 
liquation /(^) = o 
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CHAPITRE X. 


LE CA.LCUL DES PROBAJBILIT&S 


91 Probability et certitude. — La probability d’un yv^uemenl 
est le rapport du norabre des cas favorables au nombre total des 
cas possibles, en supposant Lons les cas yg-alemenl possibles et eu 
nombre limits. Ainsi, la probability est un nombre fiactionnaire 
compris entre les limites o et i, qui sont respectivement lcs sym- 
boles de l 1 impossibility et de la cei titude. Le compte des cas fa- 
voiables et des cas possibles appartient & l’analysc combinatoire 
qui suffit, en general, pour rysoudre les premiers problemes qm 
concernent les piobabilitys Au moyen de quelques thyor6mes fon- 
damentaux, ce calcul n’est plus qii’un Cliapitre particulier de l’A- 
nthmytique, on de la Doctrine des nombres entiers, coniine celui 
rle la Gyoniytne de situation. 


Exemplc I — Un sac conlient/? boules blanches et q boules noires, 
quelle est la piobabilite d’euraire, d’un seul coup, a boules blanches et b 
boules nones/ 

La probability cheichde est le rapport du produit C^C^a 

Eocemple IT — La lotet te — Un sac contient p numeros et Ton en lire 
q , quelle est la probabdite d’obtenir r numyros designys 6 1’avance? 

La probability diet elide est le rappoit de G^', a C? — Dans I’ancienne 
lotei le, on avail p = 90 et q = 5 , en faisant varier r de 1 a 5 , la foi mule prd- 
cedente donne la piobabilite de Vextrait, de Vambe, du terne, du qua- 
let ne et du quinc 

Exemple IFI — On tne trois boules d’un jeu de n lotos, quelle est la 
piobability pour que I’un des nombres exlrails soil ygal ^ la somme 011 a 
la demi-somrae des deux, aulres? 

Dans les deux cas, on trouve 


Pour n pan 


3 

xn — 1 


3 ( n — i) 

2 n (n — 2 ) 


Pour n impair 
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Exemple IV — Un sac renfermc b boules blanches et a boules nones 
et Ton suppose b > n, on tne ces boules une & une ct I'on demnnde l.i 
probability que, a aucun moment, da tnage, le nombre des boules noircs 
soi ues n’aura ddpassd celm des boules blanches. 

Si l’on reprdsenteles boules blanches soities par des pas vei licnux sui 
un dchiquier eL celui des boules noires par des pas horizonlaux la pi o- 
babilitd cherehdc sera, d’apids la theorie de l’echiquiei Iriangulaire dr 
Delynnoy et du carre at illimetiquc de Fermvt (n 0> S3 ct f»f) 

T f t _ h — n -t- i 
I -b -+- r 

Exemple V — Un joueui a gagne n paiLies ct en a peidu n, un de- 
mniide la piobabilitd qnc scs pei les n’ont jamais ddpassd ses gains 

On a, comme n-dessus, pour la piohalnlile cheichee, avec b = //, 

t;i i_ _ 
f;| h + i' 

Exemple f I — Lc sc/ utui de ballottagc — Deuv cnndidals soul souims 
& un scrulin de ballottage, le preimci, A, obtient a sulTiagcs, esL clu, el 
Fnulre, B, n’oblieut que b suflrages On demande la piobabililr pom que, 
pendant le ddpouillement du sci ntin, les voix de 1'iSlu A ne cessent pas unr 
seule fois de depnsser cclles de son concurrent? 

RepidsenLons les voi\ de I’elu A par des pas vcrLicnu\.|, cl cclles du 
cnndidat malheuicux H par des pas homonlaux —>- le nomine tnlal des 
mamcics donl peuvent se combiner les voi\ des dcu\ candiduls est eg,il 

l'ig <i r ) 



au nombre des matches de la lour pom se rendre sui la case de corn den¬ 
udes (a, b) dans le carre ai iLhmdiiquc de Fermat, e'est-u-duc u Ffr D’autre 
part, le nombie des dispositions du recensement des sulTiages dans les- 
quelles les voiv de A suipassent toujours celles de B est dgul au nomine 
desmnnidiesdont la tout peut se rendre de 1 'origineO (,/!£■ G 5 ), u In case dr 
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coordonnees ( a,b ), sons sortir de I’dchiquier lilangulnne PXQ de De- 
lannoy, la piobabilile clieich^e esl done 

T5_i = a-b. 

Fa a “I- b 

Plus genei alement, la probabilit6 pour que I’ccart lie soil jamais infd- 
neur & un norabre donnd c est fournie par le rapport de T b a _ c a F^, amsi 
i[u’on le voit en baissant de (c — i) i angs la Iigne PQ 

D’autres solutions de ce problyme onl yty donndes par MM J Bertrand 
et D Andre, dans les Coniptes tendus de I'Acaddmie des Sciences 
(t GV, p 3 Gg eL 436 , Pans, 1887) 

92 Probability compos6e. — Lorsqu’un yveoement sc com¬ 
pose du concours de deux on de plusieurs yvenements simples, 
indypendants les uns des autres, la probability de l’yvynement 
composy est le produit des piobabilitys des yvynemeots simples 

Si un premier evynement influe sur la probability d’un second, 
la probability de l’yvynement composy est le produit de la proba¬ 
bility du premier par la probability roduite du second, c’est-tl-dire 
celle qu’il acquiert quand le premier est arnvy. 

93 Probability totale — Lorsque les cas favorables a l’arn- 
vee d’un yvynement peuvent se piysenter de plusieurs mameres 
qui s’excluent nuituelleinent, la piobability de cet yvynement est 
egale a la somme des probabilitys que l’dvynement se prysenter? 
dc chacune de ces manures. 

Amsi, soit pi la probability de I’evenemeut lorsque la cause c t 
agit certainemcnt et exclusivement, et cj t la probability que celte 
cause estenjeu, la probability P de l’evynement est 

F = “ 1 ~PlQl' + ~ 

Excmplc I — Quelle est la probability d’amcnei un as, au moms une 
fois, en jetanl deu\ dys^ 

Cette piobability est 

1 5 1 5 1 1 _ 11 

b b^~6 b^b b jb 

Example I[ — Quelle est la probability qu’un joueur amene un bve- 
fan a la bouillolle? 

On irouve 

20 3 2 1 

-- -r, 011 T“ 

■20 ly 18 57 
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Exemple III — Probability pour obtcmr un as, une seule fois, en je- 
tont quaile ou cinq elds. 

On trouve 

5 °° 051 

1296 777b 

E temple I f — Quelle esl la piobabilud d’obleiur le point 7 avec deux 
dds, avaul qu’aucun autie point se peoduise deux, fois 9 

On Uouve 

73o3 

i38Go 

Exemple J r —On jelle en Pan cinq pieces de monnaie, la piobabililc 
pour qu’elles inonlrent liois piles et deux, faces cst egnle A jj 

Eaemplc II — Dans une Jolenc de /Joooo billets, il y a liois lots; on 
pi end 8000 billets. Quclles soul les pi obabiliLes d’obtciui' mi lot on de les 
gagnci tons les ti 01s t 

On li ouve rcspeclivement 

bi 1 

—; ct —- 
at 1 ;!> 

Exemple VII — Une urue contient to boulcs blanclies, 10 boult"- 
blcues et iu boules 1 ouges, 011 cn prenil trois au liasai d Quelle cst la pi obn- 
bilitii d'amciici’ une boulc de chuquc coulcui 1 '' 

On Ikiiim* 

too 

-job 

Exemple VIII —lin combieu dc coups peut-on paner, avec clianee 
dgule, quo l'on umeiiera trois as deux fois, cn |elant trois des? 

II faut J 61 coups 

Exemple I.Y —Jin combien dc coups, uvec un seul de, peut-on panel, 
avee cliance egale, de voir Jcs six races 1 '' 

E11 i 3 coups. 

Exemple A' — En coinbien dc coups, avec deux des, peut-on panci, 
avec chance egale, d'ameuer Lous les doublets? 

En 79 coups 

La plupnrt dcs exerciocs precedents sont empruntds 4 Moivaii 

91. Th 6 or 6 me de Bayes — Ddsignons par p { , /?d, . les 

probability quo des causes c,, f 2 , c 3, ..., qui s’excluent mutuel- 
lement, dotmcnL respectivemenL i un dvdnement, et par cji, 
<73, . . Jes probability respectives de ces causes. Supposoas que 
l’^venemcnt considdre ait 6 t£ observd dans une dpreuve, laproba- 
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bilitd et, qne l’anivde de I’^v^nemenl esL due & la cause c t est 
donnde par la formule 


T3 t 


PiQl 

Pi 


Exemple I — Une urne conlieut b t boules blanclics cl /i| Lioulcs 
noircs, une deu\iemc urnc conlienl & 2 boules blanches el /i 2 boules 
non cs, . , une r lurao urne conlient b, boules blanches ct n r boules noires 
En tuanl de ces r urncs une boule, celle-ci se trouve blanche Quelle e<u 
la probability que cette boule est sortie de l’urne de lang 1? 

On trouve, pai I’apphcalion du th^or^me de Bavls, poui nuni( 5 iatcur el 
|iour dynonnnateur de ra;, 

1 b/ '<e'i 1 bf 

-1 —— ’ ct y - 7 —. 

/ bi-h nt £d 1 b t -+- m 

on 11 done 

w _ b f yi _ b,_ _ 

b(-\- /if bf~r n t 


Exeniple II — Une urnc conlient cinq boules, les uncs sont blanches, 
les autics sont noires, niais on ignoie en quelle proportion On lne siv 
boules, en lemeltant aprescliaque Li 1 age la boule soitie, et il nc sort que 
des boules blanches Quelle csl la probabilite pour que I’uine ne conlicnnc 
que des boules blanches? 

Supposons d’aboi d que toutes les corabinaisons possibles des cinq boules, 
les unes blanches, les aulies nones, aicnl eie piepaiecs dans des uincs 
d’appaicncc identique ct que le hasaid ail decide le choiv de I’une d’elles 
AI01 s les piobabiblds <71, <72, . . sont egalcs enlie dies, ct l’applicalion du 
thyoremc de Bmes donne, poui la probability chcichye, 


l B -t- 2°-r 3°-+- 4 fl -r- 1 B 

Mais si Ton a compost I’urnc, en tnant au sort, pa 1 le jeu de pile 011 
face, la couleui de chaquc boule, les probability <71, Qi, , seront pi0— 
portionnclles auv nombics 5 , 10, to, 5 , 1, et la probability chcichye seiail 

_5 B _ 

5 L G -t-io.2®-r 10 i G -t-5 4°-+-1 5° 

Exemple III — Une urne contient a boules, noires ou blanches, donl 
on a tiry la coulcur a pile ou face, avanl de les introduire dans l’uine En 
faisant p. Lnages dans 1’urne ainsi composye, on obtient b boules blanches 
et n boules noires. Quelle est la composition la plus piobable de 1 ’urne? 

On tiouve 


a a-‘rim 
2 n + |i 


blanches 


ct 


Ofl+2/l 

- -non es 

2 a + |i 
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95 Th6or6me de Jacques Bernoulli — Soil p la probability 
d’un evynemenL el a le no mb re de fois qu’il se pr^sente dans une 
suite de s ypreuves, soil P la probability que la difference enlre p 
et (o : s) soit mfyrieuie, en valeur absoluc, 4 e. On pent Loujours 
piendie s assez grand pour que P diff^re aussi peu qu’on voudra 
tie I’uniLe 

Lorsque la probability d’un yvyncment est variable d’une 
t'preuve a l’autre, le thyoremc dc BnuvonjLr n’esl plus applicable 
La gynyralisation proposye par Poisson, sous lc nom tie lot dcs 
giands nonibres, manque non sculemenl de ngueur, mats aussi 
tie precision 

96 De l’espyrance mathdmatique. — Lorsqu’un t'vyncmenL en¬ 

core douleuit doit amener on certain h6nyiice, on nppelle espe- 
rtincc nuithrnialK/ue, le procluil dc ce bdnyfice par la probability 
de J’oblcmr. Lorsque la soimnc esprree est connue, la reclierclic 
de la probability ct ccllc dc l’espciaiice malliemalique formcnL un 
inline problcine. Mais, si dcs cvyiicmenls ayanl pour piobnbiliLds 
rcspectivcs/?,, p 3 , ... douncnl droit aiK sonimes rospcclives 

sj, s>, s 3 , . I’espyrance maLlicinatiquc csL 

P \ A l Pi A a H- Pi ii -1 - 


Ainsi, l’esprrance inaLlicmaliquc cst connue lorsque Ton a cal- 
cuiy les probabiliLds respect ives des divers cas possibles; mais, 
parfois, d esl plus simple dc calculcr direclemcnl l’espcrancc 


Example I — Picnc ct Puuljouenl nu jcu de rencontres Uu sac con- 
lienl (j. boules namcioliies tic l 6 p; Paul tuc succcssivcmcnl les jji l>oules 
n s’engage a donner £l Picne i rr cliaquc fois qu’un nuimiro sorlna it son 
rang Quelle cst I’espcrancc matlioinaiiquc do Picric? 


L’esperancc cst pour chaque tuage 




i rr , cl pour les p in ages, clLo cst 


ygale u i fr Nous culculerons plus loin, au CliupiLio Mil, |,i piobnlulite du 
jcu dcs rencontres (n° 123 ) 

Lxemple IF — Pierre a tiois pieces et Puul cn a deu\, ds eonvien- 
nent que charun jetleia scs pieces en Pair ct que celui qm obtieiulia lc 
plus gi and liombrc dc laces prendre les cinq pieces LejeucsLil equitable? 

Pieriea pour probabilu <5 dc gagnei 


r + 


3 ii 
8 4 


3 3 i 
8 \ + 8 


i ou 


id 

3 >’ 
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cl poui probability de fuirc pa/tie nulle, 


i i 

8 4 


j ‘i 

« 1 


3 

8 4 


nil 


10 

7 x’ 


i(ig 


'.on esperancc mallicmaiique cst donc,en supposanl Ics picccsdc cinq li ancs, 


i<> 

il 


„ if* 
i j • — > 


IVspei a nee m.illiunaliquc de Paul csl 


, <> 
3 * 




5 

- MO 



le jeu n'csi pas equilable cl favouse Piene 
Excmple III — Piei re et Paul joucni au\ condiiions sui vaates. On jetle 
<leu\ d<5s sui Ic tapis, lorsqu’on amene un point au-dessous de io, Paul 
donne a Piene autant de francs que Ton a amene de points, dans le cas 
contrail e, Piei i c donne 5 Paul unc somme fi\c x qu'il s’agit de determiner 
de Lelle soi le que le jeu soil equitable, c’est-i-dne que Ics csp£ianccs ma- 
thenialiques des deux, joueuis soienl egalcs? 

F/cspdrancc mathiimalicpie de Piene csl 


i 



3 


i 

Tf) 


3 ^ 


Tb^ () ib 


_ <> , n j 4 

' 3b ^ S ‘3b" r,J 3b’ 


mi 


188 
"5b ’ 


< idle d(* Paul esi 


Pal euii'i^quenl 


/ 5 > i \ () 

/ ( — —I - - - 4 — — ) nil — j 

' 3b l() 3b/ 5(> 


l 88 

(T 


Exemple IV — IIn sac conLicnL a boules blanclies et (n — a) boules 
nones Un joucui Lne les boules, une d une, jusqu’i ce qu’il amene p boules 
blanches, et lcfoit i rr par boule blanclie Lirdc Quelle est son esp6ranee 
inalluimaliquc ? 

Si Ton icmcl la boule dans Ic sac, upios iliaquc lnage, I’esperancc ma- 
lInMnatiquc cln joucui csl dgalc a 



mais, loisqu’on ne icmet pas dans le sac Ics boules litres, I’espeiance ma- 
llithnaLique a pour expression 

n i 
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97. Des jeux de hasard. — On appelle ainsi les jeux, tels que 
\c jea de des ou le jeti de lotos, dans lesqnels la perte ou le gain 
ne dependent ni de l’adresse, ni du calcul, m d’auCLine qualite m- 
lidrcnte aux joueurs, ni mdine de circonslances connues d’eux, 
mais settlement de causes dont iIs ne peuvent nullement calculeL‘ 
les efTels 

L*uur ([u'liii jeu suit dquitable, il fuut que I’esperance raalhema- 
lif[ue de cliaquc joueiu’ soil dgale h. sn mise qm, hvrde an jeu, ne 
lui uppnrtient plus. 

Ordmmi’cinent, la siimme evenLuelle attendue parchaque joueur 
est la imse Lotalc des j on curs, dans ce cas, la mise de cliaquc 
joueur doit etre proportionnellc a la chance qu’il a de gagner 

98 Sur l’effet des jeux de hasard - Ruine des joueurs. — 
Sl deux joueurs A eL 13 posstklent respcctivement a et b francs ct 
jouenL ensemble a un jcu equitable, le plus riche des deuxjoueurs 
nuncra piobublement I’aulrc, car leurs piobabdites dc se miner 
I’un l 1 autre sunt vespertivcmenL 

a h 

--T L t-y - 

a -+- h a -i- b 

hi le joueur 13 reprrsenle le piddle, b est plus grand que tout 
nonibre donne, a , si grand qu’il suit, alors la /tune d'an joitciu 
(/uelco/if/ur A est certauie. 

JjC senl cas dans IcqucL la runic ne soil pas cerlaine est celui ou 
1c jcu n’esL [>fts cquiLablc L’nvanlage, quelf[ue petit qu’d soit, fail 
dispavailre la ccrtiLude de nunc c’esl le cas du banquier dans les 
jeux publics. Un avnntage est, pour lui, jusLe et ndccssairc, mais il 
imjjoitc dc ne pas IVxagtSrer. 

h'jcntp/c 1 — Un jnucur expose u un jeu de hasard la /t' 1 mo pai Lie tic sa 
lei time rt rcnuuvcllc l’epreuve indiiliniment Quelle est la probabilitc poui 
tpi’ll se ruined quo la (? p, -|- paiticjouee lui cnlcve son clemler ticu * 

Designuns pai x le nombre ties pai tics peiducs par le joueur ct par y 
eclui ties parlies gaguccs, d’upies les donndcs du piobleme, x c\. y tloiveiiL 
venfiei les conditions 

r-hy = X -t- p, 

(Ml posnnL 

x—y= n, 

et, pour abregei, 

|i + /i = X. 
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Pour que le joueui soil luinii apies la (X+ [jL) ,L ' m0 parue, et pas avani, 
il faut et il suffiL 

i° Que, pcndaDt le cours des (X —i— (j.— i) premises parties, ses pertcs 
n’aicnt jamais d<5passe ses gains de plus de (n — i), 

2 0 Qu'apiiis les (X + p, — i) premieres parties, 1’ex.cfis de ses pertcs sur 
ses gains soit dgal a (n — 1 ), 

3° Qu’il perde la (X -+- p) lMno paitic 

SoienL tu!, ra 4 , xb 3 les probabilities coriespondantes, et n la piobabilitc 
composee, on a 

n = T571 TDj 

Ea se lcpoi Lant aus. notations des eclnquiers ai llhmeLiques (n“53 etS5), 
ct cn lcprescntant pai ^ et —les gains et les pci les on a 


pai suite, 


ir' , 

1 r— \ 


TIT ^ 


1 r- 1 
f'+p- 1 ’ 


i 



PV-| _ (X -1- |JL- 1 )' 

, .P + ! A X Qjl ^ 


Cette question dela da/de du jea a cle liaili 5 e autremcnt par Huygens, 
MoivnE, Laplace, Lagrange, Ampere ct, lout leccmment, pai M J. Ber¬ 
trand (Comptes 1 end as de I’Acade/nie des Sciences, l CV, p 437, 1887) 
Exemple II — Picric et Paul jouent ft un jeu de liasaid, la probability 
de gagner cliaque pai Lie clant p poui Piene ct q poui Paul Les cnjcu\ 
de Piene cl de Paul soul lcspeclivoment ct et b fiancs, cl Jeurs foi tunes 
sunt m ct 11 Quel cst le nombie piobablc des parlies qui scionL joudes 
avant la 1 uinc de 1 ’un des joueuis, cn supposani le jeu dquitabic? 

G’csl I’cntiei du quotient de mn par ab — Si Ic jeu n’est pas Equitable, 
et si Ton ddsigne par tb la probability calcul^c poui que Pierie finisse pai 
ruincr Paul, le nombre des parlies esi I’entiei de 

( m -+- /i) tb — n 
pb — qct 

Exemple III — Piene et Paul jouent 1 ’un contie 1 ’autre a\cc des pio- 
babditds dgalcs fIs possddent chacun n fiancs avant d’entrei au jeu, a 
ebaque pai tic, le perdant donne i fianc au gagnani, ei le jeu ne ccsse que 
lorsqu’un des joueuis est ruind Quelle est la piobability 13 pour que le jeu 
se lerminc a la fin de la p. ldrao parue? 

Pour que 1 ’un des joueurs soit ruin <5 apr£s cette p. ,tmo partie, et pas avant, 
il faut et il suffit 

x° Que, pendant le cours des ((j. — i) piemiyres parties, l’ 4 cart entie les 
pcitcs et les gains de cheque joueur n’ait jamais d 4 pass <5 ( n —i), 
i° Qu’aprds les (p— 1) premieres parties, TexcSs des perlessur les gams 
de 1 ’un des joueurs soit £gal & (n — i), 
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3 ° Que la deiniere paiLie soil perdue j) ar lejoucur qui ne possede plus 
quo i fr 

SoientW) ,T 3 T 2 ,Tna les probabilities correspondanles, el D la pi obabditd elier- 
rlide Nous lemarqueions d’abord que, pour la possibdud du piobleme, il 
faut supposei p. ct n de mime pantd Soil done 

(l) [L n — )(JL—/i = 2X, 


l‘t TJJ ) = - > 

2 

II nous resLcfi delcrininci la valour decrj Dcsignons par x ct y Ics nom¬ 
bres dcs parties peidues ct gagndcs par J’un dcs joucuis, lcpicsenlons les 
pertes pm des pas vcilicuu\ j, sur un dcluquicr ct les gains pai dcs pas 
lionzonlau\ Le nomine dcs dispositions dcs x ct dcs y, Lelies quo IV- 
eart enti c les gains ct les pertes, nc ddpasse pas (n — 1), csl dgal au nombre 
dcs inurclics d’um’ torn, pai pas succcssifs, de I'onginc u lu case (x, y), 
sur lVchiquici lievagonal (n° titi), dans JequcI on suppose 

a — b -- (n — 1) 

Amsi Tii! est le rapport de 11 ^. a mats, pour la case (j", < y)donl Irs 
enordonnees Minfient Jcs relations 


TO ^ 


‘(j-i 




r +_/ = |j -- 1, r —>=« — !, 

il’ou j = 1 el y — A, on 11 


||> — !i [<;/■ _ 

J, -r — x ' 1 p — 1 


3 n 


i'i—11 
'-'ll - 1 


on encore 




( _| Vi 1 




en dusignaiil par hn le plus grand multiple de u con Lean ilans X Pai 
suite, on a 


" = ji 7 ^=T[ c '{^— 3G ^ _ " 

Exemple IV — A ct B jouent I’un contre I’autre avee dcs piobabilitcs 
p el q, ils possddcnt 1 cspectivement a el b francs avant d’entier au jcu 
A cliaque pai tic, lc perdani donne un franc au gagnant et le jeu ne cessc 
que loisque l’un des deux joueurs est ruind On demande Ja probability n 
pour que le jcu se termine juste a la fin d’une partie de rang assignd. 
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Soil [jl le rang assign^ h la pariie finale Eq ddsignanl par Da et n B les 
probabiliL^s respectives que A ou B scront mines apics la p. l,m0 parLic, et 
pas avant, on ania 

Jl = U A -+- Du 


En laisonnant eominc a I’evemple pi eciidenl, on a 


E a = <p*~'q) Fi_, x p=p*qi Hi-, 

r 1 


Si Ton pose 


[j. — a = ii , (jl -r- nr = js, a -t- b = cl, 

"A=P'7'2 j [TT7^- 1 ^-' V+hd^lT G|^ ■ , ' 


nu bien 


n V \‘>bd^-a nl -hd-x (‘>h -+- O'/ -+- h 1 

ha =/>•</' z--r-id-b C V - 1 J- 


poui Louies les valeuis tie h, 


o,r jl, i, , E^ 


Exemple \ — A jouc conlre B, a cliaquc parLic, les piobabiliids qu’ils 
onl i cspeclivcincnL dc gagner sonL p el q, en soi le quc p-v q = i , cl le 
peidanl donne un fianc nu gagnant En cnlianl au jcu, les joueuis posse- 
dcnl respecLi\cmcnt a cl b fiancs On demandc la probalnlild que A iui- 
ncia B avunl le coup dc rang p. 

On liouve, pui l’ecluquier hexagonal (n° 36), 

n =p l) 2 (pqj k H{ + ' f '-\ 

en faisanl varier X de o u ^((jl — b) — i On voil facilcmcnl que si 


X vai ic dc 

0 

a 

a — 


H possddc 

i 

Lerme 

» 

a 

u 

a - 

i + 6, 

)> 

2 

Lei mes 

u 

a H- b 

a 

2 a — 

l H- b, 

)i 

3 

» 


2 a -b- b 

n 

2 a — 

H- 2 b, 

n 

4 

» 


Dans son Tiaite duCalcal des Probabililis (p 81 ), M. Llcrent donne 
une solulion poui lc cas oil a cl b verified la lelalion 

b = qa -+- pa~ % 

Exemple VI — Carre arithmetiqae de Delvnnoi — De combicn de 
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mamdres la reine du jcu des dchecs peut-elle se rendre du coin de 1’dchi- 
quier, de coordonnces (o, o), sur une case dc coordonndes (x, /), en se 
ddplapant par pas consdcutifs dans les irois sens L° —horizontal, 2° .J, ver¬ 
tical, 3° ^ diagonal descendant? 

On constiuit un carrd ai ithradtiquc, dont la premiere ligne et la piemieie 
colonne sont formdes de i, par la loi suivante (Jiff G6) 


Fig. 66 


A 

B 

t; 

D 


Pus dc la reine 


Tout nomine silud sui unc case D dc 1 ’dcluquiei, suppose inddfini, csl 
dgal a la somme dcs Liois nombres placds dans les cases voisincs A, B, C 
On trouve ainsi, poui les picmiercs langdcs (Jiff 67), 


Fig 67 


1 i 

T 3 

1 

5 

1 

7 

1 

9 

1 

I T 

1 

i 3 

i 5 

i 3 

>5 

4 1 

(t 1 

85 

' 7 

23 

G 3 

129 

23 l 

3/7 

1 9 

4 l 

129 

32 1 

681 

1289 

i 11 

6l 

23 1 

681 

1 683 

3653 

1 (3 

83 

3 77 

1289 

3653 

8989 


x 

Ciiird arilhmdLiquc de Dclaanoy 

Par les proeddds de calcul dc l’Ai ithinctiquc de position que nous nvons 
dejd employes, on ddmontic faedement les pioposilions suivanLcs 

i° Un Lerme quclconquc du Tableau cst cgal au double dc la somme dr 
ccu\ quisont au-dcssus dc lui dans la colonne prdcddcnlc, augmcnld du 
lerme qui lc prdcdde dans la mdme ligne Ainsi 

681 = 2(1 -1- 7 -+- 25 -+- 63 -i-129) -1- 23 1 

2° Les sommes dcs terincs pris dans une paialldlc d la diagonalc asccn- 
dante sont rcspectiveineni 

1, ?, 5 , 12, 29, 70, 
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et foiment une suite rdcurrente donate par la I01 de formation 

M/i-t- g = 1U n +\ +- ll n 

3 ° Les sorames altern< 5 es dans les m&raes paraII 41 es 4 la diagonale ascpn- 
flanle sont pdiodiqucs, ct la pdriode est foiimSe des termes 


+ 1, 0, —1, 0, —i, 0 


Enfin Loutes les proputktSs du cairtS aiilhmtkique de Fermat qui donnenl 
les ])rmcipales foimules du calcul des sommes et des differences (n 05 7M 
4 78) peuvent 6lrc <5tenducs 4 ce carr<5 anthmeliquc 

II ne semble pas que I’on puisse tamener I’exprcssion d’un termc qucl- 
eonque a un monfime ou mfime 4 un binfime, mais on peut expnmer 
ce nombre, en fonction des termes du triangle arithmikiquc, de la manure 
suivantc Ghaquc pas diagonal < 5 quivaut 4 l’cnseinble d’un pas honzontal el 
d'un pas vertical, si, pour aller de J'oiigine & a une case de coordonndes 
(x, y), on a fail z pas diagonaux, 1c nombi e des pas vcrticaux esl (x — z ) 
eL cclui des pas horizonlaux cst (y — 5 ), par consequent, le nombic des 
solutions qui concspond a cctte maiche est egal au nombre des permuta¬ 
tions a\cc lepeiilion de (x — z) pas vciticaux j,, de (y — z) pas lionzon- 
laux el de z pas obliques, cVst-a-diie 


(X -I- V — 5)1 


^i+1 -a : 


be nombre cliciche, cn supposanljj' ~x, peut done s'ecnre 


on peut encoi0 eci 11 c 







Le cane aiitbmeiique de Delannov coirespond au caire arithraetique 
de Fermat on peut encoi e consideier les eduquiers Li inngulairc, penta¬ 
gonal, hexagonal, que Ton dedu 1L de ce caire ailtlimetiquo En designant 
[>ar des letties grccques majuscules correspondanles les elements de ces 
eclnquicis qm correspondent au\ pas succcssifs de la rcine donilcs (^pla¬ 
cemen ts sei a lent limilds par une ou par deux pai alldes a la diagonale des- 
ccndantc, on trouve, comme au\ n"‘ 54 -K 6 , 


s =y 




— 7 + 1 

I 


’ 




1 —I) 
*x+b' 
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En pa 1 Liculici, dans I’eeliiquier pentagonal poui I os Lormos do Iji tian-'- 
versale situdc au-dessous des zero®, 011 a 

j = x -+-1> — 1 

et, par suite, 


Example VII — Deu\ jouems d’licliecs maiqueiii, an fui ul a mosuio, 
les parties qu'ds gagnent ct cellcs qu’ils perdent, do plus, a clinquc parin 
nulle, cliacun dcs joucui s mniquc une pai tie gagnt^c cl unc pm tio perdue 
Apres avoir mai que uinsi chacun 1/1 partit;s, ds n’onl 111 gam 111 pci lc On 
demande la piobabditi* qu’ils mi 1 onl jouc 'in pai lies effectives, c'est-a-diio 
qu’il n’y auia pas eu de pai lie nulle 

Si Toil designe Jos pai tics de Pun dcs jouems par des pus I101 izoninii\, 
diagonaux., veiLicau\ smvant quo la pniLic 0 etc gagnec, nulle on perdue 
J11 consideration de [’ecliiqiiier <1> mnnlie (pie l.i probnbililo ( lieicliee os| U* 
([iioLient de F{| pnr d*’} 
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CHAPITRE XI. 


LA DIVISION ALGfiBRIQUE 


99. Division des polynOmes ordonn6s suivant les exposants 
decroissants. — Diviser tin polyndme f(x) par un polyndme g{x) 
revient a irouver deux autres polyndmes QetR, de telle sorte que 
1’on a 1 L 1’identite 

/«■»)= Q<sr(*) + R. 

le degni de fi(x) ^tanL an plus <5gal A celm de f(x), et le degr£ 
de R ^tant plus pel it que celui dc g (x) 

Cette transformation n’est possible que d’une seulc manure, 
en supposant les deux polyndmes ordounes smvanl les exposanls 
ddcroissants de x. 

Operation de la diviiion algcljrique 

100. Division d’un polyndme par (x — a) — Nous avons appns a 
calculei le quotient aux n" a 71 el 72, 

/u r"- 1 -\- J\ fiX"- 3 -^- +/«-!, 

les coefficients / 0 , f x , j \, ,/«-i sc calculent successivement 
au moyen du precedent, et le reste de la division de f(x) par 
(x — a) esl /(«). 

Example I — Di\ ision de/( J") pai (r + i) — Resie de la dmsion d’un 
uombre enliei pai 9 cl par 11 dans le systerac decimal, et plus g6neiale- 
men t par (b — 1) dans le systdme de numeration dc base b. 

Example II — Division dc (x" l zp a" 1 ) pa 1 (x if: a) —Quatic cos 

Example III — Division dc f(x) pai (bx — ft) — Galculs du icstc et 
du quotient 

Example IV — Reste de la division de f(x) pai (xPzpa) — Rosie de 
la division d’un nombre entiei par 99, pai 999, et par 101, par 
1001, dans lc systdme decimal, et plus geudralement par (6/'rp 1) d'un 
nombre dcui dans le systdme de numdiaiion de base b 

E L — I 12 
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Example V — Division tie ( x n — a n ) par (xP — aP) — Lc icstc cst 

aPi(x' — a 1 ), 

cn designant paL q el par r le quotient et le reste de la division do n par p. 

Exemple VI — Division d’un nombre ennei par 19 — On applique la 
teglc de la division de f(x) par (x — £), ]>our x = lo Ainsi, on a tout dr 
suite 

r f)l 8 t 

—-- = 5 19 G 3 it '5 17.18.9.14 7.13 1 (>.8 4 2 1, 

19 a 

cliaque clulTre esl la lnoiLid du precddcnt, ou la moilid du pLonident uug- 
mcnld dc 10, si la division antducuie donne pour reste 1, c’csl ec dernier 
eas que nous avons indiqud pai un petit clulTre t place au-dessus el a gauche 
On opdie de miiine pour x = too, x = 1000, , cn calculont pur gioupc^ 

de dcus, trois, . clulTres; ainsi 

l ()10B - I 

—j- = 5 o 2~) 1 12 5 G 28 14 07 o 3 ' 5 1 '75 '87 'ql 'qG 98 

rrtlQOB — r 

-= 5 oo.a 5 o iu 5 f oG2 5 D *205 'G 32 81G fo8 20- iov 

1909 

011 cnnnnll dc mime des precedes rapides poui la division par >9, 3 ij. 
49 - par 299, 3 qq, 499, .. , etc 
Eremple VII — L’cvpression 

/. = 2 IW ' +I — 2® 11 — 1 


estloujouis divisible pai get lc quoucnt cst un nomine tilangulanc 
En efTct, on a 


4 _ a (a -+- 1 ) 
9 ~ ^ 


a = 2 


4 


i 


1 


101 Division d’un polynGme par~unfproduit de bin6mes. — Si 
l’on designe par A(^c) et B(a:) les quotients, que 1’on saiL former, 
dons In division de f{x) par (x — a) et par (x — 6), cl si L’on 
designe par a = /(#) et (3 = f(b) Jcs restes des deu\ divisions, 
on a 


/(*) 
x — a 


x — a 


/(■?) 
x — b 


= B(a?)-h 


P 


x — b> 


done, par soustraclion, en supposant a^b, 


f(r) 

(r — a)(x — b) 


A(a?) — B(a:) 

a — b 


x(a — P'H-ap — b a 
b (a? — a)(x — b) 


+ 
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De m^me, connaissant les quoUenls et les resles des divisions 
f(x) par (x — a) (x — b ), et par ( x — a) (v — c), en suppo- 
it a, b , c megaux deux & deux, on calculera le quotient et le 
te de la division de f(x) parJe produit (r — a) (x — b) (x — c), 
faisant la difference 

f(r) _ f( r) 

(x — a)(x — b) (a- — a)(x — c) ’ 

2 n divisaul par (b — c). Ces calculs seronl generalises dans la 
one de ^interpolation el dans celie de la decomposition des 
.lions rationnelles 

Temple I —Lois(|ii’un polyndme entiei est divisible par ( x — fl) a , 

(x — b jP, pai (x — c) Y, , cn designnnt pai a , b, c , des nombi es 

aux deux a deux, il est divisible par lc produit 

(r — «) a ( r — &)P ( r — c ;Y 

xeniple II — Si un polymlme entiei en t , y, z est s£pardment divi- 
i pai les binfimes (x — y), (y — z), (z — x), il est divisible par leur 
luit 

Temple III — Ddmontrei qu’un polynOine enlier et symelnque en 
y, divisible pai (x — y), est divisible pai (.r —y) 2 - G£neralisci pom 
lolynurac a trois vanables 

remplc IV — Poui quo 


x’» -y‘» -+- z‘“ — (x -h y -h z)" 1 


divisible pai le pioduil 

(y-hz)(z +x)(x+y), 

it et il suffit que ni soit impair — Foimci le quotient 

vemple V —Demontrerque 

yP z<l -l- zPxi-\- xP yl — yl zP — z*i x>’ — x*7yP 
ie 


xPyl z r + yP zi x r -+- zPx'iy' — xPy r sv — yP s’ xv — zPx r yi 
divisibles pai le produit 


(y-z)(Z-x)(x—y) 
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Exemple Vf — Decomposei cn factcuis les expressions 

(y -z)' + (3— r)’ + (a? -j) s , 
x 3 (y — -s)+7 a ( a — *)-+- 5®(a? — y), 
x 3 (z - + — x*)-+-xyz(xyz - i) 

Exemple VII — Ddmontiei que 

( T -+- y -+- 5) 3 i + l — J' 1 ,+ I —J'i'H-I — 

<M <11\isiblc pm 

(x -+- y + jJ 3 — J" 3 — j 3 — s 1 

102. Expression d’un polyndme de degrd n comme some alg§- 
brique de polyndmes. — Si J’on ddsigne par/(a) im polynfimc 
de degrd //, el par 

°n(r), o, ( _i(.r), , ©i(r), cfo 

uue suile de polynftmes donnas donl les degrds reproduisenl la 
sdnc complete des n premiers nombres enliers, le polynome 
f(x) pcut £tre transform^ eu line somme de ces polynftmes multi¬ 
plies respectivement par des coefficients inddpendanls de x. Eu 
d'atitres tcrmes, on a l'ldentitd 

f(X) = X| H- Aitp„_ a -I- -W Ip U , 

clans laquelle les quanlitds ^ 0 j , \i sent des conslantcs, 

dont la premiere u’esl jamais nulle 

Pour elfcctuer cette transformation, on divise J(x ) par 
on obtient pour quotient ). 0 et l’on divise le reste par y /t _\(x), cc 
qui donne X t , et ainsi de suite. D’ailleurs, cctte transformation, 
loujours possible, n’esl possible que d’unc seule manidre pour une 
suite complete donnde des polyndmes <f>(x) Lorsque ccs poly- 
ndmes reprdsentent les puissances de x , 

x'\ x ,1_1 , a 11 -*, , a?*, x, i, 

les constantes sont prdcisdinent dgales aux coefficients de f{x) 

Exemple I — Convertn, dans un systdme de base donnde, un nombie 
eqril dans 1c systdme decimal 

Voici un moyen assez rapide indiqud par Legendre dans la Thiorie des 
nombres, pour exprimer un nombre du systdme ddcimal cn caracldresbi- 
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naires Soit, par exemplc, le nombre 11 i 83445 , en le dmsant par Gf, 
on liouvc le reste ar et le quolienl 174 74 1 Ce dernier nombre dmsd 
pai 64 donne le reslc 21 el le quotient 2730 Enfin 2730 divisd pai 6{ 
donne le reste 4 2, et le quotient 4 a Mais 21 el \i s’expnmcnt dans le 
systdme binaire par 

010101 et 101010, 

done le nombre pioposc s’dci it d.ms la nuindiation binnue 

101010 IOIOIO OLOIOl OIOIOI 

, /, un a 


/ ) 


h'jrem]>le // —Quels que ^.oienl les n noinbies a, b, c, 
I idcntild 


. ( r -- a ) (1- b) (x — l) 

'' ~ ah / 

r r( r — a 1 . 

= 1-1---H - 

a ab 


x (x — a) (x — 

ab hi 


103 . Division des polyn6mes ordonnds suivant les exposants 
croissants. — Diviser un polynome 

f( r ) = o 0 -r- a 1 x 4- c 1 -+- 

par un polynGme 

£■( r ) = b 0 -\~ b x r -+- b^x- 1- 

revienL a trouvei, pour les valenrs successives, entities el posi¬ 
tives de p, des polynGmes Q. p (x) de degrede lelle sorle que 

Rj,(a:) d6signant un polynGme ordonnd suivant les exposanls po- 
sitifs el croissants. 

L’ldentite n’esl possible que d’une seule mameie, pour une 
valeur d^terminde de p , en d’autres lermes, si Q et Q / ddsignenl 
des polyn6mes de degrds /?, R el R' des polynGmes entiers, les 
6galitds 

f(x) = QtfO) -+- xp + 1 M, 

f{x) — Q'^(a ") -+- FT 

enlratnenl I’identil^ de Q el de Q ; , et celle de R et de R ; 

De l’identitd ( 1 ), on d6duit 
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qui conduil au ddveloppement d’une fiaction rationnelle suivanl 
les exposanls croissants de la variable x 

On peul done d&velopper line fraction i ationnelle sous la 
forme d'un polyn6me entiei de degi i p augment6 d'un lei me 
(omplementaire, dgal au produit de xP +l par une fraction ralion- 
uelle qui reste finie pour x = o , le ddveloppement n’est possible 
que d’une seule manure Lorsque g(x) esl divisible par x a , on 
met x~ a en facteur. 

On penL aussi ddvelopper une fraction i ationnelle suivanl les 
exposanls d(5croissanls Soient 

f(x) — a 0 x» t -T-a t jr'>i-'-i- a,„, 
ff(x) — b 0 x“ -I- bt v"-' l 

si l’on pose x = y~ l , on a 

/*< r ) _ j. m . H tr a -t- a \ ) ■+ ■ _ + «n, r m 

X(X) 1>\J - -I j * 

On d^veloppe la fiaction rationnelle en y suivanl les exposanLs 
■croissants, et Ton i emplace ensuite y par x~ l La decomposition 
n’est possible que d’une seule manure. 

Exemple 1 — Si f(x) est un polynumc ordonne suivaiu les cxposniils 
ci oissants de x 

f(r) = i -i- ajr -i- bx i - 1 - cr 3 - 1 - , 

les coefficients du quolient de/(a;) par (i — x) sont successivcinent 
i, i a, i -t- u -h b, i -l- ft - 1 - b h- c, 

La unkliode de division par g=(io- i) dans le systeinc ddcimal, que 
nous a\ons indiqmie au n°27 (Ex V), csl un cas parliculiei de cc rdsultal 

On d^duit les d^veloppements 

= i-\-x + ar i -'rx*-^cr l >-+- -h R , 

(7TT^)a = M ' 2;r ' + - 3ar»-Maj» -+- +R', 

i 

— I_+ " + ioa? 3 h- . + R", 


Le Tableau des coefficients lepioduit, au signe pies, le triangle de Pas- 
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c\l, poui les indices ndgatifs, on en ddduil que la formule da bind me de 
Newton s’apphque aax exposants eniiers et ndgatifs, en tenant compte 
d’an ternie compl&menlaire, et 1'on a 


i 

( I — X)P 


I 1 I 2 d 


Pour — i < x < i , le diiveloppemenl esl coqnci gent 

Exemple Jf — Diiinonlrer, pour n enuei posilif, la founule due .’i 
liULER, 


(i + ? ) n = i + - r + 


n ( n — i) x t (n 4- i)n(n — i) 
i a i -t - u, i. a d 

(/i4-i)n(/i — i)(/i — a) 

I 2 d 4 I 4“ X 


x' 

i 4- X 


104 M6thode des coefficients ind6termin6s — Si l’on veut deve- 
lopper la fonction 


/(r) = (i + rti)(i + a ! a:) (i -\-a ,l x), 
suivant les puissances de x, on pose 

J'(x') = \ k\Jt -t - Ag J"* 4~ -i-A/i X ' 1 , 

oi ll s’agit de deLei miner les coefficients A,, A 2 , , A„, en ob¬ 

servant que le diWeloppement est unique. On a l’ideniil6 

(i 4- ax)f{ax) = (i + «" +l x)f(x), 

remplagons f(ax) et f(x) par leurs ddveloppements , tfgalons 
successivemenl les coefficients de x , x 2 , x 3 , , x", il vienl, pour 

les coefficients de x 


d’ou l’on Lire 


aP A4- aPi\.p= A p , 


<0 


A p — k p ~\ 


a lt+1 — aP 


aP— i 


et, par suite, 


(a) 


A p — 


( a " — i) (a 11 * 1 — i). 




Pour a = i, on retrouve la formule du developpeinent de la 
puissance (i + x)P du bin6me. Ce calcul est d’EuLEn. 
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On pent d^velopper de m^ine le produit 

ep(J") = (1 -+- ax | (i -r- a J r | (i-t- a s « -1 *), 

en paitanL de l’idenLil6 

(i + ci s r|o(«a ) = (i-t- r) ® ( t ) 

Exemple / — Si L'on [>osc 

j V , _ (i — x" ) 11 — r" _1 1 (i — t"-i ,+x ) 

" ~ (1 - 7 ) (i — r 1 ) (i — ai ‘) ’ 

l’c\pression TJ csl un potynome entiei cn r, ainSL quo cela losullo do l,i 
foimulc ( i), et l’on a 1’iclenLiti 4 

n; = n;_, -t-«•«-!' rM, 

analogue a la loi dc foi motion du tnnngle antlimcliquc ( n° i) 

Exemple II — Si l'on pose, avcc Ic* notations pidccdcnlcs, 

/(*■,«) = i- r ( ',+ r?,- +(-i)»rjj I 


on a la relation 

f{x, /!-+-*) = fi — xn+i)f{x, n), 

par suite, 

jix, 2 /) + l) = o, 
f{x, ip) = (i — r) (i — r .(i — 

f(x, — *i>)f 3^ = r 

Lcs exerciccs prccddenls sonl (Jus a Gvuss 
Exemple III — On n I’ldeiuill 

x t z? s _ a,*" -1 i r — x- n 

l — X* 1 — X> ^ ‘ + 1 — J } " ~~ T^-x 7 — x 9 - n ’ 

Exemple IV — On a I'ldentitr 

t — r 1 ? x'l — xPi r — XP'I 

{1 — X){i — X'i) (i — a'/)0 — ri»/) = (7 —3’)(r - xP'l)’ 

9i l'on icmplacc q paryj", ct si l’on fait succcssivcnicnt n dgal n i, i, 3, 
, n , la somme des egalitos amsi obtenucs donne 1'ideutite 

x — xv xi 1 — xp 1 xp h ri ’" h 1 

H — r){i — xP) + (i— r/')(i — zi>') + (! —xp ,1 )(i — xp' 1 *') 

_ x — xp" + ' 

(i — x)( r — xP " H ;' 
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Exemple V — Si Ton |>ose 


f p = (\ — cr)(i—T*) (i — xi ‘), 


on a 1’idenlitd suivanlc, due a IY 1 Ggs\ro 

I T J" s 

fp /i fp -1 /* fp-i 


/) i p+11 

(— i)>>a s 


^INTERPOLATION 

105 Formule d’interpolation de Lagrange —Cette fovmuleserl 
cl rdsoudre le problerae de trouveL tous les polyndmes F(#) qm 
prennenl des valeurs donnees 

1 Oi J'\ J Si • • 1 Til 

pour (/i + i) valeurs indgales deux a deux de la variable x, 

r 0 , i J u 

Considdrons d’abord le polyndme cp(.ri,de degrd (/? + i) , 

o(ri = (r-r 0 )(r-j|) (j" —r„) 

il s’annule pour Loutes les valeurs donnees de x Ddsignons par 
Xk l’une d’elles, le polyndme X*, de degrd n. 

= cp (r) 

1 x — x/, 

s’annule pour toules les valeurs donndes dc x, a 1’cxceplion de 
x —Xk , pour laquelle il devient 

A* = (a*j| — To) (j"A — r/,-,) (Tk — J’a-m) (•r/.-a-J, 

et A* n’esl pas nul Par suite, pour x = Xk, le polymime 

X/. 

71 AT 

prend la valeur con venue et s’annule pour Loutes Les autres va¬ 
leurs de x. Cela posd, le polyndme 

+r.£ 
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remplit les conditions demand^es. U est, au plus, de degr£ n, et 
se r6duirait 6 line constanle si Louies les qualities y 6taient 
6gales, puisque —yo s’annulei’ail pour (71 -+- 1 ) valeurs de x. 

Tous les autres poIyn6mes F (x) qm venGenl les conditions im¬ 
poses sont d’ailleurs donnas par Pexprcssion g«5n^iale 

F(T) = /’(j-)-l-tf(r)Q(j), 


dans laquelle Q(.r) dcsigne un pol) 116111 c quelcouque, puisque la 
difference 


F (*0—TV) 

s’annule poui loules les vnleurs donn£es de x, elle esl done djvi¬ 
sible par cp( c) 

Inversement, si fix) est un polynunie quelconque, on a l'ldenliLfi 
,1) \,+ -h x„+«p(.r) q(j), 

An A] \/i 

el anssi 


/(j) _ A r o) 1 + /(j"i) ' 

cp^ ) A 0 j — J"o A 1 j — r v 


+ Q(J) 


JjQ demonstration precddcnlc est due a Caucii\ (Coins d'Ana¬ 
lyse. algtbi ir/ue) 


Exemple I — Equation lie la dioite qui joinl deti\ points domiiis pm 
leu 1 s coo I'd on n tics 
On n 


011 hi un 


y =JKo 


7 - Vi 1 —a? 0 

- y-y 1-> 

7’l X\ — J'o 


.. _ 7n— Y 1 , 3 Q r 1 —.r,i u 
y = t - ~\ - - — ■ 

•7 0 “ X ] 7'(] il | 


L’intcrseclion nvec l’a\c desa? donne 


J?i ro — y^o 

U» — ’ y 

J 0 —JKi 

cc qui conduit ala formule d’intcrpolation pai les parties proportionnelles 
— lidgle de fausseposition — Miitbode d’llippARQUE. 

Exemple II —* Trouver le iC9te de la division d’un polyn6mc F(a:) 
par Ic produit 


(x~ x 0 )(x ~ Xi) ,(x — x n ) 
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G’esL Je polyndmc /(j") dc degid n, au plus, qui prend poui x 
x u , x n , les valeurs F(a/„), F(ari), • , F(:r, t ) 

Exemple III — Les Liois fi actions 


(A) 

(») 

(fi) 


(ir-+-i)(?J"-I-3) (ix-^->n —i) 

2 ,J -—-;- J 

j: (j -T- /i) 

I 

J t l 2 — X-) ( i i — X i ) (,/i 2 — J*)’ 

f i a — a a j- a ) ( 3 * — fiyi) ( in" |~— 

/ c, I -— *-)(!* — X*) (/l J — J. 1 ) 


sonL respcctivcmenl cgales au\ Liois expressions 


GV) 

p=zn 

(2/i)' i \^i (ip)' (in — ip)' 

(/l 1 ) 2 X ' 2d. | P' (n — P) ] Y x 

p = 1 

r 

+ Z 2 ’ 


,, = n 

-I 

<») 

1 r , V / r [ 1 

(//’>* x ^ 2d ' ^ (n — p)' (n + p)' 

1 

1 1 
— +-j 

-P -T-Pl 

(fi) 

/> = n 

(in)'(in)' i _ (•> n — op)'(> n-h )p)' \ 

1 1 

+ - 

(n'y* r 1 2d [f/i - p)' (Ht p)' J 2 | 

p = i 

■2-/5 X -+- p 


Exemple IV — Si Ton pose 


_ m"-' 

L '" ~ "77' 


on n les idunlitds 


G| G 2 „ + G 2 G s „_,-f- -+- G, t G n +[ — 


L 11 -+- 1 

in - 4 - i 


Gi Gjn+i -+- Gj G 2/j + h- - (G, J+ | ) 2 — .^77^777 ^ 2rt+2 
Exemple V — Si l’on pose 

(a /i) T A rt = j; 2 (j nS + 2 s ) (x*-t- 4 s ) .(j 2 -t-in — i ), 

(2 /i -4- r) T B„ = j" (j-*+ I s ) (a/ a -i- 3 s ) ( x* + 2/i— i“). 

avec 

A q — i e L B() — r, 

on a les ldcntitds 


, I i i 3 i _ 2/1 + i R 

A, t H-A ra -i H-; A„_2+ — ~ "«? 

1 2 \ X 

_ i I 3 2/1+ 2 . 

B ft + - B„_!+ — B/1-8+ . —--— A„-hi. 

2 2 J •* 

Les trois evercices prdcddents sont dus a M J -W -L Glaisbeh 



188 


i.ivnh n 


EES NOMBIIES BATTONNEES 


106. Identit6s d’Euler. — Si I’on dgale les coefficients de x n 
dans les deux membres de 1’idenLitd (i) du numdro precedent, en 
observant que celui de Xa est i, on ubtient en supposant que le 
degrd de F(a?) est an plus dgal & n, et en ddsignant par M le coef¬ 
ficient de x n dans F(js), 

M = ^ + 

Ao A[ A n 

Remplagons les quantities x 0 , r,, , r„, par </, b, < , , /, 

et F(a") par xp , il en resullc que I’exprcssion 

at' bi' 

(«— b){u — c) {a — l) (b — <i)(b — t) (b h * 

s’annule pou r toutes les vnleurs 0 , 1 ,^, , (// — 1 ) de p et devienl 

dgale & 1 pour p = n 

Exemple I — Si a, b, c, , l designenl les ubscisses dr (n -hi) 
points A, B, C, , L, en ligne droiLe sui I’axc 0 \, on n 

OA = «, OB = b, AB ■= b — a, 

par suite, ['expression 

- n - n 

OA Oir_ 

AB AG . AL BA BG Bb 

s’annule ou est dgale a (— 1 ) n suivant que p est un critici non negaLjf pins 
petit quo n , ou est dgnl & n Ges formnlcs onldld mrliqudcs par Chasers, 
danssa Giometrie supericure Par la mdtliode d’inversion, ou de transfor¬ 
mation par rayons vectcurs 1 dciproqucs, on generalise ces formules 

107 Sommation de fractions rationnelles — Soil le polynome 
<p(r)= (.r — a-u) (x — J",) (x — r„), 

considerons une fraction ralionnelle dans Jaquelle le degre do 
num^rateur est au plus dgal & (11 — 1 ). Par la forinule d’mterpo- 
lation de Lagrange, on peut poser 

/(£) _ A„ + A t , 

tp(ir) x — a. 0 x — xi x — Xh 

A 0 , A 1 , At, A w , ddsignaut des constantes Si Ton fail 


Ao-H Ai-t- Aj-H -+- k p — B^, 



UIAIUTIIE \I — LA DIVISION VLGbBBIQUC. 


189 


on a idenLiquement 

Ill)- -[_) + Bl ('_!-L_) 

(p(a) \j" — x 0 x—xj \x — Xy x — x 2 j 

+ -t- B /t _, ( -\ 

\x — X„-i x — x n J 

carB/j esl mil, d’apr^s l’une des idenLitds d’EtJLER. Par consequent,, 
si les nombres xx 2 , x u , sont Lous entiers, on pourra 
trouver ia somine des valeurs de ia fraclion lationnelle donnde, 
pour des valeurs de x dgales & une suite de nombres entiers con- 
sdcutifs Plus particuh^reinent, si x 0 , x t , x n sont en progres¬ 
sion anthrn^tique, on ram^ne le probl^me a la summation des in¬ 
verses des faclorielles successives (n 11 86) 


Exemple I 
smie 


— Tiouver la soinme S« das n piemicis leimes de Ia 

_ // (n -+- 1 ) 

( II -I- '■>)(/! -+■ 1 ) (11 —1- 4 ) (/i i - 3 ) 


On .1 I’ldentilr 

_ j 1 81 in 1 

Un ~ 3 (/i + -i) (n -+- J ) I ( n -1- i ){n -r \) J ( /ah- 4 ) (n + j) ’ 

<■1 l’on Linuxe 

1 )^ 5 n=(n 2) s II tl 


108. Formula d’interpolation de Newton. — Cette forinule rr- 
sout Je probl^me de trouver le polyn6me, de degre n au plus, cj 111 
pour des valeurs donm?es de x, en nombre (n 1 ), 


0 » & 1 ) *Ti) • ) ■*’H 7 

supposes en progression antJuneLique, prenne des valeurs dou- 
ni^es 

«U, Uj, . , Hi 1 


Eii diSsignant par h ia raison de la piogression, ce polynome a 
pour expression 


u = « 0 ■ 


r — J" 0 


Au 0 


x — J” ft / x — r , 


') 


A*t/ 0 

a 1 


j —x 0 I x — x 0 
k \ h 


x — x 0 
h 


fl H" 1 


l n it 1 
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En effeL, si Pon ddsigne par p 1’lid des oombies 0 , 1 , 5 , , n, 

Je premier membre devieat u p , lorsque i’on suppose dans le 
second 

x — r () 

—j—=p on x = x,„ 

par suite de la formule fondamentale du calcul des differences 

iip^( 1 4- A)/'//0 

Nous avons vu d’ailleurs qu’tl n’existe qu’un seal polyndme do 
degrd n, an plus (n u 73 ). Le piobl^me revient encore u exprnncrlc 
polyndme cherclie comine une fonction Jmdaire des polyndmes 

’’ h ’ // ( II /' 


donl les degres re presen tent la suile complete des entiers de o a n 
Lorsque les q dernicrs leunes de la smLe 

if u j Ai£„, A 2 « 0) , A" u () 


s’annulent, le degrd du polyndme 11 s’abaisse de q unites 

[nversement, si f{x) esL nn polyndme de degrd n, on a I’lden- 
Li Le 


/(*>=/( 0)+^ 


A/’fo') 

i< 


r ~ r » 
h \ h 


A 2 /Yo) 


109 . Fonctions interpolaires d’Amptoe — Nfwton a dtendu sa 
formule an cas ou les valcurs donndes de la variable x ne sont 
plus cn progression arilb 111 clique (Methodus dijjei enliahs, 1711) 
Posons, par cxemple, pour n = 3 , 


u = X 0 4 - li(x — x a )-{-X t (T — Xa) (x — J”i)+ X 3 (.r — :r 0 ) (x — xy) (x — rj). 


En remplagant successivement x par x 0 , x ,, x 2 , x 3) ll vLent 

Wo = Xq, 

U\= Xq 4- ^1 (iCl — 3"o ), 

Wj = Xq + X, (£Fj — £Pp) 4 - Xj (a’g — #0) (^2 — #1), 

££3= Xq+ X^arj — #0)4- ^2(^3 — ££0X^3— 24)+ X3 (a? 3 — x 3 )(x 3 — ariXa'j — x 
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Si nous relranchons la premiere ligne des suivanles, si nous 
divisons respeclivement par les differences 


3"| 3"oj "Ts "TOj “T J 3"oi 


et si nous posons 

a i — up 
sri — r o 


Hi — n o 


H i — lla 


ll vient le sj'steme 

j *|. 

(i) | P? = H- X? ( 3 "?— ! T \), 

I f’ 3 = X|-H ^s(-ra — 3 "l)+ (r 3 - X \ )( T i — X i ), 

seinblable au precedent, mais coutenanL line ligne en moms Eli 
operant de mdme et en posant 


r s —r. 


on a le sj'steme 


done, sl I’on pose 


on tronve 


o’? = X?, 

w a — ^a+ ^1(^3 — -^s)) 

ll’?— it>, 

- = $ 3 ) 

t s —-t* 


Xq — llg , 5. | — I’,, Xj — CP?, X 3 = S 3 


Cette methode dc calcnl est assez rapide, en conslruisant nn ta¬ 
bleau analogue a cclm des differences Les expressions r, u , 
s , . ont ete appeiees fonctions mterpolaires par Ajvtpebe. II a 
observe que Ton a 


a?u — x [ x , — x Q 


(Vs _ __,_ ’ll _I_ ’ll _ 3 

(x 0 — Xt) (X 0 — X S ) (^ — X 0 )(x 1 — X i ) (j-?—a; 0 )(:J? s — 3 ?,)’ 


ces formules, qu’il est facile d’etablir d’nne maniere generale, 
permettent de dedmre la formule d’mterpolation de Laghange de 
la seconde formule d’interpolation de Newton. 
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110 Polyndme ddrivd. — Oil appelle polyndme dative d’un 
polyndme entier 

/ ( r) = A x a -\- U x n ~ x -+- +Kj , -hIj, 

le polyndme obienu en mulLipliunt cbaquc Lerme par I’exposant 
de x, et en diminuaul de i I’exposant dc x. On designe le poly- 
ndme denv6 de/( r) par f'{ r), cl l’on a 

/ 't /) — n A i ,-(// — ij|{;«- 2 + I Iv 

Soil, cn partiuulicr, le inondme \ .r H , on a, pour i ^er, l'ldcntite 

r n _ \ ^ n 

- = A ( j*«— 1 -Htfr ' 1 " 2 + a ll ~ l ), 

j — rt 

pour x = a, le premier membrc se prdsenle sons une forme md£- 
Lerminde, tandis quc le second mcmbre devicnt nh.a n ~', cl I’on 
dll que cetie expression est la valem du premier membrc pour 
r = a Plus gendralemenl, la fraction 

f(x) — f(n) . r» ~ tt n /■"-* — a "- 1 r — ft 

—- - - = \. --hi!-1 -+-K-, 

x — a x — n / — a x — a 

loujours dgale it un certain polyndme coutenanl x eL <7, pour 
x\a 7 se prdsente, pour x — ct 7 sous la forme ct l’on dLt que lc 

second membre rcprdsenle la valeur du premier, mdme pour la 
valeur exceptionnelle x = a. G’esl prdcisdment la valeur de l’ex- 
pression f'{a) 7 oblcnue en remplagant x par a dans le polyndme 
ddriv^. 

Le polyndme ddrivd, ou la d£i'ivee d’un polyndme f(x) de de- 
grd /i, est un polyndme dc degre (n — i) dont on pent prendre 
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aussi la derivee, que l’on appelle dei ivde seconcle; on la ddsigne 
par f“{x) c’est un polyndme de degr6 (n — 2 ) En g('n£ial, 
la derivee p'^c d’un polyndme /(#), de degre a , est un polyndine 
de degre (n — p ), la derivee n ltme se reduit k la couslante n 1 A, el 
les d£riv£es d’ordre plus dlev£ sont nulles. On designe la d^rivde 
d’ordre p de f(x) par l’une des notations 

Wx), D PAr), 


employees respectivernent par Leibniz, Lagrange et Cyucuy 
Nous nous servirons, suivant les cas, de la notation la plus com¬ 
mode. 

II resulte lrumediaLemenl de la definition que la deiivee p luuc 
d’une somme algebrique de polyndmes egalc la somrue des di5i 1 — 
v6es p hmuB des termes de cette somme, amsi 

D/'[ a f(x)-y b 1 c ^(ic)] = aYU> f(x) -i- b\)P y{r) h- 


111 D6riv6es d’un produit et d’un quotient — Si L’on designe 
pary le produit de deux polyndmes u et v contenanL la variable x , 
et si 1’on donne & x I’accroissement Ax, il en resulte pour it, e, j 
les accroissements Azz, At-’, A y, on a 


puis 

cl, pour Ax = 0 , 


Ay = (it-h Au) (v + Ap) — lit’, 


A y Av A a Au 

a^- m a^ + , ’a^ + a> a '’’ 


y = uv‘ -h ('u 


En divisant par uv, on peut ecnre 


y 1 _ u r <’ 

~y - “ + ~ ’ 


l’expression y s’appelle la derivee loganLhmique du polj n6mer 


Par suite : La denvde logaritlimique d'un produit est egalc 
d la somme des ddrivdes logarilhmiques des facteurs 

Ge theoreme s’etend & un nombre quelconque de facLeurs Par 
suite, la derivee d’un produit de plusieurs facteurs egale la somme 
E. L.-I. i3 
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des rdsultats oblenus en multipliant la d^nvde de cliacun ckss fac- 
Leurs par le produil de tous les autres. 

Si l’on a y = (a p), on oblient 


et enfin 


Ar 


u -i- Ait it 

P -t- Ap v 


Ajk _ pAit—ztAp T 

Aa? — A x p^p-+-Ap)’ 


y— 


vu '— zip' 


p 1 


En particular, la derivde dc ^ on de x ~ m , pour m enlier, est 

{_m)#( -ni, “ l , ainsi la ddnvdc de x m est mx m-i pour m entier 

n^galif, corame pour w enlier posiLif. 

La d(5i'iv(5e logarithmLtjue d’un quotient est dgale & la difference 
tics d&’ivdes logantlimiques dn dividende et du diviseur 


ftxemplc I — Soil 

y =. zt a pP «-T , 

pn ddsignant pai a, p, y, . tics cnticrs positifs ou ndgalifs, on a 

y' it' n v' tv' 

— — a - 1 - 0 - hr - h • 

y u r p ‘w 


Enfin supposons que y soit unc fonclion de fonctions, e’est- 
a-dirc que y soit exprnnee en fonclion de x par des variables m- 
termddiaircs 

y-»Ke)> p = ®(m)> »=/(®). 

ile telle sorte que y = F(j?). On peut trouver la ddrivde y’ sans 
iju’il soil ndccssairc dc faire les substitutions, en effet, 

Ay _ Ay Ap Ait 
Aa? Ap Ait Aa?’ 

et, par suite, 

/= +'((') «p'(“) 

112. Formule de Taylor — Ce thdordme a pour but d’exprimer 
nn polyndme f(x + h) en fonction lindaire de f(x) et de ses 
polyndmes ddrivds /'(x), f ,f (x), ... (n° 102). Ce n’est ainsi 
que la formule du bin6me de Newton, avec un changement de 
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notation, lorsqu’il ne s’agit que des fonctions entires. On a, en 
cfTet, 


/ j \ A , h 1 . . 

(x -+- h) n = x n -h -j-j nx il ~ x 4 - n(n — i)a 7 " _s -i- 

hp h n 

-p n(n — r) (n — jj ~h i)x n ~P-h .4-^/1! 


et, en posant f{x) = A.x n } 1L vient 

h hP h > 1 

( 1 ) f(r+ h)=f(x) + -if\sr)+ 4 - 4- f^(x) 

Pour d’aulres mon 6 mes, B#'’, Cx s , . ., on a des formules ana¬ 
logues, done, si l’on fait la somme des developpements obtenus, 
en tenant compte du thdor^me sur la ddriv^e d’une somme, on 
en ddduit que le ddveloppement (i) subsisle pour un poljndme de 
degr£ quelconque 

Cette formule donne encore le ddveloppement de 

( 2 ) bf(x)=f(x + h)—f(x), 


c’est-i-dire de la difference d’un polyn 6 me f(x ), ordonn^ suivant 
Ies puissances de I’accroissemenl h de la variable. 

Si I’on fait x — o, et si l’on remplace ensuite h par x, on ob- 
lient la formule de Mac Laurin 


/p n* 2 nr* ft 

( 3 ) /(*)=/(<>) 4 - p/'(o)4- - x f(o)-)r 

EdUd , si l’on suppose h = — x , on a la formule de Ber¬ 
noulli (') 

W /(»)=/(*)-£/■(«)+ 2|/•<*)- 

113. Facteurs multiples d’un polynfime — On dit que le poly- 
n6me f(x) contient le facteur (x — a) au degr£ de multiplicity/», 
lorsque f(x) est dgal au produit de (x — a)P par un poljnAme 
'f(x) qui n’est pas divisible par (x — «), de telle sorte que l’on a 

/(a?) = (x — a)P cp(a?), 

avec l’hypothese <p(rt)^o. On a le th^or^me suivant • Pour que 


(’) Cette formule a dtd pubhde avant celle de Taylor 
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le polyndme f(x ) soit divisible par (x — a)P, il faut et il suffit 
que le polyndme f(x) et ses (p — 1 ) premieres derivdes s'an- 
nulent poiu x = a 

En effel, si 1’on remplace, dans la formule de Taylor, x par a 
et h par (x — a), il vient 

(0 fi x ) =f( a ) + ,r - jT ~ /'(«) H- » 


par suite, le quotient de f(x) par (x — a)P est le polyndme 


a - a 


'ftr\a)-h T -^ 

p\J v ; (/i-t-i) 1 


/«#»-«-» (a) 


(r — a) n ~P 




et le reste de la division de f{x) par (x — a)P est le polyndme 


f(a) + ?-WV) 


( ■ r - a), /•(*)+ + (T r _ a ! £- 1 


2 1 


(P — 0 


Amsi, pour que f(x) soit divisible par (x — a)P , il faut et il 
sufGt quo le reste de la division soit nul, quelle que soit la valeur 
de x et, par suite, quelle que soit la valeur de (x — «); on a done 
les p conditions 

,/(«) = 0 , /'(«) = o, , f { P~ l) (a) = o, 

rdciproquemcnt, si ces p conditions sont vdrifides et si f ( P ] (a) 
n’est pas nul, le polyn6me f(x) est divisible par (x — a)P, et non 
par une puissance de plus grand exposant. 

114. R&gle de L’Hospital — Lorsque les deux: termes d’une 
fraction raUonnelle s’annulent pour une m6me valeur a de x , la 
fraction prend une forme inddlerminde, mais, si Ton remplace 
${x) et cp(#) par leurs ddveloppements, conformdment k la for¬ 
mule ( 1 ) du nuraero prdeddent, on en ddduit la rdgle suivante . 
On prend les ddrivees successives de f(x) et de y{x) jusqu’4 ce 
qu’on obtienne deux, derivdes, f tp) (x) et yW{x), qui ne s’annulent 
pas pour x — a La valeur de la fraction est dgale au rapport 
fP(a)d^(a), lorsque p = q, elle est nulle ou infinie, si p est 
supdrieur ou mfdrieur k q. 

Exemple I — Polyn6m.es d,' Abel. — Si l’on pose 

f p =\Px -+- 2Pa?*4- 3/'a7 3 -t-. 
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on a, en prenant la ddrivde et en raultipliant par x, 

x fp = fp +11 


mais, pour p = o, 
ou bien 


/ Q = x -t- x i -h -t-x' 1 -*, 


/o = 


X — x n 
1 — X ’ 


on a done successivement 

f\ = a?D 

fi = xD 

fs = xD 


X — x n 

-J 

1 — X 



oL ainsi de suite 

Si Ton fait x = i, les valeurs de /i,/s,/s, • ■ sc prdsentent sous une 
forme mddterininde, mais, en appliquant la rdgle de L’Hospital, on troupe 
ainsi, par un proeddd ddtournd, la somme des carrds, des cubes, des bicar- 
ids, , des (cr — i) premiers entiers (Abel, QEwres completes, 2 a Edi¬ 
tion, t If, p t4) 

Excmple IT — La ddrivde d’ordie p de 


a pour ddveloppement 




srn+p —i — i 

x — i 


1.2 p- 1-2 3 .(jo-f-i)aM- . -f-/i(rc-t-i) ( n-\-p — i)a? ,l_1 , 


en formant direcLement g'(x), g"(x), g‘"(x), . et faisant ensuitc x = i, 

on reLrouve la sommation des factonelles consdcutives (n° 37) 


113. Formule d’Abel. — Nous avons vu que si f(x) ddsigue 
un polyn6mc de degrd ft, fet cp 0 , cp 4 , cp 2 , .. ., cp ;i des polyn6mes 
donnas dont les degrds reproduisent la suile des nombres entiers, 
le polyndme f(&) peut dtre ddveloppd suivant la forme lindaire 


f(x) = ^ 0 cp 0 + X i cpi + X 8 cp 2 + . 

les coefficients \ dtanl mddpendants de x Ddsignons par £3 une 
constante quelconque, et posons 

xlx — 20 ) 

<po = r, <?i(z)=x, tps(a7)= --> • ■» 


?/> (®) 


x(x — p P) p-1 
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Pour ddLermmer Jes coefficienLs \ nous observerons quc, si 
l’on ddsigne par c fa(x) l’un de ces polyndmes, on tiouve, en pre- 
nanL les ddrivdes successivcs de <p 7 , 

?*(®)=T7-i( a '-- P)» <?<!-*(* — »P), 

T'/ ,> C^)= *P v-p(r—P$), , = i 

Done, en prenantla derivde d’ordre p de f(x), on a 

/^)(a7) = X^cp 0 +X /J+1 cp 1 (.r —_pP)-f- X p+1 «p,(a-—jDp)-,-. , 


et, en faisant x = p (3, d vienl 

O) /(x)=Ao)+£/'(P)+ 3,( ' r ~ aP) / , (^)H 

x(r — /? p )^—1 


fii'Hpfi)- 


En faisant f(x) = (x -+- a)", dans la formulc preeddente, el ei 
dcliangeant ensuite x ct a, il vient (*) 


(*) 


(x-\-a) n = £c n -\-G} t a(^x-{- P)"- 1 -\-C\u(u— aP)(.r-t- 2 P . 

-+- Cfja(a — jt?P) (sc -\-p P)"-/'-!- . -+- a(a — /tp)«—1 


116. Bindme de Leibniz. — Cetle forniule donne la ddnvci 
n limB p ro duit uv de deux facteurs, et s’dtcnd a un nombri 
quelconque de facteurs On a 


y = uv' -+- vu't 

y = uv " -+- a u' v 1 h- u tt v, 

y = utf" -i- 3 u' / -+- 3 n "v' -f- it" r, 


et, en gdndral, 

yp) = UV ( P ) -+- Pi u' V ( p-V -H Pi u" v ■+- -1- n ( / j) v, 

en ddsignant par p { , p 2 , • • • les coefficients de la puissance } 
du bin6me. Celle forraule se vdrifie immddiatement en prenan 
la ddrivde de yW et en observant que les nouveaux coefficient 
du second membre s’oblicnnent par la loi de construction d' 


(’) La formule (2) a did donnde par Abel ( QEuvies, 2 0 tidition, t. I, p 10a) 
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triangle antkmdtique de Pascal. On peut dcrhe symbokquement 

yP^^u -f- v)t ‘, 

a Ja condition de substituer, aux exposants de a et de v, Jes indices 
de ddrivation, et de tenir compte de l’exposant zdro, en rerapla- 
£ant u 0 et v° par u et v 

En supposanl y = uvw, on ala forraule symbohque 
yi> tAj ( u -+- v 4 - , 

ct ainsi de suite 
Excmple I — Si l’on pose 

y =(a? — a){x — b) . (x — /), 

on a 

yiP> = pi S,,,-,,, 

en ddsignant par S w _ /; la somme des produits {m — p) 4 ( m—p ) des m 
factcurs day 

Eremplc II — Trouvcr la n u ' ma dcuvec de 


J i + j: 5 

En cliassant les ddnominateurs el on appliquani la formule dc Leibni 7, 
on Lrouve 

(r -t- ac-)yi n ) ■+- 1 axyi n ~ K > -+■ n{n — 1 = o 


Si l’on pose 

— = >l . 

les polynomcs z, t sodl ddicrimnds successivement par la fonnule dc idcur- 
renec 

z n -\-' 2 .nxz, l - l -\- n{n-\){\- 1 r = 0 

DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

117. Ddrivdes partielles. — Un polyndme peat conteoir les 
puissances, d’exposants enticrs et positifs, de plusieurs variables 
%,y, z, .. ., on le ddsigne par une lettre suivie d’une parenthdse 
contenanl les variables dans un ordre ddlermmd Ainsi 

f(se,y,z,- ), 

mais on n’a pas le droit, dans Je cas gdndral, de changer 1’ordie 
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dcs letties qui reprdsentent les variables. Le polyn6me peat avoir 
ties degr^s diffdrents par rapport ik chacune des variables; on ap- 
pelle degre d’un terme le nombre dgal 4 la somme des exposants 
des variables qu’il contient, et le degrd du polyn6me est dgal au 
degr6 da terme da plus haut degrd. 

On peut prendre les d6rivdes da polyn6ine par rapport & clia- 
eune des variables, et les ddiiv^cs successives par rapport a des 
variables diflferentes. Les derivdes pai tieLles du premier ordre de 
f(x,y, j), prises par rapport by, par exemple, se ddsignent par 
I’une des notations 




Of(x, y, z) 




lorsque I'on donne ensuite a x : y,z certaines valeurs x a ,y 0 ,z^^ 
il suffit, pour indiquer cetle operation, de remplacer, dans les 
parentheses, x,y, z respectivement par ^ojJKoj 
S i I’on prend la d£riv£e du terme 

T = Nx a y b z c 


a fois par lapporl h. x , puis (3 fois par rapport & y , puis y fois 
par rapport & z, on obtient, en d£signant par la lettre A les arran¬ 
gements simples (n° 45), 

N A“ A | A £ “yb-P , 


le rdsultal est independent de l’ordre des derivations Pour Louie 
lonclion enti^re f, il en est de m£me, le rdsultat s’mdique par 
I’une des notations 




cJg+P+Y f(ar,y,z) 
Ox^dyfidzY 


T)x a ^ s iji.x,y, z). 


118. Formula de Taylor pour une fonction de plusieurs va¬ 
riables. — Soit une fonction f(x,y , z) de Lrois variables, par 
exemple; il s’agit de ddvelopper l’expression 

h, y-+-k, z-hl) 

sinvanl les puissances des accroissements /i, /c, l des variables 
j z. Pour simplifier, nous nous servirons d’un symbole d’opd- 
ration 0, qui d^signe le rdsultat que l’on obtient en faisant la 
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somme des d^uvdes partielles/j,/^, /.' d ef(x,y, z), multiplies 
respectivement par les accroissements /i, k , l Ainsi, par definition, 

e/= AG+ V,’h-//= 

Mais 0/est un polyndme en x, y, z, sur lequel on peul re¬ 
peter la mdine operation dontnous designons le rdsultat par 0 s /, 
et ainsi de suite. On a, en general, 


&!>+<!/ = e/> 6 '// = 07 Qpf 

Appliquons I'operation 0 mix denvees partielles de f(x,y, 3), 

e/x =/*/;* + + 

e/; = + 

Si l’on inulLiphc rcspccLivcment ces trois egalitds par /i, /, l 
et si l’on ajoute les resullats, il vient, en tenant compte dti theo- 
I'^me sur I’interversion de 1’ordre dcs derivations (n° 117), 


ou, sous la forme symbolique, 

»*/*(* E + i 


+ 2 klfy' a + 


d , j 


en y considerant comme dcs quantites, et h la con¬ 

dition de rcmplacer, apres le devcloppement du second membre, 
leurs cxposants par des indices de derivation. 

Le syinbole 0 est disti ibutif, comme celui de la denvee D* 

ou c’est-i-dire que, si Ton consid^re plusieurs fonctions 

f, cp, tji des variables x, y, z , on a, quelles que soient les con¬ 
stants A, B, C, 


6(A/+B ? + G^) = A.0/H-Beo ■+■ Gei. 


Gela pose, Ja formule de Taylor, etendue & un polyn6me de 
plusieurs variables, s’ecrit 

(0 f ( 37 ■+■ ^i y ■+■ a H - 0 = f~^~ yj yf yf 0 3 /-+- 
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Pour verifier l’exactitude dc cclLe fomtiule, ll suffit de consi¬ 
der la fonction 

z ) = y b z r 

Le coefficient de dans le d^veloppemenl de 

(x -+- h) a (y -i- k) h {z -1- l) c 


est, en se servant de la notation des arrangements simples (n° 45) 

P 


(a) 


A ft A /i * q j\ a 

— ~X a — M 777 — a n '-y 

a i pi ./I 


D’autre part, si l’on suppose 

« = « -H p + y, 

le coefficient de h a k$l T dans 





est, d’apres le n°80, ^gal a 

i n 1 / 

/i. 1 a 1 p 1 y 1 <XsY 1 

Oil 

qui ne diflfere pas de l’expression (a) 


119. Fonotions homog&nes. — Un potyndme entier en jc : y, z 
est homog^ne et de degrd n lorsque tous ses lermes sont de m6me 
degr6 n , par suite, quelle que soit la valeur de t, on a l’identiK 5 

f(tx, ty , tz) = t n f(ar, y, a) 

La somme algdbrique de fonctious homogenes de m6me degre 
est une fonction homog^ne de m6me degrd. 

Le produit ou le quotient de deux fonctions liomogfenes de 
degr^s p et q est une fonction homogfene de degr6 (/? ± q .) 

Toute fonction homogfine, de degrdn, des variables x, y, z est 
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£gale au produit de la puissance n lLme de 1’une d’elles par une 
fonction des rapports des auLres variables k celle-ci, et mverse- 
ment 

Les formules de la Gdomdtne sont homog&nes 
Les d^riv^es d’ordre p d’une fonction hoinogdne de degrd n sonl 
des fonctions liomog^nes de degr£ (/i— p) 

120 Th6or&me d’Euler — To ule fonction bomogfcne, et de 
degid «, des variables x,y : z vdrifie l’identit£ 

df df df 

on a de m6me 

d*f d'f 

et, en gdndral, avec la notation du n° 118, 

0 /, yJK, z)^n(n— i) .(« — /? + i)f(x,y, z) y 
apr6s avoir remplac£, dans le developpemenl du premier membrc, 
les exposants de par des indices de derivation, et //, 

/r, l par x, j , z. 

L’emploi des formules d’EuLER permet de transformer des re¬ 
lations en d’autres plus simples, en rendant liomog£nes des po- 
lyn6mes qui ne le sont pas, par 1’mtroducLion d’une nouvelle lettre 
que l’on considere comme une variable arbitraire, et que 1’on rem- 
place ensuite par i 

Soil, par exemple, le polyndme /(.r), de degrd /i, que I’on peui 
ecrire sous la forme liomog6ne 

ou f(x t y) 

Pour que ce polyn6me soit divisible par (x — il faut etil 

suffit (n° 113) qu’en remplagant x par a, et y par i, dans la suite 
des ddrivdes 


/(«» 0 . /*(«• 0 . 0 . 


. o, 
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tous les r6sultats soient nuls. Paries formules d’EuLER, on sub— 
stilue k ces conditions les conditionsdquivalentes 

dP-'f(a, 1) _ dP~ l f(g , 0 _ Q 0 _ Q 

da ?/' -1 0> Oxi‘~ i dy ’ dyv — 1 ’ 


en d’autres termes, it faut et il suffitque les^o d^nvdespartielles de 
l’ordre (jo— 1 ), prises par rapport & x et y, s’annulent lorsque 
l’on y remplace x par a et y par 1 . 

Exemple I — Si/O.jk, ) cst un polynOme liomogene de degid 
n, on a 1’idealiLc 


1 / d 

q x \ 1 Ox 





1 



tl—q 

A x \,yu 


) 
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LE CALCUL SYMBOLIQUL 


On doit considdrer le calcul symbolique comme une methode 
rapide pour l’dcnture des formules dans une suite de deductions 
theonques, mais, lorsqu’il s’agil de determiner les valeurs des nom- 
bres fournis par ce calcul, ll est indispensable de remplacer la for- 
mule symbolique par le developpement ordinaire. On fait de 
m£me lorsque la suite des raisonnemenls laisse dans l’esprit une 
certamc obscunte, alors on remplace encore la formule par les 
notations ordinaires G’est done, en quelque sorte, pour le deve¬ 
loppement des nouvelles theories, une stenographic des formules 
de l’Anthmetique et de l’Alg6bre 

Cette methode esL ddja ancienne, on la Lrouve comme procede 
mnemomque dans les eents de Leibniz, pourles denvees successives 
d’un produiLde deux on de plusieurs facteurs, on la re Lrouve dans 
lasdne de Taylor etendue aucasde plusieurs variables; nousl’avons 
deja employee dans les formules fondamentales du calcul des dif¬ 
ferences Developpee plus tard par Laplace, 'par Vandermonde et 
par Herschel, elle a et<5 considerablement augmentee par les tra- 
vaux de Cayley et de Sylvester, dans la theorie des formes 
Dans un ouvrage intitule Calculus of Operations , Carmichael 
a expose les methodes gendrales de ce calcul rapide; ses develop- 
pemenls se rapportent surtoutal’emploi des symboles d’operation, 
comme ceux du calcul des sommes et des differences 2 et A, et ceux 
du Calcul dififerentiel et du Calcul integral Mais la methode sym- 
bolique, que nous employons ici, differe des precedentes sous ce 
rapport, que les symboles que nous considerons designentdesquan- 
tites et non des operations; nous nous rapprochons ainsi pour une 
partie de la notation, employee par Cayley, pour les polyn6mes en- 
tiers ( quantics ). L’application de cette methode nous a permis 
de simplifier, d’une maniere tres notable, les raisonnements et les 
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rdsultats sur le calcul des sommes eldes differences, sur lesnom- 
bres de Bernoulli etd’EuLER,sur lathdorie des sdries rdcurrentes 
et, par suite, sur la thdorie gdn^rale des fonctions. Par notre md- 
tbode, les ddveloppements prennent une forme plus concise, plus 
condensde, qui conduit & des generalisations successives et mddfi- 
nies des proprietes qui concernentlesnorabres, et des formules qui 
lesrenferment. Ainsi, dit Laplace, « la langue del’analyse, Ja plus 
parfaite de toutes, etant par elle-mdme un puissant instrument de 
decouvertes, ses notations, Jorsqu’elles sont necessaLres etheureu- 
sement lmagindes, sont les germes de nouveaux calculs. » 

Ge Ghapitre conlient quelques principes gdndraux, el Ieur appli¬ 
cation a la solution de plusieurs probldmes considdrds par Euler 
Ceux-ci se rapportent aux Permutations figurdes et & I’Aiithme- 
tique de position; Je Ghapitresmvant donne l’apphcation du culcul 
symbolique au Calcul des sommes et au Calcul des differences. 

121 Du symbols potential — Considerons des nombres quel- 
conques 

(^) 60, • j bp, , 

formant une suite limitde ou lllimitde, de telle sorte qu’i cheque 
valeur de l’indice corresponde nn nombre ddtermind. 

Nous ddsignerons par b le symbole des nombres de cetle suite, 
et nous supposeronsque, dans les formules transitoires, b cst une 
quantity assujettie aux lois ordinaires du calcul algebrique et, en 
parucuher, & la rdgle des exposants entiers et posiLifs, 

b ,n b fl b m+n 

A la fin des calculs, on doit remplacer les exposants de b par des 
indices et les nombres b par ceux de la suite. 

Soit un polyndme de degre n, dans lequel nous mettons en evi¬ 
dence les coefficients du ddveloppement de (i -1- 

/(a?) = b<iX n -\- - biX n - l -{- ^ ^ 6 2 a7 n_s -f- b n a ?o, 

nous ponvons dcrire ce polyndme sous la forme condensee 





CM A PITRE X 1 T 1 — LE CVLCUL SYMBOLIQUE. 207 

en ayant toujours le som de tenir conipte de Vexposant zero 
de b et du nombre correspondaat b 0 . 

On voit iinmddiateinent que la ddnv6e/ / (.r) du polyn6me/(a;) 
peut s’^crire symboliquement 

f'(x)^ n(x-\- b ) n — l , 

el, par suite, on a pour la ddrivee d’ordre p, 

n(n — 1) (n—p -4- 1) (x -+- b) ll ~P 

Excmple I — Si I'on suppose 

u (x + a)' 1 , p tAj (a? -t -b)' 1 , 

el si Ton considcie J’c\piession 

y = Zip" — iC p«—1 -1- u n p'*- ! -4- h- (— 1)«tz« p, 

dans laqucllc les c\posanls sont dos indices de derivation, Ja fonclion y csl 
inddpendante de x (Halpiien) 

On voit, en effet, que la deuvee y' est nulle, on oblient la \aleur de^, 
en rcmplagant x pai 0, cc qui donne 

j' cJLj /j,l — [) yi 

Plus gendralement, considerons le polynome komog£ne 

f{x, y ) = b 0 finx' l y® -4- -- b v a n - X x^y 

H-—— b % a n -iX> l -'-yi -4- -4- b n a 0 x°y n , 

nous pouvons Tecrire sous la forme symbobque condensee 

f(x,y)'*>(ax-t-by)*, 

en supposant que i’on reruplace, apr6s le ddveloppemeut du se= 
cond raembre, les exposanls de a et de b par des indices On 
trouve, comme pr^c^demmenl, 

\ c 

d-^na(ax-\- by)' 1 - 1 , 
f) f 

— nb(ax -4- by)' 1 -' 

On peut done appliquer a un polyn6me syinbolique lesproeddds 
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ordinaires de derivation, d’ailleurs, on pent considdrer des poly- 
n6mes contenant nn nombre quelconque de variables el de sym- 
boles, tels que 

(ax ■+■ by + cz + )" 

Lorsqu’un polyn6me /(#), a une seule variable, n’est pas homo- 
gene, onpeut toujours I’ecnre sous la forme komog&ne/(.z, y), 
ll suffit, dans les rdsullats, de reraplacer ensuitey par i, cetle re- 
maique s’applique d’ailleurs auxpolyn6mes contenant un nombre 
quelconque de variables. Ainsi les proprieies des formes homo¬ 
genes s’apphquent aux polyn6mes symboliques 

INous avons suppose que 1’on peut representer par une lctlre le 
symbole d’une suite de quanliLds donnees, inversemeni, on peuL 
calculer successivement les leimes d’une suite definic par un 
symbole. Soil, par exeinple, une suite donnee 

(a) a \ i n xi i a /‘> i 

on peut, de bien des manures difTerenles, calculer des suites de 
norabres qui dependent des noinbres de la suiLe (a) 

Posons, par exemplc, 


(i) 

c’est-a-dire 

, n n (n — 0 

bn = ciii — (in —t -1- —j—-— (t/i-i -I- • -I - (to , 

Nousalions montrer que I’on peut introduire, dans la relation (i), 
une variable quelconque z; cn effet, soit f(x) un polyn6me quel¬ 
conque 

f(x) = jj 0 x n -t- pix n ~ l -+-/? s a..-(- p n z° , 

nous avons, d’apres laformule (l), 

b n ^(a -+-i)'*, 
b n -\ (a +1)"- 1 , 


b s (a -t- i) s , 

b t (a ■+■ i)', 

bg fdt? &0i 




cn A P1T n E XIII — LE CALCUL SYMDOLIQUE aog 

En multiphant respeclivement ces dgalit^s par/? 0 , p u p 2 , ,p n 
eten ajoutant, ll vient 

(2) /(&) 1) 

Cette relation subsiste, quelle que soil la fonction entiere/(.r) 
Nous pouvous done £crire les dgalit^s 

/ (0 + 1 ), 

1), 

r(b)^J"(a + 1 ), 


en les multiphant respectivement par 

Z 5 s Z 3 z' 1 

’’ Ji’ 3i’ ’ #71’ 

il vient, eu ajoutant ct en tenant coinpte de la formule de Tay¬ 
lor, l’6galit£ symbolique 

/(j + 4)^/(; + fl + i) 

Ce proc^de d’extension d’une 6galit6 symbohque s’apphque 
dviderument & une fonction d’un nombre quelconque de variables 
et de symboles. Ainsi, dans la formule prdeedente, on pourra 
supposer que z ieprdsente un symbole au lieu d’un nombre. 

Non seulement les formules symbohques d^termment des 
noinbres par des relations avec des nombres donnds a I’avancc, 
mais elles peuvent servir k determiner les Lermes successifs d’une 
suite inconnue Ainsi, par exemple, la formule 

(B -1- 1)"— 0, 

pour /i>i, en supposant B 0 = 1 , B, =— peimel de deter¬ 
miner successivement des nombres B 2 , Bj, B ( , , et ainsi ind6- 

fimment, nous veirons plus loin que ces nombres sont fort impor- 
tants dans les ddveloppements de I’Arithrudtique et de l’AIg6bre , 
on les appellc nombi es de Bernoulli. Nous devons ajouler que, 
pour la simplification des raisonnemenLs et des formules, il nous 
a paru indispensable de modifier Ug^rcment les notations ordi- 
naircs de ces nombres 

E L. — I. i4 
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122. Du symbole exponential. — Au lieu de meltre en Evi¬ 
dence, dans le dEveloppement de f{x), les coefficients du bin6rae, 
on peuty mettre teUe suite rEguliEre ou irrEguliere de coefficients 
donnEs & l’avance; ainsi, par exemple, nous pouvons Loujours 
ecrire un polyn6me/(^), de degrE n, sous la forme 


/(a?) = fl0 + + j?® 3 -'- 


Oh 
n' 


x n 


Nous dEsignerous ce polyn6me par la notation condensEe exp ax, 
que nous appellerons la forme symbolique exponentielle Nous 
allons d’abord donner les dErivEes snccessives d’un polyn6me 
Ecnt sous cette forme Soit done 

f(x) •=£? c\p ax 

En supposant le polyn6me dEveloppE el en prenant la dErivEe, on 
vEnfie immEdiatcment que l’on a 

f (x) a e\p ax, 
f ( x ) ^ a a e\p ax, 

et, en gEuEral, 

f(p)x uAo exp a a" 

Le dEveloppement de la puissance d’un bin6me pent s’Ecrirc 
sous la forme exponentielle, ainsi, si l’on dEsignc par p H le nombre 
des arrangements simples de p leltres prises n & n, c’est-a-dire 
si 1’on pose 

Pn = piP~') .(/> —m-i), 

on a la formule 

(i + x)r ■=£=' exp px, 

on a, de mEme, pour d’autres valeurs de l’exposant, 

(r + x)*? exp qx, 

(i -t- x) r exp rx, 

supposons /■ = p -h q\ la formule du bm6me de Vandermonde 
pent s’ecnre sous la forme condensEe 

r n ^ O -f- q ) n , 


0 ) 

et, par suite, 
( 2 ) 


exp px x exp qx *£? exp (p q)x 
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D’ailleurs, puisque les developpements des bin6mes de Newton 
et de Vandermonde ne reposent que sur la r6gle des exposanls, & 
savoir 

pin pit = pm+,i } 

ll eo r^sulte que I’identite ( 2 ) subsiste pour deux polyn6mes ex- 
ponentiels quelconques, exp px et exp qx, et que le produit de 
ceux-ci esl un polyndme exponenliel, exp rx, dont les coefficients 
se determment par la formnle ( 1 ). 

Le lli6or6me prudent s’applique au produit d’un nombre 
quelconque de polyn6mes exponentiels, et ainsi 

exp (a#), exp ( bx) exp (ex) t =e=> exp (a -+- b -4- c)x, 
exp a# exp bx exp car exp dx exp (a -4- b + c + d) x 

dependant, on doit observer que, si deux polyn6mes deviennent 
idenLiques, on n’a pas le droit d’dcnre 

(exp exp 'iax % 

mais ll faut calculer les coefficients b du carre de la forme exp ax, 
par la relation 

b n <J±*(ci -t- a’)", 

en consideiant d’abord comme distincls a et a', et en remplagant 
ensuite, dans le r^sultat final, a n et d n par a n 

123 Probl&me des rencontres. — INous appliquerons les md- 
thodes du calcul symbolique & plusieurs probl^mes sur les per¬ 
mutations et, en particular, au celebre probleme du chevalier 
deMoNTMORT, Lraite par Euler, et connu sous le nom d t probleme 
des rencontres 11 s’agit de determiner le nombre des permuta¬ 
tions de n elements 

Ct 1, &2j J ^Kj 

dans lesquelles aucun element n’est place & un rang egal £ son m- 
dice Ce probleme revient evidemment k determiner le nombre 
des permutations figures (probleme des tours, n° 43), dans les¬ 
quelles ll ne se trouve aucun element sur l’une des diagonales, 
telle que aa! (fig 68). 

Designois par Q rt le nombre des permutations dans lesquelles 
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aucun £l6inent n’est 4 son rang nalurel, et par P n le noinbre 
total n I des permutations. Soit b I’une des ( n — i) positions de la 
lour, &ur la premiere colonne, la case a du coin 6tant except6e, 
d’apr^s l’hjpollifese. Nous devons consid6rer deux cas, suivant 
que, dans la ligne infdrieure, il y a une lour b' symdtrique de b par 
rapport & la diagouale aa !, ou en une autre position quelconque c 
Dansle premier cas, en supprimant les ligueset les colonnes con- 


Fig 68 



b' c 


Problfimc des> roncontrca 


tenant b et U, il reste un ensemble de cases qui correspond, dans 
la question prdsenLe, & un dchiquier dc (/? — ■>) cases de o6le 
Dans le second cas, dcbangeons les colonnes conlenant b et r, 
alors c vient en a , et b sur une case non silnde sur la diagonalc; 
par suite, en supprimant la premiere ligne et la premiere colonne, 
il reste une solution sur l’dchiquier de (/? — i) cases dc col6, on a 
done la relation de recurrence 


(0 


Q/t = (n — 0 [ Q/i-i + Q;i-! J 


On irouve uinsi successivement, pour les premifircs valcui's 
de /?, 


n 

Q» 


o, i, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7 , 8, 

i, o, i, 2, g, 44, *-i 65 , i8 r )4, 1 . 1833 . 


On observe lmmediatement, pour les premieres valeurs dc /?, 
en divisant chaque nombre Q par le precedent, la loi suivantc 

( 2 ) Q« = i •+■ (—i)'*, 
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nousallons demontrer qne cetLe relation est gdndrale. En efTet, si 
dans la relation (i) uous changeons n en (/i + i), il vient 

Q/i+i = n (Q/i-h Q«-i)i 
en retranchant de la prdcddente, on tiouve 

Q/h-i — (n -+-1) Q n -+- (— i ) ,, ' f 1 , 

c’est prdcisdment la lelation ( 2 ), dans laquelle on remplace n 
par (ti + i) Ainsi, cette formule, est gdndrale. En divisant ses 
deux fnembres par P„ = nous avons 

Qn_ Qh^i (—0." 

P« P„_, ~P U ' ’ 

si l’on fait successiveinent « = 2,3, 4, , et si I’on ajoule les 

dgalitds obtenues, il vient 

Q/i _ 1 1 1 (— 1 

P„ “a 1 Ji + 4' + n' 

La mdthode prdcddenle ne difTdre de la solution donnde par 
Euler que par la forme gdometrique ( 1 ) Nous exposerons une 
autre mdthode fondle sur le calcul symbolique; cette solution, 
trds remaiquable par son Elegante simplicity, est due & M. Neu- 
dehg (\oir Malhesis, t. I, p. 20 ). 

Considdrons l’ensemble de loutes les permutations, c’est-i-dire 
de toutes les solutions du probldme des lours, en nombre P H Parmi 
celles-ci, le nombre des solutions ne conLenanl aucun dldment a 
son rang, c’est-^-dire aucune tour sur la diagonale, est, par defi¬ 
nition, dgal a Q„ Le nombre des solutions conlenant une seule 
lour sur la diagonale est, comme on le voit en supprimant la 
ligne et la colonne conlenant cette tour, En gdndral, le 

nombre des solutions qui contiennent p lours sur la diagonale est 


(') Recherches sur une nouvelle espice de canes magiques (Mdmoues de la 
Socidte des Sciences de Flessingue, t IX; 1779) — A propos de la relation (a ), 
Euler ajoute « Maisje dots avouer quejen’ai trouvila propndt6 deddterminci 
chaque nombre par le seul prdcddent que par induction, et je ne vois pas trop 
bien comment on pourrait la ddduire de la nature de la sdne » Cette difficult^, 
signalde par Euler, a 6td rdsolue par M Neuberq 
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^gal au produit de Qn-p par le nombre des manures de placa¬ 
te objets sur n cases, ou le nombre C£ des combmaisons de n ob- 
jets pris p k,p. Enfin le nombre des solutions conlenant n tours 
sur la diagonale esl i; par consequent, en posant convention- 
nellement Q 0 = i, on a 


Vu = Qu + - Qtt-i 


n( n — i) 


Qra-S 


Qoj 


ou, symboliquement, 

ainsi, les symboles P et (Q + i) sont equivalents dans les l'or- 
mules algdbnques, on a done, avec une variable x, I’identili; 

(P + a;) ni :5j(Q -+■ i 4- .r) n , 

•ct en supposanl x = — t, ll vienl 

()u tAj ( p — |)« nu Q /; A” P u 

Plus gdndralement, si l’on ddsigne par A" ( le nombre des arran¬ 
gements simples de m elements pris n k n e L par B n m le nombre 
des arrangements discordants avec un arrangement, c’csl-d-dirc 
des arrangements tels qu’aucun des dldments n’occupe la mdme 
place que dans 1’arrangement donnd, on a encore les formulcs 
suivantes, indiqudes par M. Nedberg . 

*5-(i u.) 11 , avec a,, 13^,, 

B*=t? Ci — v) n , " v,, — S-'/nJ 1 ,,, 

B« tAj n! e\p(— cp ), u (v y , = 

Aprcjs le ddveloppcment des seconds membres, on doit rem- 
placer les exposants de u, fP par des indices, puis u p , v p , iv p 
par les valeurs indiqudes, C ddsignant des combmaisons simples 

Ezemple I — Ddveloppei I’expiession (Q n P n ) cn produit contmu 
On deduil des foi mules (r) et ( 2 ) 

Q>t _ Q n —i _Qn_ 

1*;? P a— 1 Q/i t 1 ) U 
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par suite, cn lemplafant successivemenl n par 2, 3 , , n, el en multi- 

pliant, membic a membre, les dgalitds oblenues, jl vient 

Q« = 1.3 9 .11 _Q*_ 

l\i a’ 3 8 4j Q«—(— 1 )« 

Cc calcul a die miliqud pai M IIermes (Archives de Grunert) 

Exemple II — Pioblkme des minaget — Des femmes, en nombie 71 
sonl rangdes auloui d’une lablc, dans un ordre ddleimjnd, on demande 
quel est le nombre des inameics dc placer leurs mans respeclifs, de telle 
soite qu’un lionune soit placd entre deux femmes, sans se tiouver d cdtd 
de la sienne? 

Le probldme revicnt dvidcmment a ddtermine) 1c nombre des pei muta¬ 
tions discordantcs avec les deux perinulauons 

( G 2 , 3, 4) 1 (ft i)j 7i, 

( ^> 3, 1 ij 

c'csl-a-dne a dciei miner 1c nombre des manidies de placer n lours sur 
I’dcluquier, de idle sorle que ces tours ne soient pas muluelleraent en 
prise, et ne se tiouvent pas situdes sur les cases de la diagonale ascen- 
dante , m sui cellos de la paialldle immddiatemeni au-dessus, ni sur le 
coin lnfdricui h droile 

Nous nc connaissons aucune solution simple de cclle queslion, donl 
1’dnoncd donne lieu & I’dtude du nombre des permutations discordanles 
de deux permutations deja discoi dantes et, plus gdndralcment, du nombre 
des permutations discordantcs dc deux permutations quclconques 

124 Des permutations figurdes, symdtriques par rapport & une 
diagonale de l’dchiquier. — Nous commencerons par determiner 
le nombre D rt des permutations qui sont symdtriques par rapport 
a la diagonale aa! (Jig 69). Deux cas peuventse presenter, suivant 
que la lour placec dans la premidre colonne est au coin a de la 
diagonale, ou en case quelconque de celte colonne autre que a. 
Dans le premier cas, en supprimant la ligne el la colonne qui con- 
tiennent a, ll reste un echiquierde (n — 1) cases de c6te Dans le 
second cas, & la tour b correspond necessairement la tour sy- 
metrique par rapport & la diagonale En supprimant les lignes et 
les colonnes qui conliennent b et b\ il reste un ensemble de cases 
que l’on peut considdrer coinme celles d’un dchiquier de (n — 2) 
cases de cdtd; mais b peut occuper(/i — 1) places. On a done la re¬ 
lation de recurrence 


(0 


D;i — -4- (n — i)D rt _ s , 
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on, en posant D« = it,,, et en cliangeant n en ( n -+- i), 
( 2 ) = nu ll— \ , 

et, en g6n6ral, 

A f{u) ^ df(u) m 

hu du 


On Irouve, par an calcul direct, les valeurs suivantes 


n 


D 


ft 


o, r, 2 , 3, 4? 7) 8 , 

T, 1, 2 , 4, 10, 26 , 76 , 232, 764 , 


La relation ( 1 ) ne permet pas d’oblemr facilement en fonc- 
tion de n , mais on y parvient de la manure suivante. Lorsquc, dans 
une solution quelconque D ;i , syin^triquc par rapport a la diago- 
nalc aa\ on ^change les colonnes contenant deux positions symd- 
tnques, telles que b et b et qu’on fait la m4me operation pour 
lous les couples de positions symdtriques, on replace toules les 
tours sur la diagonale aa! On voit done que le nombre des solu¬ 
tions, dans lesquelles toutes les lours, a l’exceplion de deux, sonl 


Fig 6() 


a' 



si tu6es sur la diagonale, esl le nombre des combinaisons simples C“, 
on voit cnsuile que le nombre des solutions dans lesquelles toutes 
les Lours, k l’cxceplion de quatre, sont situ^es sui aa!, est 

-i- C ! f! s 

1 2 ’ 


puis on reconnait que le nombre des solutions dans lesquelles 
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toules les tours, k l’exception de six, sont siludes sur la diago¬ 
nal aa\ est 


1 2 3 


CiCJ^G 


et ainsi de suite. On a done 


D„ = , + \ G* -4- -pL G* C*_ s + ^-L- c« C*_ s Cfi-i h- , 


c’est-^-dire 


Du — 1 -+- 


n(n —1) n(n — i)(?i — a)f/i — 3 ) 

—3— +-n- 

n(n — 1) (n — 2) (n - 3 ) (/1 — 4) (— *>) 
2.4 (j 


ou encore, sous forme symbolique exponentielle, 


A®/’ 

D„^!re\paar, avee u lt = -~- 


125 Des permutations flgur6ea qui sont sym6triques par rap¬ 
port aux deux diagonales de l’6chiquier. — Nous observerons 
d’abord que Louie solution symdtrique par rapporl aux deux dia¬ 
gonals est symdlrique par rapport au centre, mversement, toute 
solution symdtrique par rapport au centre et & l’une des diago¬ 
nales l’est aussi par rapport k l’autre diagonale. II suffit done de 
consid^rer 1’dchiquier pair de in cases de c6t£, el, si l’on ddsigne 
par B le nombre des solutions, on a 

Bs/1+1 = 

II existe n^cessairement une tour sur la premiere colonne, si on 
la suppose en un coin, a ou b {fig 70), ll en rdsulte la position 
d’une seconde au coin oppose a! ou b' Mais si l’on suppose la 
tour de la premiere colonne & une case b {fig 71) distincte d’un 
coin, ll en rdsulte la position de Lrois autres Lours en U, c, c'. Done, 
en suppnmant les lignes et les colonnes qui renferment des tours, 
il reste, dans le premier cas, un dchiquier de (2 n — 2) cases de 
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cdte, et, dans le second, un ensemble de cases que I’on pent con- 
siddrer cornme un 6chiquier de (a/i— \) cases de c6t£, mais, 


Fig 70 



dans le second cas, b peul occnper (2/1 — >) positions On a done 
la relation de recurrence 

^2/1 = 2Bs«_S+ (2/1 — 2)t) 2/t _i 



126 Dea permutations figur6es qui sont aym6triques par rap¬ 
port & une diagonals et qui n’ont aucune tour aur cette diago¬ 
nals. — Nous designerons par T„ le nombre des solutions pour 
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l’^chiquier de n cases de cutd; ll est Evident que le probl^me ne 
comporie aucune solution pour n impair, d’autre part, on voit fa- 
cilement, par la consideration de la fig 69, que l’on a 

Tj n = (2/1- 0T 2 „_2, 

par suite, 

T s , t = 1 3.5 {in — 1), 
ct 

t 0 = 1, r 2n+t = o 

Nous avons oblenu prdcedemment (n° 124 ) le nombre D H des 
permulations figures qui sont symdtriqnes par rapport k une dia¬ 
gonal. En appliquant le raisonnement deM NEUDERG-(n° 123 ), an 
cas qui nous occupe, on tronve la formule symbohque 

D« (T -h 0 ", 

rt, par suile (n° 121), 

T" (D — 1 ) H 

127 . Des permutations figureea qui sont sym6triques par 
rapport au centre et qui n’ont aucune tour sur une diagonale. — 
Desiguons par S„ le nombre cherche pour l’^chiquier de n cases, 
on a d’abord, pour l’^chiqmer impair, 

Ssn+1 = °. 

Lorsque le cold in de l’ecliiquier esl pair, on a trois cas a con- 
siderer • 

i° La tour de la premiere colonne, a gauche, est an coin qui ne 
fait pas partie de la diagonale considerde / ; alors, en suppri- 
manl les bords de J’^cliiquier, ll reste un ediiquier de (2 n — 2) 
cases de c 6 t< 5 , on a ainsi S 2/? _ 2 solutions. 

2 0 La tour a de la premiere colonne n’dant pas dans un coin 
peut occuper (2 n — 2) places, s’il exisle, dans la ligne mf^rieure, 
une tour a 1 symdrique de a par rapport k la diagonale la sup¬ 
pression des lignes et des colonnes, conteuant a, a' et les cases 
symdnques par rapport au centre, donne un ensemble de cases 
qui correspond k l’^chiquier de (2 n — 4) cases de c6te; on a ainsi 
{in — 2)S 2n _4 solutions. 

3 ° La tour est en a et la tour de la ligne infdrieure n’esl pas la 
bymdrique de a par rapport k la diagonale; alors on ^change les 
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deux colonnes, comme au n° 123 , ainsi que les colonnes symE- 
triques par rapport au centre, et l’onsupprime les bords de l’Eclii- 
quier, ll reste alors uq Echiquier de {in — a) cases de c6tE ; d’ail- 
leurs a peut occuper (2 n — 1) places On a done 

Sj/j == (in a) -+- (2/1 2) S in-K 

Par la mEthode de M. Neuberg, on trouvera. comme au n° 123 , 
1 ’identilE symbolique 

G 5 " , avec S 0 = i, G u — 1, 

dans laquclleGjH dEsigne le nombredes permutations figurEesqui 
sont symetriques par rapport au cenlre de l’Eclnquier (n° 43 , 
Ex 1 J) Ainsi les symboles G 2 el (S 2 -1— 1) sont Equivalents, cl 
Ton a 

(G-— i )“, 

ou, en se reportant a la valeur de G J/( , 

S,„ = 2"/i' — j 1 " _1 (/i — i; 1 -+- +- {- i)" , 

d’aillcurs, on a encore 

G 2 „ = 2 n P /|1 ci S ! " (2 P --1)« 

128 . Des permutations flgurEes qui sont symEtriques par rap¬ 
port aux deux diagonales de PEchiquier et qui ne contiennent 
aucune tour sur une ou deux diagonales. — Nous dEsigncrons 
respeclivement par U„ et par V rt les nombres des permutations 
qui ne contiennent aucune tour sui une diagonalc, ou sur deu\ 
diagonales, dans l’Ecliiquicr de n cases de c6tEs. On a d’abord 

Gan+l — o, 1 = O V 2 = 0 

En se servant des mElhodes employes prEcEdcmmeni, on ol>- 
txent les formules de rEcurrencc 

Ujh = U a «_a -+- (2/1— 4, 

= (2/1 2)Va /( _ 4, 

d’oii I’on dEduit 

V4•( =2 G. 10 (4 n — 2), 

V4//+S = o 
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Parl’analyse de M.Neoberg, on obtientles ldenlitds symbohques 
B2«ut ? (U I + 

0 ", 

el aussi 

ys// tAj(U s — i)", 

enfin, pai’ comparaison avec les precddentes, 

B 1 ' 2 )« 

ISn i^sumc, les permutations figurines < 5 tant ddsigmics par les notations 
suivanles 

P„ permutations figurdes, 

G ft symdtnques an centre, 

D rt symetriques 4 une diagonale; 

U„ symdtriques au\ deux diagonalcs, 
symdlriqucs par roiation d’un quai t, 

on forme, poui les premieres valeuis dc n, le Tableau 


II 


G„ 

D (1 

K 

r,, 

0 

1 

1 

1 

1 

I 

l 

I 

1 

1 

2 


? 

9 

2 

0 

3 

b 

1 

4 

2 

0 

4 

24 

8 

10 

6 

2 

5 

120 

8 

26 

6 

2 

6 

720 

48 

76 

20 

0 

7 

5 o 4 o 

48 

232 

20 

0 

8 

40320 

384 

764 

76 

12 

9 

3 62880 

384 

2620 

7 G 

12 

10 

36 28800 

384 o 

949 s 

3 l 2 

0 

11 

39916800 

384 o 

35696 

3 l 2 

0 

12 

4790 01600 

46080 

i4oi52 

[384 

120 


On peut facilement determiner le nombre des solutions primordiales, 
cn nc considerant pas comme distmcles les solutions que l’on peut ddduire 
d’une premiere par rotation de 1 ’dchiquier pour un ou deux quarts de tour, 
ou par symetne par rapport a l’une des mddianes, ou il’une des diagonalcs 
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de l’dchiquiei Nous ddsignerons par la leltre grecque conespoudanle le 
nombie dcs solutions pnmordiales de chacun des gioupes pidcddenis 

En exceptant l’dcluquier d’une case, touie solution bisymeh ique soil 
par deux, diagonales, so it par rotation d'un quari de torn, donnc une auii e 
solution; on a done 

= R« = 2p, ( 

Toute solution monosymetrigue, c’esl-d-dirc symeti ique pai lappoiLau 
centre ou pai rapport a une seule diagonale, cn pioduit liois auires, inais 
on doit temr corapte des solutions bisymdluques, on tiouveamsi 

4 "+“ 4 P« = 2 D/j, 4 Yn. = —R/i) 

co qui determine y n , on a ensuitc 

P« == ' 5 , bl«) p« = a E-m = j D/i a 

Si a n ddsigne 1c nombre des permutations pi imordiales qui no prdsentent 
nucun caractdre de symdlrie, on a, puisque cliacunc d’cllcs cn donne hull 


8 a„-t- 4 o„-t- 4 Y/,-h- 4 P«-+-apn= P«, 

et ainsi 

8 cl u = P a -t- B/j — G a — D„ 

Enfln, le nombre total a n des solutions piiruoidiales e^l 
n — a n~ i r Y« “I" P« 

On forme ainsi, pour les preraidies valeurs de n le Tableau smvant 


n 


s„ 

n 

K 

P» 


H 

0 

0 

0 

■ 

0 

l 

B 

0 

1 

0 

Bi 

0 

9 

H 

I 

2 

0 

Bi 

[ 

7 

H 

9 

10 

0 

■1 

r 

93 

13 

70 

28 

7 

10 

0 

ii5 


571 

ro6 

7 

10 

0 

69 \ 

8 

4820 

344 

74 

38 

6 

5282 

9 

44676 

1272 

74 

38 

6 

460GG 

10 

4 50824 

4592 

882 

i5G 

0 

4 56454 

IT 

49 80274 

17692 

882 

156 

0 

4999004 

12 

5g8 34748 

69384 

11144 

692 

60 

599 16028 


II nous reste k donner les valeurs numdriques des solutions qui corrcs- 
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pondent aux piemi£ies valeurs de /i pour les permutations restreintcs, 
c’est-i-dire des permutations figures qui n’ont aucune tour sur 1’une des 
diagonales, ou sur les deux. Nous laissons au lecteur le som de d£tei minei 
les nombres des solutions primordiales coirespondantes 

Q n permutations figures simplcment restremtes, 

symdlriques au centre ct restieintes par une diagonalc , 

T rt symdtnques et resti cintes par une diagonalc, 

U« sym4tnques aux. deux diagonales ct lestreintes pai 1’iine d’elles, 

V, t symiStiiqucs cl restreintcs poui les deux, diagonales 


n 

Q. 

S n 

T, 

u„ 

v„ 

0 

1 

1 

i 

1 

1 

r 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

r 

1 

1 

1 

0 

3 

2 

0 

0 

0 

0 

4 

9 

5 

3 

3 

> 

5 

44 

0 

0 

0 

0 

G 

26 5 

2f) 

15 

7 

0 

7 

i 854 

0 

0 

0 

0 

8 

i 4833 

233 

ro 5 

25 

12 

9 

1 3349G 

0 

0 

0 

0 

10 

i 3 34961 

23 ? (j 

9 i 5 

81 

0 

11 

ijG 84570 

0 

0 

0 

0 

12 

17G2 14841 

2 79 i 9 

to 3 g 5 

33 1 

120 


Example I — D6terminci le nombre des permutations figurdes, sym6- 
triqucs par rapport a une diagonalc de l’dcluquicr, et n’ayant aucune toui 
sui I’autrc diagonale 

Exemple IT — On consid£rc la suite 

i, i ) 8, 5o, 4 18 j , 

dans laquellc u 0 = u, = r, ct 

u„ = (in — rj u n - t — (n — i) u n - t , 
ddmontrer que l’on a 

2 rt u H = i+r Gj + i 5. C * + 1 . 5.9 C “l - ■ 

(SrLVESTER) 
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CHAPITRE XIV. 


SOMMATION DES PUISSANCES NUMfSRIQUES 


Nous exposerons dans ce ChapiLre les pnncipaux rdsultals sui’ 
]e Calc id des sommes, que l’on appelle lmproprement Calcul in- 
ve/se des differences Ce calcul a pour but de determiner la 
somme des valeurs num^riques que pread un polyndme donnd, 
lorsque l’on y remplace la variable par des nombres en progression 
arithmetique En particulicr, ce calcul donae la sommc des 
puissances semblables des tennes d’une progression arithmdLique, 
plus particuli£remenl, ll donne la somme des puissances sem- 
blables des nombies entiers 

La somme des carres des premieis nombres entiers elail connue 
d’AacHiMEDE, qui en a fait [’application & la determination du vo¬ 
lume de la pyramide el de l’aire du segment, dans la parabolc cl 
dans laspirale On la trouveaussi dans les ouvrages des geomelres 
de l’lnde, el dans le Liber Quad/ atoruni de Fibonacci. Les g<$o- 
infetres indiens ont encore donn6 la sonnne des cubes des n pie- 
miers nombres, au moyen d’une m^thodc fort origin ale que nous 
avons d 6 velopp< 5 e 

Le second proc6d6de somuialion est celui de Fermat, ll cst ge¬ 
neral Pour trouverla somme des valeurs numiSnques que prend 11 n 
polyndme f(x) lorsque l’on remplace la variable x par des entiers 
cons^cutifs, Fermat diiveloppe le polyn6me f(x) suivant une 
somme algebnque de factonelles dont les facteurs repr^senlent 
des suites d’entiers cons^culifs (n° 102), telles que 

X, + x(x r)(x ■+■ 2), x( X -r- i)(x 2)(x -+- 3 ), 

ce proc< 5 d<$ est le plus simple el le plus lapide, puisqu’il ne sup¬ 
pose que la throne de la division algdbrique. En apphquant i ce 
proc< 5 d 6 la formule d’mterpolation de Newton (n° 108 ), on obtient 
facilement le d^veloppement de f{x) en somme de factonelles 
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cons^culives, et ainsi, an moyen des formules du n° 37, on peut 
calciiler rapideruent 

2 f(x), ZS/(®), 222 f(x), 

pour des valeurs entires et consdcutives de sc, en progression 
arithmdtique. Nous d^veloppons plus loin, au n° 137 , la thdorie 
gdn^rale de ce proeddd. 

Le Lroisi^me proeddi* a dtd exposd par Pascal, dans son Ttaitd 
de la Sanimation des puissances nunidi iques II consiste h cal- 
culer successivement, par recurrence, les sommes des puissances 
semblables des termes d’une progression arithmdtique au moyen 
de toutes les sommes des puissances dont les exposants sont plus 
petits. G’est le proedde qui est habituellement emplovd dans tous 
les cours de Mathdmatiques; cependant, bien que nous l’ayons 
beaucoup perfection^, ll est notablement infdrieur au procede 
de Fermat, et a celui de Jacques Bernoulli, dont nous allons 
dire quelques mots. 

La somme des puissances semblables, d’exposant n, des sc pre¬ 
miers termes d’une progression arilhmdtique est un polyn6me de 
degid (ft-l-i), en sc, ainsi qu’on le d^duit lmmddiatemenl des 
deux proedd^s que nous venons d’indiquer 5 mais, si l’on met en 
evidence, dans le d< 5 velopperaent de ce polyn6me, les coeffi¬ 
cients de la puissance correspondanle du bin6me, on parvient a 
la connaissancc d’une suite unique de nombres, que l’on appelle 
nonib/es de Bernoulli, qui se reproduisent pour tous les expo- 
sants. Ce fait remarquable permet alors d’dtablir des formules 
gdn^rales pour les sommalions des puissances numdriques. 

EnGn nous rappellerons le proeddd indiqud par Abel, qm donne 
lieu k des formules intdressantes, mais e’est un proeddd d^tournd 
que nous avons expliqu6 au n° 114 (Ex 1 ). 

129 Sommation des carr6s et des cubes — Nous ddsignerons 
par S ( , Sj, Sj,... les sommes des n premiers nombres entiers, de 
leurs carrds, de leurs cubes, . ». Pour obtenir la somme des carrds, 
on part de l’identil6 

( 1 ) n s = (n — \ )n-+- n, 

si 1 ’on y remplace successivement n pai 1, 2, 3 , , n, el si l’on 

E L. - I. i 5 
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fail la soimne des dgaliL^s obtenues, il vieoL [jar la formule de 

sommalion des factonelles ( n° 37) 

S s = — i) -i- 1 )-1 -^h- i)> 

en simplifianl, on trouve la formule ddjk obtenue (n° 39) 

i)(2fl -+- r) 

Pour avoir la somme des cubes, multiplions le premier membrc 
el le dernier terme de 1’identild (i) par n, et le premier lermc du 
second membre par(/i+ i i — i, nfin d’introduire des facLonclles, 
il en r^sulte i’identit^ 


(2) n*= {n — \)n{ n -+- i) +- n , 

si l’on y remplacc successivement n par i, 2, 3 , , //, el si I’on 

fait la somme des dgalilSs obtenues, il vient 


S# = £ (n — i)(/i+i|+ -t-i), 

en remplaqanl n(n -+- i) par 2S H , et (n — i)(/* + a) par (aS, —?), 

S 3 = (S 1 )s 


Eremplc I — On portage la suite des nombres impairs cn gioupcs con- 
tenant respcclivement i, 2, 3 , . ,p termes, liouvcr lu soramc des/j tei mc9 
du groupe de rang/j. 

Le gioupc de rangiest une progression antlimctique de raison 2, con- 
Lenantjo termes et dont le premier a pour expression 


I4 .LP=Jlr .. 2 


OU p 2 -p-\~l, 


lu somme des termes de ce groupe est done dgale 4 p 3 Cette propiidle a 
£16 indiqude par NicoMAQUE, de Gdrase (100 ans environ apids J -C ) Par 
suite, la somme des 11 premiers cubes vaut la somme des Si pienucrs 
nombres impairs, no mb re cgal a cclui des teimes des p prcmicis groupes, 
ainsi, encore, on ddmontre que S3 = (Sj) 2 

Excmplc II — On partage la progression aritlimcliquc comnicnfani 
pai 1 ct de raison ( q —2) en gioupes contcnant lespectivement 1, 2, 3, 
.f, , p teimes, trouver la somme des termes du groupe dc rangjo et la 

somme des termes des n picmiers groupes. 

On trouve, pour le groupe de rang p. 


par consequent, 31 Ton fait la somme de tous les termes rcnfermds dans 
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l(‘s> n premiers groupes (leur nombrc est egal au polygonal de q cfitds 
dontle rang est le ra lLm0 triangulaire S^, on obtient le caire de ce trian- 
gulane S|. augment^ du tnangulo-tnangulaire de rang (n — i) multiplie 
par Z(q — 4 ) En d’autres termes, 

I - /a( 7 i + i) ~J 2 | 3 - An — i) n(n + i)(n -1-3' 

L 3 J W 1 2 3.4 


Le thdor£me precedent est une interpretation d’un passage obscur de 
Fermat, qui se tiouve 4 la suite de la proposition 27 , livre If, de l’Appen- 
d ice de Bachet aux nombres polygonaux (voir notre Memoire Sui an 
th&orhme de VArithm&tique mdienne , pubhe dans le Bullettmo di Bi- 
bliograjia, t IX, Rome, 187G) 

Exenlple III —Onpaitage la progression arithmetiquecommengantpar 1 
et de raison 4> qui produit les nombres hexagonaux, en groupes contenant 
icspectivement r, 3 , 5 , 7, termeB, tiouver la somme des termes du 
groupc de rang p. 

Ge groupc est une progression anthmetique de raison 4» contenant 
(2/1 — 1) termes, dont le premier est 

i-M(/> — 1) 2 , 

par consequent, la somme des termes de ce groupe est 

[H- 4 (/l — l) a -l-2(2jD — a)](i/i — 1), ou (3/)—i) a 


On en deduit que la somme des ti premiers cubes impairs est &gale au 
nombie hexagonal de lang n % , c’est- 4 -dire 4 n 3 (zn 2 — 1 ) 

Exemple IV — On partage la suite des nombres entiers en groupes 
contenant respcctivement 1, 2, 3 , 4 > teimes, demontrer que la somme 
des termes renfermes dans les n premiers groupes de rang impair est 
egale 4 re* 

Exemple V — Pour quelle valeur de x la somme des canes des (71 + 1) 
cntieis consecutifs, dont le dernier est a? a , vaut-elle la somme des carres 
des n entiers suivants, quelle est cette somme? 

On doit poser 


c’est-a-dire 


d’ou J’on lire 


(x — /i) 2 -i-(a?— 7i4-i) 2 + 
= (x 4- I ) 2 (X + 2) 2 4- 


4 (a — i) 2 4- x 2 
- h(x - T - n ) 3 , 


p = n p = n 

21 ^ — i°) s ]=21^®’ 

p=\ p =1 


x = in(;i + 1), 


la somme de ces carres est 


([2 71 2 4“ 12/1 -+- l)Sj 
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130. Sommation desbicarr6s. — Reprenons 1’identile 

/i® = (/i — i) n (n -+■ i) ■+■ ti , 

multiplioDS par n le premier membreetle dernier terme da second 
membre, etpar(/t + 2 )— 2 le premier terme du second membre, 
afm d’oblemr des factorielles ; ll vient 

n'> = (n — i)n(/t -+- i)(n -t- 2)—2(ft — \ )n(n -r- i) 4 - /i* 

Remplagons successivement n par 1, 2 , 3 , , n, el ajoulons 

les dgaluis obtenues; nous avons 

S 4 =£(/i — i)th/i-m)(/H-2)(#h- 3 ) —-5(/i — 1)71(71 + i)(/z 4- 2)4- S*, 

remplagons n(n -+■ 1) par aS,, et ( n — i)(/i + 2) par (zSi — 2), il 
vienl tout de suite 

5 S* = (4 a -+- 2) (Si) s — S s , 
et encore, en remplagant (4 n -+- 2 )S ( par 6S 2 , 

5 S<, = S s ( 6 Si— 1j 

La premiere des deux formules pidcddentes a dtd donnde par Fermat 
dans sa lettrc & Roderval du 4 novembie iG 36 « Si vous multipliez le 
quadiuple du plus grand nombre augmentd de 2 par lc caird du tnangle 
de ce nombre, etsi du produit vous retranckez la somme de leurs cm res, 
vous obtiendi.cz la somme quintuple de leuis quatndmes puissances 11 
sernble que Baciiet, dans son Traitd des Multangulis, n’a pas voulu t 4 tei 
ces questions, aprcs avoLr fait ccllc des carrds et des cubes Je serais bicn 
aise que vous vous cxerciez pour trouver la mdlhodc gdndiale, poui von 
si nous nous rencontrei ons » 

Avant Fermat, la somme des n pLemiers bicairds a dtd donnce par le 
mddecin Djamchid den Mas’oud, qui pnt pait 4 la rddaclion des Tables us- 
tronomiques d’OuLouc-BEG. On lit dans un manusent conservd au Bntish 
Museum, dald de i 58 q (997 de l’hdgire), un passage qui a dtd tiaduii 
dinsi « Si nous desirons connaltre la somme des bicauds, nous lctran- 
chons 1 de la somme des premiers nombres et nous prenons constammcnt 
le cinquieme du reste, nous l’ajoutons a la somme desdits nombres et nous 
inultiplionscequi en provient par la somme des carrds des mdmes nombres » 
On a done 

s 4 =(^ T -i + S,) S s , 

formule dquivalente 4 celle du texte, et prdfdrable dans l’apphcation 4 
cclle de Fermat, puisqu’elle donne le quotient de pnr S a 
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Gependant, c’est i Fermat quc I’on doit le principe de la mdthode g£- 
ndrale pour trouver les sommes des puissances semblables desnombres en- 
lieis II dit encore, dans la letlre que nous venons de rappeler all faut, 
itant donni un nombre, in progressione natural], trouver la somme 
non seulement de tous les can is et cubes, ce que les auteurs qui ont 
icnt ont dija fait, mats encore la somme des carri-carris, des carri- 
cubes, etc , ce que personne que je sache n’a encore trouvi, et pour- 
tant cette connaissance est belle et de gi and usage, et n’est pas des plus 
aisees, fen suis venu a bout avec beaucoup de peine » 

Exemple I — La somme alternde des carres des are premiers nombres 
impairs csl dgale 4 — 8 re s 

Exemple If — On partage la suite des nombies impairs en groupes 
tels que le re kmo gioupe ait (i 4 - 2 4-3 4 -. -I-re) terrnes, la somme des 

lermes dc ce gioupe est dgale au produit 

(14-24-3+ -+- re)(i 2 4- 2 2 4-3 2 4- 4- re 3 ) 

Exemple III — On partage la suite des nombres impairs en groupes 
tels que le re 1 ** 1110 groupe ait an terines, la somme des terrnes de ce groupe 
est a 2 re 3 

Exemple IV — La somme des re 2 nonvbics entiers, qui suivent les re 
premiers, esl double de la somme des re picmiers cubes 

Exemple V — On partage la suite naturclle des nombres en groupes 
tels que le re km0 ait p ’ 1 terrnes, la somme des lermes de ce groupe est 

p n (p n — i )(p 4- i) 

Exemple VI — Si I’on fait de mfime, pour la suite des nombres im¬ 
pairs, le groupe dc rang re a pour somme 


^j/h-1 (pn-\- pH— I — -i.) 

P —' 

Exemple VII — On partage la suite des nombres impairs en groupes 
consGcutifs comprenant cliacun un m&me nombre p de terrnes Quels sont 
les groupes dont la somme est un carr£? 

Ceux dont le rang est la somme de deux, carres consdcutifs 

Exemple VIII — Si I’on partage la suite des cubes en groupes consd- 
culifs tels que le re k ' mB renferme re lermes, la somme des terrnes du re 1<!,,1B 
gioupe est 

J re 3 (re J 4- i)(re a 4- 3 ) 
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a 3 o 

Exemple IX. — La sommc des cubes pairs de rang impair, augments 
de I’unite, est dgalc k un carre. 

Exemple X — Si l’on partage la suite des cubes impairs en groupes 
consdcutifs tels quc le ra 1,lmo renferme re termes, la somme des termes 
dc ce gLoupe est ft 7 4-n B — n s . 

Exemple XI — La difference entre le cube de la somme et la sommc 
des cubes des n premiers nombies impairs est un carre 
Les enoncds des neuf exercices qui precedent sont dus a M de Rocquicni 
(Mathe&is , t. V). 

Exemple XII — On considdre les deux suites des n piemiers nombrcs 
cnticrs 

i, 2, 3 , (/i —a), (ft—i), re, 

ft, (ft i), (ft a), , 3 , a, i, 

on multiplie chaquo terme dc la premiere par le terme place au-dessous 
[jn sommc des produits obtenus est dgale au re lL ' m0 nombrc pyramidal 

l-’ig 72. 

o o o o 0 

00 00 00 00 

000 000 000 

0000 0000 

0 0 0 o o 

Composition de la pile tnangulairc 

Cette propridte rdsulte immediatement de la Jig 72, cn faisant la 
somme des unites par lignes (voir Ex IV, n° 80 ) 

Exemple XIII — Mdmc question, pour les deux suites 

J, 2, 3 , (ft —2), (ft —1), /i, 

(2ft—1), (aft — 3 ), (2 ft— 5 ), , 5 , 3 , 1 

On trouve la somme des carres des n premiers nombres, comrnc cela resultc 
de la Jig. 73 

r, s . ,3 

000 0 0 

000 000 000 000 

00000 00000 00000 

0000000 0000000 

000000000 
Composition de la pile & base carree. 
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Exemple XIV — Si l’on fait la somme des boulets contenus dans les re 
premieres piles tuangulaires, en groupant les tranches de mdme rang, a 
partir du haut, on trouve (n° 38 ) 


1 n^ + i) + a(fl-i)n 


-t-(n — i) 2 3-1-/112 


re (re-1 -i)( re-t- 2) (re -+- 
12 


Exemple XT' — En opdrant de mdme sur les piles & base carrde, on a 
(n° 38 ) 


1 /i s -i-2 (re — 1-1- 3 .(re — 2 ) 5 -1 -1- (/i — 1)2 2 -H re x* = 


re (re -1- iVfn-l- •>) 


Exemple XVI — On considdre les deux suites 


1 2 , 




. , (.re — i) s , re ! , 


/i*, (re —1) 2 , 


2 s , 


i 2 , 


on multiplie chaque terme de la premidre par le terme placd au-dessous, 
la somme des produils obtenus eBt 

j^Cre-i-i)[(re-i-i) 1 — 1] 

Exemple XVII — Mdme question, en remplaganl les re premiers nom- 
bies entiers paries re premiers nombres impairs 

On trouve 

I ^re(8re 4 Hh7) 

Exemple XVIII — Dans un jeu de dominos jusqu’au double re, on rem- 
place le domino (a, b) par aP-\-bP , trouvei la somme des points obtenus 
aprds cette transformation 9 

Gonsiddrons les arrangements complets des nombres 0, i, 2, . , re, pris 

deux & deux, rangds comme dans la table de Pythagore, remplafons chaqu e 
nombre a par aP , en faisant la somme, par lignes ou par colonnes, on 
trouve (2/1-1-2) fois la somme Sp des puissances d’exposant p des re pre¬ 
miers nombres, ajoutons deux fois la somme Sp pour les doubles Les 
dominos ayant dtd cornptds deux fois, la somme chercbde est dgalc a 
(, H -+- 2) Sp 

Mdmes questions, en remplapant le domino (a, b) par (a^-b)P, ou 
encoie par ( ab)P 

Exemple XIX — La somme des re premiers tnangulaires de rang pan 
a pour expression 

e re(ra -+- 1 )( 4 ^ + 5 ) 

131 M6thode indienne — Considdrons la Table de multiph- 
cation continude jusqu’au produit de n par n\ la somme des 
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termes de la premiere ligne horizontal est dgale h la somme 

„ 27 C -t- I ) 

5l = —— 

des n premiers nombres; la somme des termes de la seconds ligne 
est dvidemmenL dgale au doable de la pr^c^dente, on a 2 S|; en 
general, la somme des termes de la ligne horizon tale de rang p est 
egale kp S, ; par suite, la somme de tous les termes de la Table de 
multiplication est dgale i 

(1 + 2 -i- 3 -+- + 71 ) S, ou (Sj )■* 

Mais on pent encore faire d’une autre maniere la somme de 
Lous les termes de la table (.Venous, en elTet, le groupc formtS par 
les p premiers termes de la Table qm se trouvent dans la ligne 


Fig 74 


1 

2 

3 


5 

2 

4- 

6 

8 

10 

3 

6 

9 

12 

15 

* 

8 

12 

16 

20 

5 

10 

15 

20 

25 


horizontale de rang p , et les (p — 1) premiers qui sc Iron vent dans 
lacolonnede rangy?. On obtienL ais^ment pour la somme des termes 
de ce groupe {fig. ^4) 1 

2 /? (1 -1- 2 + 3+ +y?) — p *j 

ou, plus simpiemenl, 

jo*(y?+ i') —/3 s , ou p* 

Par consequent, en donnant kp les valeurs successives 1,2, . ,/i, 
on en d£duit que la somme des n premiers cubes est dgale a la 
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me de tous les termes de la Table de multiplication jusqu ’4 
/i, et, par consequent, est egale au carrd de la somme S, des 
emiers nombres entiers (’) 

l’on applique le rapine proedde de somraation au Tableau 
id par les carrds des termes de la Table de multiplication, on 
ve, d’une part, que la somme de tous les termes du Tableau 
3 le carre de la somme S a des carres des n premiers entiers ; 
tre part, d’apr&s la seconde manure, la somme des termes du 
pe de rang p est 

2jO s ( l 3 + 2 a -+- 3 s -+- . +/>*)—/>*, 

ien 

~(p + l)( 2 7 J +l) . 

p »--j—^- p k ou ~ 3 • 

me, en faisant la somme de tous les groupes, on obtient la 
ulc 

2S|j-t- S3 = 3 (S s ) 2 


1 appliquant le meme proc6dd au Tableau formd par les cubes 
Table de multiplication, on obtient la formule 

S7-4- Sb = 2 (Si)’ 

tte derm6re fomiule a et^ donnde pai Jacodi ( 2 ) 

2 . Extension de la mSthode de Pascal. — Considi^rons une 
ion entire A f(x), £gale A I’accroissement d’une autre fonc- 
;nti£re /(#), pour un accroissement de x dgal 4 i, en d’autres 
3s, supposons 

/(or -+- 1) — /(a?) = a 0 rP-\- a t xv~ x -+- a g rr- 2 + -4- a p x°, 


HetLe demonstration se trouve, sous unc forme di(T6iente, dans lc Fa/Jirl, 
d’Algebre d'ALXAnKHt, compose vers l’an 1000 Les nombres tcls que 4x5 
^presentis par des rectangles dont les c6tes sont egaux A quatre el cinq fois 

nos dilierents arLicles « Sur la somme des cubes des nombres enliers » 
<elles Annales de Matheniatigu.es, 2 0 sene, t IX, p /jg, — t X, p 79 et 
870) —L’Antbmetique en Batons ( Nature, 1887) 

Briefwechsel zwischen Gauss und Scuumaqueh, l V, p 299 (Altona, 
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remplagons successivement x par 1, 2, 3 , , (x — 1), et faisons 

la somme des £galil^s obtenues 

/(a) — /( 1 ) == a 0 . j p ai i^- 1 ^ - 1 -a p i°, 

/( 3 ) —/(2) =cr Q 2.P+ ax.iP- l -\- ■+■ a p 2°, 

/( 4 ) -/( 3 ) =a 0 . 3 P+a, 3 />-'Hh . Hh a p 3 °, 

■ J 

/(a)— J(t — 1 )= a 0 (x — i)>' 4 - -t-a p (a — if 


En ddsignantpar la somme . 


il vien 


S p = i^H- 2^-f- 3 /J+ —(a —1)/', 


/(t) —/"( 1 ) = ciq S p -|- ax Sy,_] 4- -Ha p So 


Sous Ja forme symbolique, on a Yidentite fon dame Male 

(0 /(^l -/(0 ^/( s 0 -/(S; 

Supposons, plus particuliferement, f{x) dgal a l’une des trois 
expressions 

(t — i)/', xp, (ax — 1)^, 

nous obtenons les trois formules symboliques 

(2) S/» —(S — —1)/», 

( 3 ) (S-t-i)^— Sp<^xp —1, 

({) (2S + i)/'-(aS— i)p^(ax --1)* 3 — 1 (») 

Ges formules permettent de calcnler successivement S,, Sj, 
S„ Sj,_i , par recurrence. La dermfire des trois formules pr6- 
cddcnlcs permet de calculer les sommes S pour des indices qui 
croissent de deux en deux. Dans le m£me but, on peuL encore 
employer les deux formules suivantes obtenues par addition, el 
par soustraction, des formules (2) et ( 3 ) 

( 5 ) (S-t-i)/ J — (S — xP-t-( v — i)p— 1, 

((j) (S + i)^-t-(S — i)p — 2 S PtJ&xP — (x — i)p — 1 


( 1 ) Celte formulc a dtd obtcnuc, sans le calcul symbolique, parM. Gildert, au 
moyen dc l’Analyae mfinitdsimale (Nouvelles Annalcs de Mathdmatigues, 
a* sdric, t VIII, p 437, 1869) 
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rifin, si L’on remplace f(x) par 

x(x -+- r) (a? -+- 2 i (x-\-p — i), 

( t — i) x(x -+- ij (x-+-p — 2), 

i la formule fondamentale (i), on a encore les formules sym- 
ques de recurrence 

jo(S-H i)(S-1-2) (S+/? — r)<^? x(x-b- 1) — r) — p' 

joSfS + i) (S -hp — 2) (x —1)37(3-4-1) (a? 4 - /? — 2) 

33 . Propri6t6s des polyndmes Sy,. — On voit d’abord, au 
en de l’une quelconque des formules pr^c^dentes, que S^_ ( 
in polyn6me en x de degrd /?, et que Je coefficient de xp est 

e resultat a 6t6 indiqud par Pascal dans son Traitd sur la 

imation des puissances numei iques. Ges formules montrent 
ire que le produit est un polynAme & coefficients 

ers Mais on obtient, en m£me temps, plusieurs autres pro- 
tds importantes des polyntimes S^, au moyen des formules 
1. Radicke, quel’on dedmt immediatcment de notre identltd 
lamentale ( 1 ) En effet, si l’on fait dans cette formule 


/(a?) = (a? — \ )i , x ( i, 


enl, en supposant p elcj entiers etpositifs, 

Sp(S 4 - 1)1— S?(S — i)i J ^(x — i)/^? 

ar I’^change de p et de q , on obtient une seconde formule, 
1 , par addition et par souslracLion, 

( s p s + ') f/ -K s — 0 g _ g 7 (S-Hi)e+(S — i)p 
2 1 

tJy(x l)PxV — (37 — l)<7 37P 

Sp fS + i)g— (S — 13 ? + (S + iV'- f S - 1V 1 
2 2 

uu (37 — l)l , x'l -h(x — 1)1 x!> 


) Radioes, Die Recursions for mein fur die Bet echnung der BernoulliscJien 
Euleischen Zahlen Halle, 1880. 
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Pour q =/?, et pour q = ( p + i), la fornuile (2) donne 


(3) GpSjp_i 4 - Cp S S p_ a+ Cj| S a p_3 4 - , = ^ xp ( x — j)^, 

(4) j 

= jxP(x — i)p(zx —1), 


en particuher, pour p — 1 et pour p = 2 , on retrouve tout de suite 
les valeurs de S|, S 2 , S 3 , S 4 . 

Si l’on pose 


y — 2S] — x{x i), Sjp_ 1 — S3 Q S p_i, Sj p — S 2 Qap, 

les deux, forniules pr^cddeotes deviennent 


(5) 

( 6 ) 


Cp Q.ip -1 ■+■ C/i Q2/>—3 —Cp Qs/J—fi + Cp Qsp-7 H- = 2J v l> 2 1 


Q-v 


2p — I 


Gp Q2p—S' 


op — 3 


C*, Q 2 / 1 —\ -I- - 3 yi' 1 , 


pai suite, S Jj: , +( est le produit de S 3 par im polynumc de degre 
(p — ■) en.7, et S ip est le produit de S 2 par un polynome en y dc 
degrd (p — 1 ) 

Exemple I — Calculer successivenient, pai la fonnuie ( 5 ), lc« valours 
de Q pour les indices impairs de 3 £t i 5 
On liouve 

Qb = I) 

Q® =\y ~b 
Qt =\y*~iy + f 
Q« = A i y 3 ~ly i -h ■ y - 3 , 

Qn = 5r 4 -fjK 3 -Hiir 2 - ^ y + b 

Q 13 = 7 s r B -^ 4 +;-|7 J -Vr^ 2 + J i^^ -lib 

Qib = \y*-%y § +* i 'j+— ^ 7 3 + ^ y- - 7°y h- 35 . 

Exemple TI — Calculer successivement, par la formulc (G), les valeurs 
de Q pour les indices pairs dc2 a 12 
On trouve 

3Q* =3, 

5 Qi =3 y — i, 

7 Qo = 3j a — 37 4 - i, 

9 Q b =37*- 67*^317 

' i Qio= 37 4 —107 s -t- 12— i5j^4_5 j 
i 3 Qu= 37 s — i5y 4 4- 417 s — ±i 3 .7*4- 2Q7k Y _njn 
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Exemple III — Calculer Ics quotients de Q 0 et de Q, 0 par (y — i) 
On trouve Jes ldcntitds 

5Q„ = (y — \)(iy* — 3 y -4- 3), 
i1 Qio = (7 — O { 5 y 3 — 77 *-+- toy — 5 ) 

Exemple IV — Lcs polynumes 3 Q 2/ ,-m ct 2(2/1-H i)Q S/J sonl du degni 
(p — [), leurs coefficients sont alteinativemcnt posilifs et ndgatifs Calcu- 
lei Ics coefficients dc ces polyndmes ct ddmontrei que les rapports des 
coefficients coirespondants des deux. polynflmes sont iespccli\eraent 

111 11 

- ) - ) -3 3 m 3 — ' 

p ■+■ 1 p p — i 3 2 

134 . D6veloppement des polyndmes S,, — Nous venous devoir 
que la somme S p _i des puissances d’exposant (p — 1) des (x — 1) 
premiers nombres est un polyn6me en x de degrd p , dans lequeJ 

le coefficient de x p est de plus, le polynflme ne contient pas de 
P 

terme constant. En metlant en Evidence les coefficients dubinome, 
on peut done poser 

/?S yJ _,= Bo^-i- CJ'BsXV-*-*- -t- G 
ou, sous la forme symbolique, 

pSp-i^ix -H B)/'— B» 

Pour determiner les coefficients B, nous observerous que, si 
l’on remplace x par (#4-1), le premier membre augmente de 
pxP ~ h , on a done, pour toute valeur entiere de x, l’Ldentitd 

(j) (an-n-B)P — (x-+- By&pxP-i 

Par suite, en dgalant les coefficients des diverses puissances 
de x, on a 

I (B -f- 1) 1 — B 1 1, 

I ( B -+- t ) 2 — B°- ^ o, 

(2) | (B + j) 3 — B 3 o, 

\ (B + i)i J — Bi^ 0. 

Ces p Equations determment successivement les coefficients 


Bo, Bi, B s , 


■ • 3 B/P—13 
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pour le ddveloppement de S^_i Mais oa doit cons Later ce fait 
i emarquable, que si l’on passe de la somme 4 la sorame Sj,, 
poui L’exposanl suivant, il suffit d’ajouter, aux Equations (2), une 
nouvelle Equation 

(" B —i— 1 )p +1 — BP + 1 0, 

tout en conservant les prdcddenles; on n’a qu’un seul nouveau 
coefficient B p a calculer. On a done le thdordme suivant ( 1 ) 

Si l'on disigne pat B 0 , B 1} B 2 , .. une suite de nombres 
determines successive me nt par des equations de la forme 

( 3 ; (B l)" — B«^o, 

avec les conditions mil tales B 0 = i, B ( = —3, et pour n^> 1, 
on a Videntitd 

( 4 ) joSp—! ti? (ce + B)/>— Bp. 

Les coefficients B ont dtd appelds par Euler les Nombres de 
Bernoulli; pour la sorame des puissances des x premiers nom¬ 
bres, on remplace B, = — par B',=H-^ D’ailleurs, puisque 
S 2 ^_i est divisible par S 3 et, par consdquent, par x a , les nombies 
de Bernoulli d'indice impair sont nuls , d Vexception de 

Bi = =Fi- 

De la formule ( 4 ), on Lire 


~ 3 x -P S p-i+ b p. 

cetle formule permet de ddterrainer S^, par voie d’mtdgration, en 
calculant ebaque fois la constante B p par I’une ou 1’autre des con¬ 
ditions S p = 1 pour x= 2, et S p = 0 pour x = 1 


C) Ce Lhdor^me a dtd donnd sous unc forme diffdrente par Jacques Bernoulli 
( Ars conjectandi, 1713), la formule ( 4 ) a dtd indiqude par Moivue dans ses 
Miscellanea analytica, mats aussi sous une forme diddrcnte Nous devons fa ire 
observer que, pour la simplification des formulas de cettc thdonc, jqous avons da 
inodiGer les diverses notations, employees jusqu’ici, des nombres de Bernoulli 
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On irouve amsi, pour les premieres valeurs de 

51 = % xi j 

5 2 = \ x * =F l ■+■ J x , 

S a = { zp i a? 3 -4- l a? 2 , 

S* = \ I ** ■+■ £ 

5 5 = i a'+la?' -P a?* — ^ a? s , 

5 6 = ‘ a? 7 zp I a?<» ■+■ 1 a?» — 1 a? 3 -p jLap 

5 7 = i a?® zp la ? 7 -P ^a ; 9 — ^a?*-P a?*, 

5 8 = 1 *» zp I a?s -P 1 a? 7 — T^-t- f a? s — ^ 

Sg = l^p la? 0 + |a?i — -iVa?6-+- 1 a?^—^a? 2 , 

S 10 = - i 1 ra? 11 zpla? 10 + A a? 9 — a? 7 -p a? c — J a? 3 -h 5 5 J a?, 

S t1 = -Ijay^zplayH-p U a? 19 — 11 a? 3 -p JIa? c — -LI a? 4 -+- t B 2 -a? 2 

Le signe — se rapporte h la somme deb puissances des (x — i) 
premiers entiers et le signe -+- .i celle des puissances des x pre¬ 
miers 

Mais, pour de plus grandes valeurs de p, il est prdfdrable de 
ddvelopper la formule (4) en meltant en dvidence les coefficients 
du bm6me et les nombres bernoulliens, qui ont dtd calculds par 
M. Adams jusqu ’4 B 12 ^ Quant aux nombres B, leur calcul le plus 
rapide se fait au moyen des formules donndes dans le numdro 
SLiivant, ou encore par 1 ’emploi du beau thdordme de Clausen el 
de Staudt, qui sera dnoncd et ddnionlrd au Livre Ilf 

135 Nombres de Bernoulli — On a, pour les premiers nombres. 


les valeurs 



b 2 =+£» 

B*. —-— 3 

3o 

B° =-p — 3 

42 

-T-s 

i 

ii 

00 

l-l-l 

5 

B io = -p-, 

13 B9I 

12 n 7 3o ’ 

Bl4 — H“ £ > 

R ™'7 

I, 13 867 

B, *- + 7d8 ’ 

n '746 m 

Ba0 33o ’ 

854513 ■ 

Bas “ + 138 5 

D a36364ogi 

■t»S4 = , J 

2730 

n 8553 to3 

t>20 — ~P g > 

D 2374946102q 

Bs8 “ 870 ’ 

86i5841276005 
B><=+ i43u 
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Ces nombres jouent un tres grand r 61 e dans 1 ’Analyse malhema- 
tique; nous allons donner quelques autres formules importantes 
Designons par f{x) un polyn6me entier quelconque 

f(x) = a 0 xP-h aixP~ l 4- -t -a p x°, 

el reprenons l'ldentite symbobque 

(a? -4- n- B) n — (t 4- B)« nx n ~ 1 , 

si nous y remplacons successivement n par/?, (/? — 1), , 3 , 2, 1, 

et si nous ajoulons les egalites oblenues, apr£s avoir multiple 
respeclivement par a Q , ci ,, , a p _ 1, il vient 

(1) f(x h- B -+-1) — fix -+- B)<^?/'(a?) 

C’esl Videntite symbolique fondcimcntale pour le calcul des 
nombres bernoulliens. Si Ton suppose successivement que jf(x) 
represente 

(2 X—i)P, (x — l)2- ..(2-hjD — |), 

on Lrouve, en faisant ensuile x = 0, les formules de recurrence 

(2B -+■ l)l>— (2B — l)l > '£* ‘ipi— 

(p 4- |)(B -+- [)(B +2) . (B -+-/>) /1 1 , 

(/?-f-i) B(B 4- 1) (B-t-/? —r) ■=*=■ — (p — i)' 

Si I’on suppose encore 

f{x) = 

pour /? et (g — 1) entiers et positifs, 1’identiie fondamentale 
donne la relation 

Bp(B + 1)7— B< 7 (B — i)/ J 0 

Cette formule presente, pour le calcul, l’avantage de ne pas con- 
Lenir tous les coefficients B, maLS seulemenl ceux doht l’indice 
est compris entre ^ P + q et B v , en supposant q < /?. Elle a ete m- 
diqude par Stemv ( Journal de Crelle, t 84 , p 216); la demon¬ 
stration precedente, qui la rattache ^ notre idenlite fondamentale, 
a eie donnee par M. Radicke ( Journal de Crelle, t 89 , p 25 y) 
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Exemple I — D6montrer la formule 

(B -4- 2) (B -t- 3 ) (B-4-j0c± ? (/>-i)I +^) 

Exemple If — D6montrer la formule 

Bp(B -+-1)7(6 + a)'(B + 3 )^ B*(B — i)r(B — 2)7(B — 3 )^, 

dans laquelle p, q — i, r — i, s ■—i sont des entiers positifs 
On pose dans l’identit6 fondamentale 

/(a?) z=xp(x -hi)v(x -t- 2 ) r (x-\- 3 ) s , 

on remplace ensuite x par — i, — 2, — 3 , et I’on faiL la e des 4 ga- 

lilds obtenues 

On peut trouver des formules analogues pour les sommes S 

Exemple III — L’identltd fondamentale (1) peut 6tre gdn^ralisee En 
elfet, on peut, avec les notations des differences et des diffdrentielles, 
l’^crire sous la forme 

+ B)^g, 

en supposant Aa? = r, de ra4me, par 1’introduction d’une autre variable y 
et pour des accroisscmcnts dc x et dey 6gaux & 1, 

AS,r/(*+B, 7 + B 

ct ceci s’appbque 4 un nombre quelconque de variables II ne faut pas r6- 
duire les B avec les B', les B", . , mais, Iorsque le ddveloppement sym- 

bolique du premier membre sera elfectu6, on remplacera les exposants 
de B, B', B", par des indices On obtiendra ainsi des relations nonte¬ 
nant les pioduits deux 4 deux, trois 4 trois, .. des nombres de Ber¬ 
noulli (Comptes rendus des sdances de VAcademie des Sciences, Paris, 
1870) 

Nous dllons encore d< 5 montrer la formule g^ndrale 

(2) f(Bx + S) +/(Ba?) ^x/(B), 

dans laquelle on remplace, apr6s d£veloppement, les exposants 
de 13 et de S par des indices. 

En elfet, consid^rons le polyn6me en y 

y p -\-(1 -+- i) ,j -h (y + 2)"-t- .-\-(y-hx — !)•>, 

E. L. - L 16 
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si l’on fait la somme, on obtient une prenudre expression 


yP-±- 


( y -+- a? - 4 - B )/’ +f — ( y -+- B )p +1 
p ■+■ i 


Ce rdsultat subsistc lorsque l’on remplace y par une quantity 
symbolique, et, par exemple, par B'#, en ddsignant par B 7 les 
nombres bernoulliens, mais, si l’on se rappelle que (B-(- i) 7 *— B w 
s’annule pour n^>\ et devienl l’unitd pour n = i, l’expression 
prdcddente, ou 1’on remplace y par B#, devient x\i p , on a done 

( 3 ) (Ba? h- 1)^-+- -h (Bx -h x — 


et, par l’emploi du symbole S, 

(4) (Ba?-t- S)P-h (Bx)p^xBp , 

d’oii l’on ddduit ensuite la formule ( 2 ). 

£q particular, pour x = 2 , la formule (3) devient 

(5) (aB-+-x)/ , 4-(aB)/’tAoaBP, 


par consequent, les nombres de Bernoulli vdrificnt la relation 
(G) /(aB-f-xj-h/(aB)«Jo2/(B) 


136. Formules gdndrales de sommation. — Soient f(x) un po- 
Iyn6me quelconque el F(#)le polyn6me mtdgral, 1’identitd fou- 
damentale du numdro preeddent peut dtre dcrite ainsi 

f(x)<z^F(x + B -1- i) — F(a?-f- B) 


Si l’on remplace successivement x par 0 , 1 , 2 , (x — 1 ), et m 
I’ on fait la somme des dgalitds obtenues, ii vient 


/(°) 


- f(x — i)%*jF(a 7 + B) — F(B) 


En se servant des notations du Calcul intdgral, on a la formule 
symbolique suivanie, dont l’application est trds facile, 


(0 


VI i»n + B 

/(3T)^f J f(x)dx 


Pour obtenir les sommes de deux en deux, nous reprendrons la 
formule 

(a? + B-f-1)/'— (x -t- B)i , bAj pa;P- 1 
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Si l’on remplace x par ll vient, en mulLiphant par 2 p, 

(x -4- 2B -+- 2)p— (x -4- aB)/ J «JW a/?a?p-i 

et, par suite, 

F(a? -+- aB 4-2J — F(a? +2 B)cAaa/( x) 

Remplagons successivement x par 1 , 3, 5, ( 2 x — 1 ), en 

ajoutant les dgabtds obtenues, ll vient 

H~y(5)H- . -+-/(2a?— i)^jF(aa?-+-aB -4- 1 ) — fF(aBH-u 

On a de mdme 

/(°)-!-/( 2 )+/( 4)-h +/( 2a? — 2 )% 4 j|-F(aa 7 -+- 2 B) — ^F(aB) 

Par le mdme procddd, on trouvera les sommes de 3 en 3, 
dc r en r, .et l’on gdndralisera la formule ( 1 ) 

137. Extension de la mdthode de Fermat. — Soit f(x) un po¬ 
ly n6me en x de degrd n, la formule d’mterpolation de Newton 
conduit k 1’identitd 

/( ,) _ /(o) 

On ddveloppe amsi/(:r) en une somme algdbrique de facto- 
nelles; si l’on remplace x par des nombres en progression anth- 
mdtique de raison A, on trouve par 1’applicaLion de la formule 
qui donne la sommation des factonelles (n° 37) la somme des va- 
leurs que prend le polyn6me f(x) pour des valeurs de x en pro 
gression arit.hmdtique. 

Mais le rdsultat est lui-mdme un polyndme de degrd (n 1 ) dd- 
veloppd en une somme algdbrique de factorielles, et l’on peut lui 
appliquer la formule fondamentale indiqude par Fermat; par con- 
sdquent, on pourra trouver, d’une manidre simple et gdndrale, la 
valeur de l’expression 

SS2 /(*) 

pour des valeurs de x dgales aux termes successifs d’une progres¬ 
sion aritbmdtique. 
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Soil, en particular, 


f(x) = x n , bjv — h = 1 et x 0 = 0, 


on a 




par suite, en ddsignant par S n la soinme des puissances rt iemes des 
x — 1 ) premiers nombres enliers, on a 


(a) 


Wr— t'I . „ 
S„= —-Ao« 


x(t — i)(a?— 2 ) 


12 I.2 5 

x(x — !)(# — 2) (x — 3 ) 


A 2 o ' 1 


I. 2 . 3 .4 


A 3 o a 


Celle formule monlre que S« est un polyndme en x de degre 
(n + i), divisible par x(x — 1 ), el dont le premier coefficient 

es t—I— (n° 133). La formule ( 2 ) n’est qu’une transformation 

n -t-1 x ’ 

d’une propridtd d’un tableau de sommes (n° 75). 

D’ailleurs, si l’on prend le coefficient de x dans le ddveloppe- 
ment de la formule qui prdc^de, on exprime les nombres de 
Bcodtoulli en fonction des differences de x n pour x = 0 ; on a 
amsi 


( 3 ) 


B n 


Ao« 

2 


A 2 o” 

3 


A s o tt 

~T 


-K—0“ 


A tt o n 
n -\-1 


Exemple I — Soil 4 calculer S a On forme le Tableau 


et l’on a 


A* 

A 5 

A 

x i 

6 

6 

1 

0 


12 

7 

1 



19 

8 




27 


x(x — 1) x(x — 0(a? — 2) „ . x(T — t)(,T — z)(x — 3 ) r 
8 i.2 r 2.3 1 2 3.4 

En simpbfiantj on retrouve le rdsultat connu. Cette mdthode parait 
moms simple dds l’abord, mais elle est la plus commode, lorsque l'on veut 
obtenir les sommes successives. 
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Exemple II — Trouver la somme 

i(s-i) , + i(r- 2 ) s + 3(ic — 3) 3 4- . 4- (#— 2)2 3 4-(#— i) I s . 

138. Sommations successives des puissances. — Posons 
S|,» (a?) = i n -I- 2 n -+- 3 n 4- .. 4-a? tt , 
en d^signant par n un entier nul ou positif; posons ensuite 
S2,k(^) = Si,/i(i) H- S| );( (2)+ 4- ), 

et, en g£n£ral, 

Sp+i,n(a?) = Sp |ra (i) -+- Sp l u(a) 4- . -t-Sp jn (20, 

les sommes S 1>/2 , S a ,«, . correspondent aux sommations suc¬ 

cessives. 

Nous suppoeerons S 0>0 = i ; on a d’ailleurs, par la sommation 
des factonelles (n° 37), 

u cr(x H-0 (r -+-/>— 0 

Qp.o — -3-* 

y ' 1.2.3 p 

Nous allons calculer S 2 ,n, pour cela, considdrons le Tableau 

\ n 2'* 

_t_ 2 ra -h 3 ra 
I» H- 2“ 4- 3« 4- 4 tt 

i' 1 + a* + 3 fl + 4'* 4- -t-a?», 

en faisant la somme par colonnes, on obtient pour la somme des 
termes de la colonne de rang p 

(x — p-\-i)p n ou (# 4-1 )p n — p n+l , 

done, en faisant le total de toutes les colonnes, on a 

(i) S S| n = (a? 4 - 1 ) Si >n — SijB+j. 

Sous forme symbolique, la formule pr£c£dente peut s’^enre 

S* )re S” (a? 4- i — Si). 
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On trouve, par induction, la formule gdndrale 

(, 2 ) Syj-i-i,w(a?)^** —y S'f[a?1 — Sj][a?-t-2 — Si] [a?-t-jo — Si], 

P 

que l’on vdrifie a posteriori en observanl que, si l’on remplace x 
par (x + i), le premier membre augmente de 


et le second devieat 


Sp,n(a? -+- I), 


S? [no ■+■ 2— Si] [x -+- 3 — Si ] [x-hp-hi — S i ], 

et, par consequent, augmente de 

Q, J_ ,)1 S'|‘ [a?+ 2 — Si ] [x -+■ 3 — S!] . [x -rp — S| ], 

c’esL prdcisdment ce que devient le second membre de la foi 1 - 
mule ( 2 ), quand on j remplace p par (/? — 1 ) et a; par (a;-hi) 

Exemple I — Galculer les valeurs de S S) „ poui n = 1,2, 3 , 4 
On trouve successivement 

Sa,i = | x(x -1- i)(r + j), 

S M = ja x(x - 4 - [)* (a? -+- 2), 

Sa,s = oo’ -)- j) (a? + 2) (a? a -+- 6 a? -+- 3 ), 

Sa .4 = oo - a?(a? -+-1) ? (a?-i- 2) (2a? 8 -4- 4 a; — 1) 

Pour plus dc details, voir nos articles du Messenger of 
Mathematics, intitules : On the Development of ^~^ a in 
a Series et On the successive Summations (Cambridge, 1877 ) 

139. Extension de la m&thode indienne. — Gonsiddrons la suite 
de x quantitds 

1 tlf, U3, . , Upi j U&) 

form 0 ns une Table de multiplication en dcrivant successivement les 
uns au-dessous des autres les produits des termes de cette suiLe 
par ceux de la suite 


f'i > fs» Va, 
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la somme des termes de la Table sera dgale au produit des sommes 
Ua: et Y x des termes des deux suites. D’autre part, en ne prenant 
que les p premiers termes du Tableau qui se trouvent dans labgne 
de rangy? et les (p — 1) premiers dans la colonne de rang j p, on a 
pour leur somme 

zz p V p “I - p p U p Upi?p^ 

par suite, en faisant la somme ^ de ces expressions de p = i & 
p = x, on a 

p=x p=x 

(0 (zZpVp-H PpUp)ZipPp = 0 

P= I P=I 

Considdrons, de m£me, une troisi^me suite de quantity 
«»i, fPa, - , w P , • 

et plagons les lines au-dessous des autres les Tables obtenues en 
multipliant tons les termes de la premiere Table successivement 
par tous les termes de la troisidme suite, nous formons ainsi une 
Table de multipbcalion & trois entries, et [jle [comparliment de 
coordonndes p , q , r contiendra le produit u p v q w r . Cela pos£, 
considdrons successivement les cubes ayant ik partir de I’origine 
i, 2, 3 , , p unitds de c6t£s, et cberchons la somme des termes 

qu’il fautajouter au cube de rang (p — i) pour obtenir le cube 
de rangy?. Nous trouvons facilement 

(zip V p -1- PpUp — zip Vp) CWp — vp p) -+■ (v p UpVp. 

Mais la somme des termes de laTable est 6gale au produitU i-Va-W* 
des sommes des trois suites, on a done l’ldentit^ 

UarVarWa;—+ PpWpUp -+- fPpUpVp) 

p=l 

p=x p=x 

■+■ ( Zip Vp W p -+- PpfVpUp ■+■ tV p Zip Vp) —^ Zip 9 p W p =0 

p= 1 p= I 

Dans le cas ofi les trois sdries sont identiques, on a 



U£ — 32 zip TJ^ -t- 32 zi£Up — 2zz£ = o. 
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Pai induction, on obtient une formule gdndrate, qui s’applique 
& un nombre quelconque n de suites, dans laquelle on apergoit les 
coefficients du ddveloppement de (i — .r) n , 

(3) U?-C, 1 z SK p U'r 1 

Exemple I — Si l’on fait u p = i dans la formule prdcddentc, et si 
l’on remplace x par ( x — i), on obtient la formule dquivalente au ddve- 
lopperaent de 

( X — l)« H- ( S — l) n — S« tAo o, 
cette formule coincide avec la formule (2) du n° 132 
Exemple II — Si J’on suppose, dans la formule (i"), 

Up = v p = p(p 4 - 1 ) (p-\-g-i), 

on a, par la sommation des factoriclles, 

tt (p + q) 

U p — — y 

g+i 

et, par suite, 

y ( V 4- q - 

tt * + ' 

Exemple III — Si, dans la m£me formule, on suppose 


r 

Up — —7-: * 

P(P+ l) 

on obtieDt les relations 


v p = aP , 


p=x 

2 CtP 07 

—7-;—r [l + (a—l)pS]= - Cl x+l , 

p(p-hl) K J X-hl ’ 

p =1 
p=x 

2 1 — (a — i)p a x + l 

- - aP = a - 

P \P ■+* I ) 37-1-1 

En particulicr, on fera dans ces formules a dgal 4 -J, |ou 2 

140. Ddveloppement du produit S OT S„ en fonction lindaire 
des sommes S. — Dans les formules de ce numdro, S n ddsigne 
d’abord la somme des puissances d’exposant n des x premiers 
nombres, et l’on suppose B 1 = +{; d’ailleurs les formules oble- 
nues ne contiendront pas B 1: de telle sorte que les formules auront 
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uelle que soit la valeur de x. Faisons, dans la formule (i) 
ndro prdcddent, 

U p = p>», Vp=P’ l z 

, la formule symbolique 


S.+ S^.A.S- (S+B)^-B~H-, (B + BV^B-h 

n — n +i m -t- i 


s avons ainsi exprim £ S m S n en fonction lin^aire des sorames 
02), et l’on voit que B 4 n’entre pas dans cette formule En 
ant in = n , on a 


——— S* = Sjn+i -+- GJ +1 BsSa n _i -4- C* +1 B 4 S bb _ 3 H- 
1 

iple I. — En supposant n dgal k 1,2, 3,4 , , on troave succes- 

L 

s? = s 3 , 

ss = f So -+- j- s 3 , 

S* = s' S7 + j Sg, 

S* = B S 9 + 3 S7 - rB^B, 


sement, on obtient les formules 

aS 3 = 2 S?, 

2S b =3S|-S|, 

aS 7 = 4 S^ — 3 SJ- 1 - Sf, 

2 S 0 =5S?-^S3-i-VSI- i e 1 -S2 ) 


iple II — II rSsulte nnmddiatement de la formule de Bernoulli 
) que les rapports 

x a ? 2 

pectivement pour valeurs 

r, *P — 1 r» 

■Dp Ct - Dgp—2, 

^ 1 

= 0 Si l’on introduit ces rSsultats dans toutes les formules qui 


a5o 
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conticnnent S, on obtient des forraules coi respondantes pour les nombres 
bcrnoullicna En particulier, laformule (i) donne 

+1 m -+- j ’ 

en supposant Bj = o On ne r6duit pas les B avec les B', mais, apr£s le d6- 
vcloppement du second membre, on remplacc les exposants de B et de B' 
par des indices Pour m = i et n = (ip — i), on a 

(ip — i)B 2 /j-V- (B -H B') 2 / , <Jb?o 

Cette foimulc donne une relation du second degrd entre les nombres de 
Bernoulli Elle a 6 l 6 publide, sans la forme symbolique, par M Woron- 
tzoff, dans les Nouvelles Annales de Mathimatiques (t XV, jan- 
vicr 1876), et par M Le Paige, dons les Bulletins de VAcadimie de Bel¬ 
gique (t ALT, mai 1876) 

Exemple III. — Au moyen de la formule (2), on peut exprimer le pro- 
tluit SwtSrtS;, on fonction lm^aire des sommes S. On a atnsi, en particulier, 

4 (Si) 3 = 3 S b +S 8 , 
i2(S a ) s = 16S 0 — 5 S t -(- S 2 . 

Voir dans les Nouvelles Annales de Malh&matiques ( 2 B s 6 rie, t. X)un 
article de M Amigues 

141 Somme alternde des puissances des nombres entiers. — Si 
Ton diSsigne par x un nombre pair, on a les formules 

p [i ^ -1 -+- 2 p - 1 -+- 3^ -1 -4- -4- (x — 1 )p ~ 1 ] <A? (a? -+- B )p — Bp, 

1 4- ip~ 1 -t- 3^— 1 h- -4- ~ + 

Mulliplions par 2 p Lous les termes de ia seconde 6galitd, retran- 
chons ensuite de la premiere, et posons 

(1) iP-i— a p-i-t- 3 P-i_ , -(-(a? — i)p~‘= Sp-u 
avec 

(2) 2(1 — ip)B p = G p ; 

1 I vient la formule symbolique 

(3) 2jt> Sp_i \) x (oc + Q)p — Gp 

Ainsi, commedansle d&veloppement de S^, les coefficients du 
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loppement de sont ceux du bm 6 me multiplies respective- 
t par les nombres G, qui se ddduisent des nombres bernoul- 
par la formule (a), ou plus gdndralemenl par la formule 

S/(G)^/(B)-/( a B) 

u a, pour les premieres valeurs de /?, 

G 0 = o, Gi = + i, G s = — i, G(. =+i, 

G fl = — 3 , G e = 4- 17, Gio = —1 55 , G12 = 2073, 

2p+1 est nul, de m£me que B 2 ^ +i . Ces nombres ont dtd con- 
■ds par Euler et plus particuli^rement par Genocchi (*). 

, dans la formule (3), on remplace x par (x + a), on obtient 
hffdrence 

( 27 -t- G -t- 2 — (27 4 - G)p^ — [(r -t- l)P-! — XP~ l J , 

identity, qui s’applique pour toutes les valeurs paires et posi- 
de 2 ;, est vdrifide pour une valeur quelconque entire ou frac- 
Laire, positive ou negative. Done, en ddsignant par f{x) un 
n6me quelconque, on a Videntite fondamentale pour le cal- 
es nombres de Genocchi 

/(a? 4- G + a)— f(x 4 - G) 45 => — o.\J'(x -+- i) — /'(a?)] 

ic la notation des differences et des dilTdrentielles, on a 

A/(a? 4 - G) 4 ^— 2 A it) 
pour le cas de deux variables, 

&f{x 4 - G, y 4- G')<Jo(- 2)2 A2 -£L , 

pposant Aa?, A y dgaux & 2 dans le premier membre de ces egalit£s, 
iux 4 1 dans le second membre Cette relation s’^tend k un nombre 
Dnque de variables. 

2. Nombres de Genocchi. — Nous avons trou\d au n° 135 (for- 
6 ), la relation 

/(2B -4- l) -|_/( 2 B) — 2/(B)<^0, 


Annales de Tortoluii, t. Ill Rome, i85a 
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mats, d’autre part, nous avons 

/(B + i)-/(B)^/(o), 

par suite, en retranchant membre & membre, 

[/(aB + i)—/(B+ i)] -t- [/(aB)— /(B)] <^?-/'(o) 

En tenant compte de la definition des nombres G, donn£e dans 
le numero precedent, ou a done 

/(G + i)+/(G)^a/(o) 

Eu particulier, pour f(x) = x n el f{x) = (x— \) m x n , il vient, 
avec n > i, 

G" -+- (G - 4 - i) n ^ o, 

Gm(G-t-i)«-v- G«(G — i) me ^o, 

pour m = n^> i, la formule pr^c^dente devient 

G fl (G-Hl) B «-i?0, 


carles nombres G sont nuls, comme les nombres B, pour n impair 
et i. Cette formule ddmontre immediatement que les nombres 
G dhndicepair sont entiers et impairs. 

Soit F(x) le polyn6me integral de /(#), on a 

F(a?+GH-i)-i-F(a7H- G)^if(x), 


remplagons successivement x par o, 1 , 2 , .., (x —■ 1 ), dans l’lgalite 
pr£cedente; faisons la somme altern^e des 4galites obtenues, il 
vient 


ce resultat a dte indiqud par Euler, qui y est parvenu d’une manure 
assez penible (') 

En posant f(x) = xP , et 


il vient 


2 P = IP— 1P+- 3/> —. +(— — i)/>, 

a(j D + i)S p 'J^(— \) x (x -+- G)^ +1 — Gi ,+ I 


(') Laghoix, Traite des differences et des series t III, p i35 
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Exemple I — Calculer les sommes 2 P pour p = o, t 2 , 3, \ 

On trouve 

aS„= (-1)*- i, 

2, = ( — i)*(237 + 1) + 1, 

2 2 a = ( — 1 )^( 3 ?® — x), 

8 2 8 = ( —i) a: (4a7 3 — 4o?® + 1 ) — 1 , 

2 V = 2 2 (37® — x — 1 ) 

143. Somme des puissances des nombres impairs. — Si 1’on 
dEsigne par Tp l’expression 

(j) T p = lP+ 3P+ . +(237 —i)p, 

on a, pour le nombre impair de rang x, 

(237— [)/'=(237)P— C/,(237)/ , - l + C*(237)/ J -®+ -+-(— l) P ) 

remplagons successivement x par 1 , 2 , 3, , ar, et faisons la 

somme des EgalitEs obtenues, ll vient, en supposant ici que S p dE- 
signe la somme des puissances d’exposant p des x premiers 
nombres, 1’EgalitE symbolique 

( 2 ) TPcAo(aS —i)p, 

par suite, les symbolesT et (2S — 1) et, plus gEneralement, quelle 
que soit la valeur de 1 ’indEterminEe les symboles (T X) el 
( 2 S — 1 -+■ X) sont Equivalents dans les formules; on pent done 
remplacer S par i(T+ 1) dans les formules qui contiennent S 
Ainsi, par exemple, on a la formule 

(3) / T+2)-/(T)^/(237 +i)-/(i) 

On obtientla somme des puissances semblables des nombres 
impairs par un polyn6me dEveloppE suivant les puissances ascen- 
dantes de x, au moyen de la remarque suivante, qui Etait connue 
des algEbristes arabes ( 1 ) Lasomme des puissances p limes des ix 
premiers nombres entiers egale la somme des puissances p limes 


(*) Lacroix, dans son Trails de Calcul differentiel, etc , attribue cette pro¬ 
position 4 Lomwa (a* Edition, t III, p 445 et 7 5 9 ) On trouve la somme des cubes 
des nombres impairs dans un ouvrage d’lBN Almadjdt Voir les Annales de Torto- 
Ivu (t VI, p a 3 g) 
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desx premiers nombres impairs, augmentee duproduit par 2 p 
de la somme des mimes puissances des x premiers entiei s. 

On a done 

p■+■ B)i>— Bp — 2P-' [(a? -+- B)p — Bp]; 
par consequent, si l’on pose 

(4) Rp=Byj(i 2P~ 1 ), 
on a, pour Tp_ 1? le ddveloppement 

(5) jDTp_,^(2a7-i-R)P—R p 

Si l’on remplace x par (x + r) dans la formule (5) el si l’on 
prend la difference, on obtient 1’identitd 

(227 H- 2 H- R)p— (227 -H R)P^?/j(227 — l)P-> , 

par suite, en remplagant ( 2 X -f- 1 ) par y, ll vient 
(j + R + i)p— (7 ■+■ R — t)p <=t ?p yi'-i, 
d’od i’on ddduit la relation plus gdn^rale 

/(7 + R + i)-/(^ + R-i)<^/'(7), 

et, eu particuher, pour y = 0, 

(6) f(l\ - 4 - 1 )—/(R — i)d^f'(o) C) 


Cette formule est Videntite fondamentale^oxnie calcul direct 
des coefficients R, que Ton peut aussi ddduire des nombres ber- 
noulliens. Les premi 6 res valeurs de R sont, avec R 2/i+1 = o, 



(’) Si 1 ’on remplace successivement, dans la formule (G), le polynOmc f(x) paL 

e“, sin asz, 

on obtient les d£veIoppements 


_£1__ (Jo e R3’ £ cos^ca^cosRs, 

convergents pour toutes les valeurs rdelles on imaginaires de z, dont le module 
est < it 

Voir Serret, TraiLe de Tngonomdtrie, 5 ‘ Edition, p. a 65 et 3 ia 
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Exemple I. — Calculer les soiumes des puissances dcs x premiers 
nombres impairs, jusqu’A p = 8. 

Si I’on pose y = 4a? a , on trouve pour les exposants impairs 

Ti = a 2 , 

T 3 = z*{?y — 1 ), 

To = ja?*(^ 2 — 5.7 + 7), 

T 7 = x i (jy 3 — ly^ + tfy — V )• 

et pour les exposants pairs 

3T * = x(y—\), 

5T t =T s (3jK-7), 

7T 6 =T s (37 2 -i8y-H3i), 

3T 8 =T 2 ( r 3_ ir ^ 2 ^l|0 i7 _iL|i ) 

Exemple II — Ddmontrer la for mule 

(R-rl)(R+ 3) (R-V-2D———— 2p p' 

p -+- i r 

Exemple III — Exprimer en foncLion du dernier terme (ax — 1 ) = z 
On trouve 

aR/'. 

Exemple IV — Ddvclopper Ic produit T //t T n ea fonction lindaire des 
somraes T 

Si l’on fait u p = (ap — 1 )'« et v,, = (ap — r)' 1 dans la formule (i) du 
n° 139, il vient, en supposant B x = -p- ^, 


T/h T n -+- T m+n ^ T M 


(T -h — 2 R«+i 

271 + 2 


T „ (T+aB)^+i — aR wt+1 

lfll + 2 


et, en paiticulier, pour m = n, 


(T„) 2 + T Sm ^T« 


(T+ o B’)"-*- 1 — aR nM 
n + t 


Si l’on fait z = (ax-7— i) = o, I’expression 2 /iT /l _ 1 devient dgale &G n eL 
1’on obtient alors une relation entre les nombres B et G, car les R dispa- 
laissent. 


144 . Sommation alternde des puissances des nombres impairs — 
Reprenons l’identiUS du n° 142 


(x + G -+- [) H + (a; + G) n <^anx n ~ l , 
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remplagons x par \ x , il vient 

(X ■+■ 2G -+- 2)«■+■ (a? + 2G) n 4 1 , 

par suite, eu ddsignant par f(x) un polyndme entier, et par 
F(.r) le polyndme integral, on a 

^ ^ $f(x) c £?F (a7 + aG + 2) + F(a; + 2G), 

remplagons successivement x par i, 3, 5, . , ( 2 # 1 ), et faisons 

Ja somme alienee des egalites obtenues, il vient 

t /(o-/( 3 )+/( 5 )- -(-irx **-0 

( 2 ) j ^|-F( 2 G + i)-{(— i)*F( 2 a 7 +2G+1) 

145 Nombres d’Euler (*) — Nous appellerous ainsi les nora- 
bres d£finis par la formule de recurrence 

(,) (E+i)^+(E-i)/'<=!S=>o, 

pour toutesles valeurs entires et positives de p, avec la condition 
E 0 = 1 , de telle sorte crue, pour p = 0 , on doit remplacer le se¬ 
cond membre 0 de la formule pr^dente par 2 . Si Ton d&Hgne 
par/(.z) une fonction entire quelconque, on a done Yidenlttd 
fondamentalc 

(2) /(E + l)+/(E-l)^2/(o), 

par exemple, pour f(x) = (x — i)?(x -j- 1 )?, il vient 

•(3) Er(E-i- 2)7+ E< 7 (E — 2)/'^ 2(— i)i‘ 

On a, pour les premieres valeurs de 1’indice, 

Eo = + i, Ej = — 1 , Ej. = -f- 5, E 0 = far, 

E 8 = + i385, E,o = — 5 o 52 i, Eis = +2702765, 

d’ailleurs, la formule ( 1 ) montre immediatement que E 2 « + i = o, 
et que les nombres eul^nens d’mdice pair sont enLicrs et impairs. 


(’) Sylvester, Comptes ranches de 1‘Acaddmie des Sciences (Pans, t \XV, 
P 16 O 
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La formule (2) peut se gen^raliser ainsi (n° 121 ) 

( 4 ) /(ar + E + i)+/(r + E-i)«A.2/(af), 

remplacons successivement x pai les nombres impairs 1,3, 5, . , 
(ix — 1), et faisons la somme alternde des ^gahtds obtenues, 
ll vient 

( /(0-/(3)+/(5)-- -(-i)V(^- 0 

Exemple I — Trouvei la somme allcrndc dcs puissances semblablcs 
dcs x premiers nombres impaiis 
E11 posant 

— 4 - (— i)-* -1 (2 a? — i)p, 

on a, cn I'aisanL f{x) — xp dans la foi mule ( 5 ), 

iQp <=*=> E/' — ( — i)-* 1 (2# -+■ E)/ J 

On liouve ainsi, pour Ics indices impaiis, en posant y = 2 r, 

e, = (-i)^-'r, 
e 3 =0,(7 2 - 3), 
e B = 0,(7 2 -5) s , 

07 — 0i(7 G — 21 427), 

0o ~= 0j(x 8 — 63qj/^ — 5124.x 2 4- [ 2{G5) 

Exemple II — Ddmontrer que le quotient de 6j pai 8j n’est jamais un 
caire parfait, et que le quotient de 8g pai 81 cst un cane pa 1 fa it et n’est 
jamais un bicarid 

L’dlude de la Table des cands montie que la difference dc deux canes 
n’est dgale a 3 que pour (2 2 — i a ) et a 5 que pour (3 s — 2 2 ), et puisque Ton a 

|2 = 4^_ j, ^=(4# 2 -5) 2 , 

8] tti 

le tlicoidme est ddmontid, car on suppose# entier et positif 

146 Relations entre les nombres d’Eulet' et les nombres de 
Bernoulli. — En comparaot les deux dermdres forinules des nu- 
mdros prdc^dents, dont les premiers membres sont identiques, 
on en deduit la relation g^ndrale 

/(2G+I)^2/’(E), 

E L - I. 17 
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et, avpc une variable arbitraire (n° 121), 

/(i + 2G + l)4fj/'(5+ E). 

On a ainsi une premiere relation gdndrale entre les nombrcs 
d’EuLEn et ceiix de Gewoccht. En particulier, poury(,s) — 5 ,w , on 
a la formule 

(s + iG + i)" 1 -+- E)" 1 - 1 , 
puis, pour 5 = — i, il vient 

(nG)" 1 <Jt>2ni(E — 

el, pour 5=o, 

im E WI_1 <j^> (9 G - 4 - i)' n , 

ces denv foimules onl 616 obtenues par Schcrk ('), niuis sans 
l’emploi du calcul sjmbobque Elies exprinient Jcs nombres de 
Genocchi en fonction des nombres d’EuhEn, et mverscmenl 

147. Formules deCesd.ro — Considdrons une snile dc nombrcs 

no, f7|, dj, , ci/t— i, (i/i , 

tels que la somme des nombres a dgale distance des cxlrdmes 
soit conslante et dgnle a oc\ ddsignons par lu somme dc leurs 
puissances d’exposant/?, 

S/j= + &'!-+■ a'i -+- -+- a>‘, 

par hypotbdse, nous pouvons encore dcrirc 

S,, = (a, — a 0 )i > Ar(x — a l )i > + +(a? — a„)i‘, 

mais si r reprdscnle l’un des nombrcs o, 1,2, on a par la 

formule du binbme 

{x — a r )i>= tp— CjjTP-'ct r -h C^xP-^af -+- a,)i>, 

remplagons successivement 1 par 0 , t, 2 , «, et falsons la 

somme des dgalitds obtenues, nous trouvons la formule symbo- 
lique 

( [ ) Sp^ (x —S )p. 


(') Scqerk, Afcithematische Abhandlungen (Berlin, i8a5) 
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enaot compte de l’exposant z 4 ro de S. Plus gdndralement, si 
d 6 signe par f(y) un pobyndine entier, on a l’ldentit^ 

/( - S; 

jpposons, par exemple, f(y) = yP(\ — vyi^ il vienL 
Ss'(x — S)? ^ Sv(i7 — S )p 
>our q —tp -f- i), on a 

S/'fa? — S)i‘(x — 2 S )^=* 0 

i faisant p = 1 , 2 , 3, 4> on irouve successivement 

o = a? 2 Si- 3 j- Ss-i- 2 S 3 , 

0 = a? 8 S 2 — 4 a" 2 S3-+- 5 x S*— > S B , 

0 = a?*S 3 — 5 a? s S t -i- 9a? a S a — 7^7 S u -1- > S 7 , 

0 — £r 8 S + — Ga^Sn-f- \t\X* S 0 — iG r 1 S 7 qa'Sa— iS 0 , 


>s formnles ne d^termiocnt les somnies S que pour les indices 
irs de S, puisque les terrnes a sont en norabre quelconque 
2 sont assujeltis qu’aux conditions dnonc^cs plus haut Mais 
ormulcs s’appliquenL dvidcmmcnl aux somnies S des puis- 
2s semblables des x pienners nombrcs enticrs, des puissances 
ilables des lermes d’une progression aiitbnietique eta beau- 
d’alitres suites 

8. Suites de Ces&ro —Nous d^signerons, souscenom, loule 
de nombies 


Aqj Aj , Ajj, , A //, . , 

jue I’on a pour tout nombre n, entier et positif, la relation 
tolique fondamentale 

( r — A)" 

1 supposant A 0 = i, on a A, = 3; mais A 2 n’est pas ddlermind 
’Equation pr6c6dente qui ne determine les norabres A que 
les indices pairs, lorsque l’on connait les nombres qui cor- 
mdent aux indices impairs, ou mversement. 
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Si l’on forme les differences des nombres de la suite (i) dans 
Voidie conliaae a I’ord/e habiLuel, c’est-4-dire en posant 

AA ft = A„ A, i+1 , 

et, de m£me, pour les differences successives, ce cjui revienl 4 
changer le signe des differences d’indice impair, la foriuule pr4- 
cedente peut secure syinboliquement 

AiA, t «=A>A«(r —A), 


on Irouve ainsi, coinme au n° 76, 

(3) A/'A^ A?(i — A)/' 

Mais, par Je procdde dej4 employe (n° 121), la relation (a) 
conduit 4 la relation generate 

(1) /(A)^/(,-A), 

et, si Ton suppose 

f(x) = xi>( i — x)i, 

on en deduit 

(5) Ap(i — A^^Ai^i — A)i‘, 

ainsi la relation (3) conduit 4 la formulc 

A/'A y <sA* 

En d’autres termes, dans toute suite de Ccsaro, le Tableau des 
differences, dans lequel on change les signes des A d’indice im¬ 
pair, est syntetrique par rapport 4 la diagonale^r- Reciproque- 
ment, tout Tableau de differences, prises dans le sens indiqu6, 
qui possede la proprietd precedente conduit 4 une suite de Cesaho 

Exemple I -- Foimer, dans le sens indique, le Tableau des differences 
de la progression geometrique 

I I I T 

1 ) ~ 7 7 - n 7 — 1 

4 8 i(> 

ou dc la sene harmomque 

I T 1 i 

■’ r v v s’ ' ’ 

et verifier que ces suites possedent les proprietes precedcntes 
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Exeniple IT — Ddmontrer que la suite des nombres de Bernoulli, 
our B t = + ^, est une suite dc Cesaro. Rdciproquement, toule suite de 
Iesaro dans laquelle B 0 = i, B t = 4- ^, B 2 ,j+i = o, se confond avec la suite 
es nombres de Bernoulli 

Exeniple /// — D£teiminer les nombres A., eu supposaut A u = i ct 
ia = o, poui loute valeur de n. 

On tiou\e, en fonction des nombres d’EuLER, 


A, 



/> 


t, cn fonction des nombres de Genoccui, 


A n — 


GpH-l 

p-ri 


149. Tableau des principales 
£sumd, si l’on pose 

S p = iP-t- ip- t- 3 ^-+- 
T ; , = i p 4- 3^4- 5/ j 4- 
2p = 1 P— 2 ^ 4 - 3 /’ — 

Q], = i p— Ip 4- 5p — . 


formules symboliques. — En 

4 - (x — l )/», 

4 - (ix — 1)/', 

4-(— i)* (a- — i)' J , 

— (— i) x (2X — i ) p , 


■s d^veloppemenLs de ces sommes sont donnes par les formules 

p S p- x ^(,r+ B )p — Bi J , 
p T t <d!t> ( 2 x 4- R )p — Rp , 

2 />S yj _!<=*=>( — 1 ) x (x 4- G)P — G/ J , 

2 &P Ey, — { — i ) x (ix 4- E)/', 

is nombres B, R, G, E vth’ifient les formules de recurrence 


f(x 4 - B 4 - i) — f{x 4- B) «dlb> /'(a;), 

/(a? 4 -R-t-i)—/(j7n-R —i)«d!b> f(x), 
f(x 4 - G-t-i) -hf(x-r- G) «=*=? a/'(a?), 
f(x 4 - E 1- i) 4 -/(a; 4 - E — 1)^2/ ( x ). 

Le calcul direct de ces nombres se fait au moyen des relations 

Bi'(B4iJ'/-B , /(B-i)p-Jt?o ) 

R/ j (R 4-2)'7 — R?(R — ay^o, 

Gp(G 4- 1)1 4- Gf(G —O^o, 

E/ j (E4 - 2)1 4- E?(E — i)P ^ a(— t)p 



Lcs formules prdcddentes permcttcnt de simplifiei nolablcmcnt la thdo- 
rie dcs ddveloppcments en series dcs fonctions circulaucs et des fonctions 
exponenticlles En supposant le module de z plus petit que \ie, on a les 


sdries convergcntes 


e z — i 

- col - ■A=> cos B z , 

2 2 ’ 

_—-cjLi , 

e z — e~ z 

- cosdc z cos R j, 

2 

2Z cJu e G =, 

e z -\- i 

z tang - ^ cos G z, 

2 

- 2 -t-Ao gE- 

e z -\- e~ z 

sec z ^ cos E.s 

On en dedmt lcs valeuis dcs sdnes 

T T I i . 

_— 1 — ■ ■ ■ — - 4 — — —j- 

iSju ^ 2 a /' 3 ^ 1 s ^ 


_ T _L h —!-— + 

T s P 2 s /' 3 s /' t\*‘‘ 


1 > I , 1 , 

\H> ^ 3 2 /' 5 *P 7 s /' 


T I T_ 1 _ 

3a/; + 5 il> ^ 

2 * 1 '+* (, Xp ) 1 1 

On peut dtendre lcs formules du texte poui les ddvoloppcinenls de 
S p , T p , Sp, 0p, lorsquc 1 ’on suppose p positif ou ndgatil, cutler ou frnc- 
Lionnaire , mats les ddveloppcments sont illimitcs Cc conduiscnt nu\ ddfi¬ 
mtions dcs nombres B, R, G, E, d’indicc ndgatiT ou fracLionnmic E11 
particulier, pour p = —t, on a la foimulc de Stihling et la coiistnntc 
d’EcLER 

Les ddveloppcments des,puissances des senes 

e^ z j e ^ 1 

pGs gCs 

j e > e ) 

mis sous les formes exponcnticllcs 

symboliqucs 

e D 7 3 , e"? 5 

e G ? 3 , c c i = , 


conduisert aux ddfinitions des nombrcs B, R, G, E dcs divers ordrcs 

Voir, pour plus de ddtails, nos articles du B ulleltn de lei Socicle ma— 
thdmcitique (t V, VI, VII, VIII) 

Exemple I — fiiudier, comme au n° 119, les proprieies des polynumes 
Tp, S p , Q p 

Exemple IT — Appliqucr les formules dcs Exemplcs I et II du n° 135 
aux nombics R, G, E 
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Exemple HI — Dormer, pour les sommcs allerndes, irois foiinules ana¬ 
logues a la formule (i) du n° 136 

Exemple IV — Appliquer les theories et les formules du n° 138 i la 
sommation successive pour les sommes T, S, 9 

Exemple V — Dtiveloppei, commc au n° 140, les produils 

T/,tT rt , 9,n8rt 

cn fonction lindane des sommes T, £, 0 
Exemple VI — Demontrer la formule 

/(E + 2)-/(E-2)^2/(l)-2/(-r), 

el cn deduirc, pour 1c calcul rapide (les nombres d’EuLER, les formules 
donates par M Radicke, 

E' m (E 4/' — E'*(E — 4)"* <di=> 2 (— i)' rt (3 n — 3"*), 
et 


Eam-s 


2 m — 3 


2 8 C,% Ei/n—b 


( — 3 )"' , 


Ic dernier terme du piennei membre cst 2 2wi E„, ou (m-h 2 ) 2 "*~ a E„ i+ i, 
suivant que m est pair ou impair 

Exemple VII — Dcmontrci la formule 


E n t zt=! (i + A) 


A 2 A 4 A fl 
2 2 2 2 J 


dans laquelle on 1 emplace les puissances tie A par les differences corres- 
pondantes de x' 1 pour x — 0 

Exemple VIII — D6monlrer que si f(x) designe un polynome quel- 
conque, on a les formules 

hf (x) ^ e DA/(x+/i) — gD/i/(J) ^ 
hf'(fr. \ c-Aj gRA/(x+A) — gR k/{x—/i)^ 

1 hf (x) e G, ‘f {x+h) - 1 - e G ^J^ x \ 

a f(x) “dlb 1 -1- e EA/(j—; fi) 1 

en ienaplafanl, apres lc dcvcloppcment exponentiel du second membre, 
les exposants de B, R, G, E par des indices, et les exposants de f{&) de 
f(x-1 - h) et (\cf(x — h) par des indices de derivation La picmiere et la 
troisiemc des foimulcs piecedeutes coirespondent a des developpements 
qui ont ete donnes par Euler, par Stirling et par Boole 
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150. Fonotions symdtriques fondamentales. — On appelle 
fonction sym6tnque dc plusieurs quantity Loute fonclion qui ne 
cliaoge pas, quand on dchange de Loutes les manures possibles les 
qunntitds qu’elle renferme Ainsi le produit 

f(x) = (x — a)(x—b)(x — c) (x — l) 

est une fonction syindtriqne des n quantitds a, b : c, . I, quelle 
que soit la valeur de x En ddveloppant le prodml, on Lrouve 

f(x)= x ' 1 — /?! -H 2 — . + (-!)>„ 


en dcrivant, suivant l’usage, 

p l =I,a ) Pi = S ah, p 3 =Sabc, , p n = aba l 

Les coefficients jj { ,p 2} p a , . sont des fonctions syme- 

Lriques des /iquantiLds, ce sont, en effet, les fonctions symdtnques 
les plus simples, puisque cliaque quantum n’y figure qu’au pic- 
mierdegrd, nous les appellerons fonctions symetuqlies fonda¬ 
mentales. Lorsque toutes les quantitds sont dgalcs, on relrouvc 
pour f(x) le ddveloppenient du binGme (x — a) n \ d’nillcurs, la 
fonction syrodtrique fondamentale p q contient les combinaisons 
C’ des n lettres prises q & q. 

La tlidorie des fonctions symdlnques a pour objet principal 
d’expnnier toutes les fonctions symdtnques par les foncLions sy- 
mdtriques fondamentales et, inversement, d’exprinier Loute fonc¬ 
tion de/>i, /Jo, p a , . . , p n , au moyen des quantitds a, b, c, ..., l 

151. Formules de Newton — Ges formules ont pour objet 
d’exprimcr les sommes des puissances de mdme exposant des 
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quantity a, b, c, . .. , l par les fonctions syindlriques fondamen- 
tales Soil 

? ? =S(?7=a? + 4?+c , /+ ■+ h , 


on a 1 ’identitd ( 

f'(r) 


n° 111 ) 

= /(£)_ 


fix) 
a — b 


fix) 
X — c 


fix) 

X — l* 


mais, en se reportanL a l’expression da quotient de f(x) par 
(x — a) donnde nu n° 72, et en faisant la somme des quotients, 
on trouve par 1 ’identification 



I 0 = S 1 

-p 1. 



j 0 = i 2 

— PiSl 

H- 2 p*, 

(U 

j 0 = ij 

— Pl s i 

+ Pi s 1 


' O = S lt - 

l — P\ Sa- 

-I -*r Pi S n . 


La premiere de ces fovmules fait connattve 5,, la deuxi£me s 2 , 
la troisi£ine s 8 , et ainsi de suite jusqu’a On trouve ainsi 


= Pit 

s z = P 1 — 2/11, 

s 3 = fl ~ 3/Ji/> a + 3/i 3 , 

s '. = Pi — -+■ t\P\Pi+ip\ —!\Pk , 

s s =p\ — !>PiPi-+- 5piP3-+- SpiPl— 5pipi — 5pip 3 -h 5p s , 


Pour obtemr les somrnes des puissances dont J’cxposant sur- 
passe (;/ — 1 ), on remarque que x? f{x) s’annule pour o, b, 
c, .. /, et, par suite, qu’il en est de mSme de la somme de ces 

quantities. On a done la formule gdn4rale syrabolique 

si f(s) ■Jfo, 

dans laquelle q dtSsigne un nombie entier positif, nul ou n£ga- 
tif En supposant q=. 1 , 2 , 3, . .., on calculera successivement 
5 /,, , 5/2+2, • • , en supposant q — — 1 , 2 , — 3, ■. , on 

calculera successivement s 0 , s_ i: s_ 2 , . . ; on a d’ailleurs s Q = n. 

Inversement, on peut calculer les fonctions symtStriques fonda- 
mentales/?,,/u,.. ,p lt) lorsquel’on conuaiLs,, s 2 , . , s„ 
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On a 
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I i'pi=s u 

2'pi=sl— S it 

3 ] pa = s} — 35^2-t- 2S 3 , 

4 T /?*. = s*— Gs?S2-t- 8s t s 3 -f- 3 s§ —Gs 4 , 

5 1 /?0 = J 1 — 10 S? S s -i-20S? S 3 -|- [SStS? —3o Si 5j. — 20 S 2 S 3 -1- 24 S B , 


Exemple I — On a la formule 

(Sa®H-2rti) ! = £a 2 (Ea)*+(SaA)* 

Exemple II — La sommc dcs produits q a q des n quantites 
a , a 2 , a 3 , , a'* 

a pour expression 


a" — 1 a"- 1 — 1 o' 1 - 2 — i i 

- — ■ —- • • • - Cl * • 

a — i a 2 —i a 3 —l ai — i 

Exemple III — Soient dcs noinbres positifs a, b, c, , l, cn nombre p , 
ddsignons par A, G, H les moyennes arilh.mdtique, gdomdti iquc, liaimo- 
mque de leurs puissances d’exposant p, si les nombres donnds nc sont 
pas tous dgaux, on a les indgalites (oidie alphabetique) 

A > G > H 


En elTet, pai ddGmlion, 

aP-h bn -t- c/’-h -i- Ip 

P 

abc l, 

_i_ j_ 1 1 

ai 1 bi> op ‘ " T " li>' 

Nous ddraontrerons d’abord que l’on a A>G, en efiet, supposons la 
proposition vdriGde pour (p — j) nombres, nous allons ddmontrci qu’ellc 
a lieu encore pour p nombres. On a dvidemraent 


A = 
G = 

P _ 
H ~ 


d’oii I’on ddduit 


(aP~ l — bP-i) (a — 6 ) > 0 , 
aP- 1 - bP 5 aP~ l b -+- b?-i a. 


Ajoutons membre 6 membre toutes les mdgalitds que l’on peut foimcr 
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en prenant toutes les combmaisons deux a deux des p nombres, nous ob- 
tenons 

(p — 1) SaP > a(bP~ l -h . -t- Ip- 1 ), 

-4- b(aP~' 4- cn - 1 -t- -+-/P- 1 ), 

• t 

—H l ( CLP — 1 4 - bP -1 —H -f- h. P— 2 ) 

Mais, par hypotbdse, 

f)P-l 4- cp- 1 + + Ip- 1 > (jd — i) be . I, 
aP-i + cP-'+ . 4- /p- 1 > (p — r) ac . I, 


par consequent, 

(p — i)2aP >p(p — 1 ) abc l , 


et, par suite, A > G 

En appliquant le rdsultat prdeddent aux inverses des nombres a, b 
c , , Z, on trouve amsi G > H 


Example IV 
est divisible par 


L’expression 

S« = (a 4- 6)'*h- ( — «) n 4-(— b)' 1 
q = a 2 4 - a& 4- 6 2 , 


lorsquc n. est un nombie impoii non divisible par 3, el par q 5 lorsque 
n = G/?i 4-1 (Cauciu ) 

En cfTel, on peut consideier S n commc la soinme des puissances d’expo- 
sant n des trois quantitds (a 4- b), (— a), (— b), dont les fonclions “ymd- 
triques fondarnentales sont 

0 , — q, r = ab(a 4- b) 


On a done, sous forme symbolique, la loi de rdcuirence 

S 3t i? q S 4- r , 

on en deduit 

(S 3 - / ) 3 ^y 3 S 3 , 

et, par le ddvelopperacnt, 

S 0 4-(3r a — g a )S 3 = 3rS fl 4- r 3 

Cette forraule permet de calculer les sommesS pour les indices de trois 
en trois En dlevanl les deux membres au carnS, on en ddduit la relation 
rdcurrente symbolique 


Si8_( a? 3 + 3 / 2 )SiS 4 _(^a_ 6<7 3 ;*4- 3^)30 - r fl S°<=^o 
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cette formule pcrmet de calculer les sorarnes S pour les indices cioissanls 
de six en six, et de vdnfier le theoifimc dnonc^ 

Exemple V — Pour n impaii et niulliple de 3 , 1 ’expiession 

n — 1 

(a -+- b )' 1 — a n — b n —3(a6) 1 (a -+- b) 
esl divisible par a*-f- ab s -+- 6 2 (Gaucht.) 

452. Demonstration figur6e. — Gonsiddrons des pions disposes 
sur n lignes -> et con tenant respectivement a, 6, c, tf, . pions , 
amsi {Jig nous avons, par exemple, a =5, 6 = 4, c = a, 


a 

b 

c 

d 

e 


Fig 75 

o 0 0 o 0 

O 0 o 0 

0 0 

o o 0 0 0 0 

000 


rf = 6, e = 3. Soit q un nombie entier positif, quelconque, el 
consid^rons tous les ai rcingemenls complets de q pions, & la 
condition de prendre tous les pions dans line m£me ligne, laligne 
a renferme ai arrangements complets, la ligne b en renferme bi, 
ct amsi des autres, de telle sorte que le tableau lenferme 


S tJ = ai-h bv-h ci-h -+- li 


arrangements complets. D’autre part, consid^rons toutes les coni- 
binaisons simples de tous les pions, en norabre S,, mais en 
prenaut q pions de telle sorte qu’il n’en soit pns qu’un seul par 
ligne, puisqu’on pent choisir entre a , 6, c, pions, dans cliaque 
ligne respective, ll est clair que le nombre de ces combinaisons est 
£gal & la fonction s^m^tnque fondamentale 

p q = abc 

Nous allons calculer S q en fonction de S ? _ l5 S ? __ 2 , Pour 
former les arrangements complets S ? , nous prenons d’abord tous 
les arrangements complets {q — 1 ) 4 (q — i), en nombre S ? _ 4 , 



CHA.PITRE XV — LLS FONCTIONS SYMETltlQUES 269 

et nous ajoutons uq quelconque des S| =p , pions Nous forinons 
ainsi 

Pi Sr/- 1 

dispositions, mais nous avons compt£ en Lrop Jes anaugemenls 
dans lesquels le pion ajouti? appartient it une ligne diffdiente de 
l’arrangement S ? _,. Mais pour former les arrangements complels 
contenant (q — i) pions dans line Ligne et un dans une aulrc, on 
peut partn de tous les arrangements compleLs S 9 _ 2 , les syst^mes 
des deux, lignes occupies par les pions sont en noinbre et l’on 
a amsi p*Sq _2 dispositions, on aurait done 

Pi S//-1 pi S,/-i 

Mais, parmi les demises dispositions, on a compte en trop 
celles qui contiennent (q — 2 ) pions dans une ligne et deux pions 
dans deux autres lignes difl’drentes, on a done 

Pi S/jr- | - Pi S t/ -i ~hpa Sy-T, 

et ainsi de suite Enfin, les dernieies dispositions obtenues, en 
nombre p v _ t S,, ne sont pas piecisdmcnt celles que l’on devait 
obtenir, nous avons conipt6 en Lrop LouLes les dispositions de q 
elemenls, pris sur q lignes dififerentes, en nombre p q , de plus, 
toutes ees combinarsons out (kd complies q fois, car pour les ob¬ 
tenir nous avons pus une combinaison tie (<y — 1 ) pions, et nous 
en avons ajoutd un autre. On a done la lormule gthi&rale (') 

^7 P\ S7—1 -+■ Pi S7-2 —Pz S7-3 + — Pq-\ Si + ptj <7=0 

Cette formule renferme Loutes les formules de Newton, caron 
peut supposer q^> n, et alors p q = 0 . 

153. Fonctions sym6triques doubles, triples — Nous venons 
d’mdiquer la m£thode de calcul des tonctions sym^triques simples, 
c’est-^-dire des fonctions dontebaque Lermene contient qu’uneseule 
quantity, on appelle fonctions symeti iqnes doubles, triples } . . . 
celles dont chaque terme contient deux, trois, . . . lettres 


(’) Mantel, Sur les coinbuiaisoiis d’elements dispei scs dans un plan (Congics 
de Rouen, i883) — Von aussi le n a 81 
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Si l’on suppose a ^ (3, on a 

Xa«£P = s«sp—i«+p, 

le norabre des termes de 53 est le nombre des arrangements 
simples de nobjets pris deux k deux Mais, si Ton suppose a = [3, 
on a 

‘lha*b*— ^ — s sa , 

eL le nombre des teimes de 53 est la moitiA de 

Si Ton suppose a, (3, y in^gaux deux& deux, on a 


Ea^bPcY = s^sps ' — £a 5 p+y — s|3 S{+u — ■+■ 2$ a +p-t_Y 5 

le nombre des termes de la fonction symAtrique triple est Agal au 
nombre A® des arrangements simples de n objets pris Lrors it Lrois 
Mai^ si deu\ exposants deviennent ^gaux, on doit divider le second 
membre par 2 ! et si les trois exposants deviennent Agaux, on doit 
diviser par 3 1 

On peut calculer ainsi successivement les fonctions multiples 
53..A; le nombre des termes de ceLte fonction est tfgal au 
nombre des permutations avec rAp^lition des exposants a, [3, y, , 
entiers, posilifs ou mils. 

Lorsque Lous les exposants des lettres de la fonction synnSlrique 
sont Agaux, le calcul se snnplifie, puisque cela revient a remplaccr 
les quantity a, c, . / par b a , c a , , par suile, les 

founules (3) du n° 151 donnent 

2' 2 (a 6 )* = s^— s 1CL , 

3 1 S (abc)* = s=» — 3s a $ a «+ 2S 3 «, 

41 Z(cibcd)*= sl—Gsl s ia + 8$ a $ J:t + 3^ a — (i^ a , 


154. Rangement et nombre des termes d’une fonction sym6- 
trique entiere. — Consid(5rons une fonction entire et symdlrique F 
des lettres a, b, c, . ., l; ddsignons par a leplus grand exposant. 
A cause de la symAtrie, la fonction F contient a a et si nous mettons 
a a en facleur dans toils les termes qui le conLiennent, on a 


F — a“F t + 
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et F, est une fonclion sjmdLnque des (n — i) lettres b, c, . , L 

D£signons par (3 le plus grand exposant dans F 1? ll est an plus 
<$°a! & oc, et l’on peut poser 

F, = 6 PF 2 + , 

Fj (?tant une fonction syui^trique des ( n — a) lettres c, cl, . ., 1. 
Et ainsi de smle, de telle sorte que le premier terme de F est 

A, 

A d£signant une constante et a, (3, y, .. , X des nombres positifs 
non croissants, les dermers pouvant 6 tre mils. Si 1 ’on d^signe 
par G la fonction syindtrique formic en permniant tous les expo- 
sants du terme prt^c^dent, la difference (F — G) sera une fonction 
sym^Lnque dont on d^terimnera de m£me le premier terme 

Ain*. cYi Pi, 

A| dtfsignant une constante eLa,, (3 t , y t , ., X ( des enliers non 
croissanLs, posilifs oil nuls, c’est-i-dire tels quo les differences 

a \ — Pit Pi — 'fii 7i — °i> > *1 ~ ^ i 

ne soient pas negatives. Et ainsi de suile. 

D’ailleurs le nombre des termes de la fonction sym^triquc ge¬ 
nerate el homog£ne de dcgi’d p. est 6ga\ an nombre des termes du 
dtiveloppement de 

(d + i + <+ h- J)IS 

c’est-a-dire aDJ, si la fonction n’est pas liomogene, le nombre 
des termes est t5gal h D£ +1 (voir le n° 80) 

155. Methods de Waring — On a 

jDi= 2 a, 

/> 2 — 2 ah, 

p$ — s abc, 


Pi i = abc . . I, 

elevons les deux me mb res de ces egalit^s auxpuissances d’exposants 

a— P, P — y, 7 — 3, . , v. X, 1, 



2^2 L1VRE II — LES NOMBRES R A T10 N N C I,S 

mulliplions membre k membre, eL par A Le produit 

A/D“-P/)P'^r-S. p*z ]pf t 

est une foncLion symdlrique que nous ddsignerons par W el donl le 
premier terme esl egal au premier terme de F Le calcul de F est 
ainsi ram end au calcul de la fonclion sjmdLnque (F —W) que l’on 
range suivani I’ordre mdiqud, onopdre sur(F — W),commesur F, 
et I’on trouve une nouvelle fonclion dgale a 

Ai pi l-’' p}; , 

on opdre de mdiue sur (F — W — "W 1 ), et ainsi de suite Finale- 
ment on a 

F=W + W, + W S + , 

et la fonclion F se trouve exprunde en fonction des coefficients p 
par un nombre d’opdiations qui ne surpassc pas le nombre des 
lermes de la fonclion symdlnque gendrale 

Par suile, on ace thdoieme imporlant . Toule fonclion symd- 
trique entidre et a coefficients enliers de n quanlilds < 7 , , / 

s’expiirae par une fonction entiere, a coefficients enliers, des fono¬ 
tions syindLnques fondamenlales 


156 Degrd et poids d’une fonction symdtrique 
encore par 


ucsignous 


le premier terme d’une fonclion symdlrique, ll rdsullc immddialc- 
nient de la llidone prdeddente que celle fonclion est de elogre a. 
par rappoil a/>i, _/>a,/?i, puisqu’elle conlienl le tenne 

(i) A/^-B/jP-y^Y-S 

de degrd 

(“ — P)-KP — lf) + (Y — 3)-h — X) + X = a 

Ainsi le terme de plus haut degrd de la fonction F, expumde au 
moyen des fonctions symdtriques fondamentales, csl dgal a a 
On appelle poids d’un terme par rapport a des quanlilds />,, yj 2 , 
/? 3 , , /?„, affeetdes d’mdices, la somme des produits oblenus en 
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multipliant l’exposant de chaque lettre par son indice; ainsi Je 
poids du terme (i) est 

i(a — P) + 2(P~^l + ..- + (n — i)(x— Al-i-rcA, 
c’est-^-dire 

ce -J- p -j- y ,.+ x+l = fj. 

Par suite, touLe fonction symdtrique et homog^ne de degr6 p. 
de n quantJtds «, 6, <?, ., L est une fonction entiere de degr6 a 

par rapport & p x , /? 2 , /j 3 , . ., />„, et dont tous les termes sont du 
m6me poids p. On pent verifier directemenl ce thdor&me en ob- 
servanL que, si I’on multiplie toutes les quantiles donndes par un 
in6me nombre quelconque t, la fonction sym^trique homog^ne se 
trouve multiple par tv et les fonclions symtkriques fondamen- 
Lales /?,, pi-, jt? 3 , . , p n sont respectivement multiplies par £, t 2 , 

. , t«. 

A I’aide des deux principes prdcddents, on peul dcrire lmmddia- 
tement la partie littdrale d’une fonction sym^trique, cL ll ne reste d 
dckerminei que les coefficients Ainsi la fonction 


est de degrS 2 et de poids 4> par consequent, les seuls termes 
qu’elle peut contenir sont />,, p$p \, pj 

Exetnple I — Galculcr 1’expicssion de Sa 3 6 a c. 

On trouve 

P\PiPi—^p\Pw— 4 /?2 Pw-v 7 pi Pi — i2/> a 

Exemple II — On a les formules 

2 a — by = 5 a i a +s— s 2 + „ 

2 a a b*(a-h b){a — b)*= s a s a+s — s a+x s a+2 . 

Exemple III — Calculer les valeuis des fonctions symdtriques 2a*6 s , 
2a a & 2 c 2 , . 

En designant par p le nombre des carres contenus dans chaque terme, 
on a, pour 2^, 1’expression 

P%.~ l/^p+l ■+■ 2/>|j.-2/>| J .+ 2 • ± *PlPs 2 / ? 2P 

157. Formules de Waring — On peut calculer direciement s a 
au moyen des fonctions symdtriques fondaraentales par uneformule 
E. L — I. 18 
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de Waring. On peut ddmontrer de diverses noam^res (*) que s a est 
le produit de a par le coefficient de sc~« dans le developpement de 
l’expression 


en supposant 


n R* R 3 
R-t-h - 7 - 

‘2 3 


p __ Pi Pi . P 3 _ 

X 37 a X 3 


R“ 
a 1 


_(_,)«z?. 

v 1 X' 1 


Par suite, on a 


(0 


Sa 


2 ( A, 

« — 


( X f -+- -+“ ■+" X/ 1 ) ^ 


Xt'X.'Xal X,« 




p. 


1 V. 


et le signe 2 s’dtend & toutes les valeurs entires, positives oil 
nulles, des \ qm vtiriGent la relation 

X, 2 Xj -+- ■+■ rl, = a 


Inversement, on peut calculer les fonctions sym(5triques fonda- 
mentales p K ,^ 2 , 7 ^ 0 ? ., y?//, au moyen des sommes . 93 , , 

on d^raonLre que (— !)“/>« est au coe ^ cient de x a dans le 
ddveloppement de 1 ’expression 


en supposant 

Q 


Q 

ii 


Q_ ! 

2 ! 


£1 _£a_ 

x 2 x 3 


Q! 

3 ' 


Sl 

3 a? 3 


0“ 

+(- 04 . 


S/i 

nx n 


(*) La mdthodc la plus rapide, qui nc peut trouver sa place dans Ic LcxLe, re¬ 
pose sur 1’identitd 

('“ 5)('-J) {—z)= l -ir + %- 

si I’on prend les loganthmcs dcs deux membres, on en ddduit I’ldenLitd 

Q^i+i-+ +-^-+ . ■Z.-log(i-R), 

x 2 X* ax* 


cl si Ton ddveloppe le second membre en sdne, ii suffit d’dgalcr les cocfGcienls 
de x~ a 

Inversement, on a 1’idenLitg symbolique 


t — R C ='L) e-Q, 


qm donne les formulcs suivantcs 
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a7 5 


par suite, on a 


<a) 


( —= 2 


( -|)^«+^s+ .+)r 

"XT'W xTT 



x r 


et le signe S s’^iend 4 toutes les valeurs entires, positives ou nulles, 
des X qm vdrifient la relation 

Xi aX 2 -f- . -h 7 X/. = a 

Example I — En particulici, les fonctions symelnqucs de deux quan¬ 
tiles a et b, pour lesquellcs 

a-\-b=p, ab = q, a"b 11 = s„, 


sont donndcs par la formule 


n n(n — 3) . „ 

5/1 = /?"— ~ x P n ~ i( l H--|- -p“-'q'-- 

, ( ,p a) . ifl-ai’+i) ^ 


q r -+- 


Si l’on remplnce a pai x, b para" -1 , p par y cl q par r, on exprime 
= x ,l -\- x~ n en fonclion dej) — x r -1 


Exeniple II — En icpienant les notations dc l’Exemple IV (n°151), on 
a encore la formule 


(a -+- b )> 1 — «"— b n = nqt 



n — 3 
2 * 


tjH-t ! 


(n — /\){n— 5) 
3' 


qii-i — 


] 


Exemple III — Avcc les mfimes notations, la premise formule dc 
Waring montre que s a est le pioduit dc a par Ic coefficient de a; _a dans 1c 
ddvcloppement dc I’cxpression 


on supposant 


on a done 



2 


R> 

3 


R“ 

a 


R= - 

x 


( ? 


r 

x 


)■ 


S j n — 2 ft 


2 


C?/| 

n — i 


5 a/i+i — (2/1 -+- 


■>2 


/-i a / +- i 

- J "~' j 2/+1 

n — : 1 ’ 


pour toutes les valeurs cntieres de i non negatives, pourlesquelles les ex- 
posanis de q et de r nc sont pas n£gatifs 
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276 
On en 


ddduii immcdintcment, en posant 


quc si 


7 = a s -+- fib + b *, 
r = ab(a -+- b), 


n = 6m, 
n = C m -+- 1, 
n = C m -+- '>, 
n = G ni -+- 3, 
11 =- C in -+- f\, 
n = 6 -+- 5 , 


s n n’cst divisible ni pm q , 111 pai r , 
s„ cst di\ isihlc par 7 */ , 
s M i) i> » 7 , ct non par 7 , 

s /; » « » / , i) » i) 7 > 

s /t u 11 ii 7 2 , » 11 11 7 , 

s H 11 ») » 7/ 


FONCTIONS DE DIFFERENCES. 

158. Formules de Lagrange. — Ellcs servcnl a cxprimcr les 
sommes ties puissances do inline exposant des differences lmi- 
luclles de n quanliL^s donndes, uu moycn des sommes des puis¬ 
sances de ccs quantiles ellcs-m£ines Designons encore par a, 0, 
c, . , L les n quanlilds donnecs; par S a la somme des puissances 

d’exposant a de lenrs n(n — 1 ) differences mulucllcs Lorsquc a 
est impair, la somme S a csl millc, puisqnc les tonnes Lcls quc 
_ ft)a e t, (ft — a ) a sont egaux el de signes conlraircs, mats, si 

a cst pair, ces tcrines s’ajoutent et l’on rcinplace S a par 2 S-) en 
ne considdrant alors que les carrds des differences, au noiubrcdc 

v = 5/1(71 — 0 

On a, par la formule du bmGme, 

E(® —a)*7= sq® 2 ' 7 —C5, 7 5 2 a7* l ’/- 2 -l- +ffi 7> 

si l’on remplace successivement x par a, b , c, , /, et si I’on 
fait la somme des resultals, on obtienl 

Sy = S 0 S iq — CJqiJi Sj 7 -I -H- C 2 /ySgSj 7 _2 ■+■ f ( 0^ 

En donnant 4 q les valeurs successives des v premiers enliers 
on calculera S,, S 2 , S 3 , .S v . Paries formules de Newton, ou par 
celles de Waring, on pourra calculer les fonctions symelnques 
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fondamentales P t , P a , P 3 , , P v des carres des differences des 

n quantiIds donnees, au moyen des fonctions symetriques fonda¬ 
mentales p K , /? 2 > Pz, • , [> n de ces quantites elles-memes. 

On suivrait une marc he semblable pour former Ies fonctions 
symetnques des sommes des n quantites donnees prises deux & 
deux. 

Exemple T — Si l’on ddsigne par/>, q, ? Ies fonctions syradLriques fon- 
damentales de Liois quantites, et par P, Q, R Ies fonctions symetuques 
fondamentales des carrds de lours diffeiences, on a d’aboid 

=p, 

s* = P*— 2 q , 

s$ = p 3 —3pq -t- 3 /, 

*k = p i — 4p*q -t- \p' + ay* 

s s = p 3 — 5p 3 q 5p* i -+- 5 pq 3 — 5 qi , 

s a = p° — Gp'q Q>p 3 i - 1-9 p-q 3 —\ipqi —2 q 3 -\-3t 3 , 

puis, par Ies formules de L\gr\isge, 

St = 3 Sj — sf, 

Sj = 3^4.— 4 ^i^3 - 1 _ 3sj, 

S3 — 3 £ q — Gi’t £5 -t— 1j — 1 o i 5 

et, pai suite, 

Si = 2 p 3 — Gq, 

S 2 = 2 p 1 * —T2 p 3 q -I- 18 </ a , 

S 3 = 2 p D — 1 8p k q — 12 p 3 i -4- -I- b\pqr — GGy 3 — 81 1 -, 

cnfin, pai lcs foimules (2) du n° 151 

P = 2 p 3 — Gq, 

Q =/>* — Gp i q-\-c)q i , 

R =p*q*-{- \8pqr —4 < 7 3 — 4P 3/ —27 / 2 . 

159. M6thode de Serret. — Toute fonction des differences de 
n quantites ne change pas, lorsqu’on augmente celles-ci d’un mfime 
nombre L , alors les fonctions symetriques fondamentales prennent 
des accroissemenls 


&P h A/’si 


1 ^Pn —it &Pm 
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q 111 s’annuleDt avec t, et dont les lermes qui contienDent 1 4 la pre¬ 
miere puissance sont respectivement 

lit) (ll l)/?i 1 Pn—\t 

Mais une fonction quelconque cp de p s , p 2 , iPn-i,p,i devient 

<?(Pi + ), 

pmsque le rdsultat ne change pas pour une fonction de diffe¬ 
rences, les coefficients des diverses puissances de /, el en particu¬ 
lar celui de £, sont nuls. Par consdquent, la fonction cp doit veri¬ 
fier la relation 

dcp . .do . c?q> 

n-r~ + (H ~ i)Pi -h (/2 — -h =0 

dpi dp % /r dp 3 

Exemple I — Former le pi oduit cp des carrds des differences de trois quan¬ 
tities donndes a, b, c , au inoycn des fonctions symdtriqucs fondamentalcs 


P> < 7 . * 

La fonctiori symdlriquc clierclidc estde degrd 4> dcpoidsG, son premier 
terme est a h 6 s , cl ainsi la fonction conlient lc Lcrme p i q i Soit done 

? = P^q*-*- B pqr h- Gt? 3 / -+- Dy 3 , 

si Ton annulc idcntiqucmcnt 1'ex.pression 




on en tue 


2 A -+- 3 B — o, 2 B -+- 9 C — 0 , B -+- 6 D -1- G = o, C -t- 4 = o 

cl, par suite 

G= —4> B=-hi 8 , A =— 27 , D = — 4 

160. Fonction alternde de Vandermonde. —On appellc fonc- 
tion altem&e de 11 quantiles donndes toute fonction qui change 
de signe, mais non de valeur absolue, lorsque l’on dchange de 
toutes les mamdres possibles, en nombre v = C“, les quantiles 
qu’elle renferme. 

Ddsignons par V le produit des v differences des n quantitds 
prises dans 1’ordre suivant. determine de telle sorle que Ton prend 
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1 exc6s de chacune des quantities sur toutes celles qui les prdc6dent 
dans l’ordre donn£ 


{b — a) 

(c — a)(c — b) 

(d — a)(d — b){d — c) 

(l —o)(Z —b)(l —c) — 

le produit V est une fonction altern^e des n quantitds, que 1’on 
appelle la fonction alternde fondamentcile de Vandermonde, en 
d’autres termes, si l’on dchange deux des quanlites f et li, par 
exemple, leproduitV change de signe. En efTet, V contienl quatre 
groupes de facleurs : 

i° Ceux qui ne contiennent ui /, ni h, 

'i° Ceux qui conliennenl f et non /i, 

3° Ceux qui contiennent li et non /, 

4° Le facteur ( f — h) ou (h — f) 

Les facteurs du premier groupe ne changent pas; ceux du se¬ 
cond se transforment en ceux du troisieme el inversement; eniin 
le dernier facteur, senl, change de sigDe. 

Si l’on pose 

f(x) = (x — a)(x — b)(x — c). .(x—l), 

on a 

f'(a)= * (a — b){a—c) {a— l), 
f'(b)=(b —a) * (b — c) .(b — l ), 

f\c) = (c—a)(c - b) * ..(c — l), 

• • • • , 

/'(l) =(l -a)(l -b)(l-c) . * , 

par suite, en multipliant, 

V* = (-i)v/'(«)/'(6)/'(c) .f(l) 

Ainsi V J est une fonction sym^trique des quantiles b, c, I, 
il en est de m6ine du carr£ de toute fonction alternde 

Consid^rons mainlenant une fonction entire quelconque, mais 
allern^e F, des n quantitds; le rapport F: V ne change pas par une 
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Lianspositiou de deux quantitds, c’est done une foncLion symd- 
tnque Ainsi touLe fonction entire et allernde de n quantiles est 
Je produit d’une fonction synidtrique entire par la fonction al- 
ternee fondamentale de Vandermonde 

16J. D6veloppement de la fonction de Vandermonde. — Si l’on 
cflectue le produit V etqu’on opdre la reduction des termes sem- 
blables, on obtient un potynfime homogdne de degre v par rap- 
poLt aux quantitds a, b, c, , l En faisant d’abord Je produit 
des termes de la derni&re ligne, puis de la prdeddente, et ainsi de 
suite, on voit que V contient le terme 

a 0 b 1 c s efi l n ~ 1 , 

avec Ic coefficient + i; c’esL le terme principal de Ja fonction 
alternde; par suite, le produit V est la somme des termes, en 
nombre n 1 , 

V = S it 6* c s ,l n ~ 

que I'od peut ddduire, du terme principal, par tous les ^changes 
de deux lettres quelconques, ces termes ont le coefficient -+- i, on 
— i, suivant qu’ils se ddduisent du terme principal par uu nombre 
pair ou impair d’dchanges. En effet, la somme 2 est une fonction 
alternde des n quantitds donndes elle est done divisible par V, 
mais, pmsque ces fonctions sont du m4me degr<§, le quotient est 
une constante que l’on trouve dgale a l’unitd par la consideration 
du terme principal. 

On doit observer que, au lieu d’exdcuter les permutations sur les 
lettres a, b : c, . l : ou peut, sans changer les rdsullals, les exd- 
cuter sur les indices o, i,i, , (n — l) 
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La resolution du systdme de deux et de tvois equations littd- 
rales du pieraier degrd, a deux et 4 trois inconnues, a conduit Leib¬ 
niz (i 6 g 3 ) a la thdone des determinants par l’etude de la loi de 
formation et des proprietes du denominateur commun des incon- 
mies. En iy5o, cette theone a dte retrouvee et gdndrahsde par 
Cramer, pour la resolution d’un systdme de n equations litterales 
du premier degrd 4 n inconnues Elle fut ensuite appbqude dans 
un gLand nombre de questions d’Analysc par BtzouT, Vander¬ 
monde, Lagrange, Gauss, Wronski C’est en 1812 que cette doc¬ 
trine est devenue fdconde, et a dLd dtudide d’une facon systd- 
matique par Cauchy El 1 e a dte ddveloppde considdrablement 
par Jacodi, Cayley, Hesse, Sylvester, Hermite, Clebscet et Bor- 
chardt 

Cette tlidorie a conduit Vandermonde 4 la notion des fonctiona 
allernees dont nous avons donnd les principales propridtds dans 
le Cliapitre prdcddent, inversement, on pent ddduire les pro- 
pridtds gdndrales des determinants, par l’emploi du calcul syni- 
bobque, de la fonction alternde fondamentale de Vander¬ 
monde 

« Qu’est-ce au fond, dit Sylvester, que la thdorie des deter¬ 
minants? C’est une Algdbre au-dessus de 1’Algdbre, un calcul qui 
nous met 4 m£me de combinei et de piddire les ldsullats des ope¬ 
rations algdbriques, de Ja rudme manidre que l’AIgdbre nous per- 
niet de nous dispenser de 1 ’exdcution des operations particulidres 
de l’Anthmetique. » 

Dans ce Chapitre, nous exposerons rapidement les principales 
propridtds dc cette tlidorie, en renvoyant aux Traitds spdciaux pu- 
blids par Buioschi, Baltzer, Salmon et Gunther. Pour le lecteur 
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peii laimliaus£ avec cette m^lhode, nous recomrnandons plus 
parliculi^renient l’Ouvrage de M Mansion (*). 

162. Definition et propri6t6s du determinant — Designons par a 
Je symbole de n quantiles donn^es 


«o. ^1? ^2 j i — lj 

par 6, c, Jes symboles d’aulres quantites, en d’autres 

termes, considerons les n 2 quantites quelconques 


a 0 

4»o 

Cfl 

4 

«l 

by 

C| 

4 


b s 

C 2 

4 

««-1 

bn -1 

C/i-1 

4- 


Si I’on fait le d<5veloppeinent de la fonction alternde fonda- 
mentale 

V = S±a°6 1 c s ,l n ~ l 


et si Ton remplace les exposants par des indices, on obtient le 
determinant ou la somme alternde 

D = L ± aobiCi.. l „-! 

des n 2 quantites donndes Gomme les ^changes ndcessaires pour 
former les termes de V on de D peuvent porter indifferemment 
sur les lettres ou sur les indices, on en conclut qu 'un deter mi- 
nanl ne change pas de valeur lorsqu'on remplace les colonnes 
par les lignes, car le terrne principal forme par le produit des 
elements de la diagonale descendante reste le raeme. 

II resulte de la definition qu hin ddternunant change da signe 
lorsqu'on dchange les dldrnents de deux colonnes , puisque cela 
revieDt a l’ediange de deux lettres de V II en est de m£me dans 
l’echange de deux lignes. Par suite, un determmant qui con¬ 
tent deux i angdes identiques est mil. 


(’) P Mansion, Elements de la thdorie des ddternunants, avec de noin- 
breux exercices, 4° iditioo, j883 (Pans, chez GauLbiei-ViIlars) 
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11 r^salte encore du developpement de la fonclion altern^e V 
que celle-ci se trouve multiphee par k, lorsqu’on remplace a, b 
on c par ak, bk, ck, par suite, on midliplie oil Von divise an 
determinant par k, en multipliant ou en divisant Lous les H6- 
ments d’une rangde par k De la ce corollaire . 

Un determinant est nal lorsque les ilimcnts d’une mime ran- 
gie sont proportionnels aax elements d'une rangie pat allile 

Enfin, on remarquera que si Ton a 

a p = ctP, bp=bn, c p = cP , , l p = h> 

pour toutes Jes valeurs o, i\ 2 , ., (n — 1 ) de />, le determinant D 

est ldentique a la fonction alLcro^e fondamentale 

163. D6veloppeme:nt du determinant — Le determinant D est 
une fonction lineaire et homogene des n qnantites 

«0i a l> • i a n—\) 

et l’on peut poser 

D = ciq Aq ■+■ A( -+- A0 "i- -I - cta -\ A/,—j, 
en designant par 

An, A1, A s , , A,,-! 

des quantites qui ne conliennent aucun des elements a. 11 est fa¬ 
cile de determiner le coefficient A 0 de a 0 , pmsqu’il correspond a 
I’cnsemble des termes independants de a dans le developpement 
de la fonction V, c’est-a-dire au produit de bed. . .1 par la fonc- 
Lion alternee fondamentale des lettres b, c, d, . 1 , /, en ayant 
soin de remplacer ensuite les exposants par des indices On a 
done 

Cl h 

bi Cj h 

A 0 — 

bn —1 C,/_i In —1 

AinsL le coefficient de a 0 dans le determinant D est dgal au 
determinant ohtenu en supprimant la ligne et la colonne qui con- 
tiennent a 0 . On peat obtemr de m^me le coefficient d’an element 
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quelconque, dans ie developpement du determinant D, suivant 
Lous Jes elements d’une meme rangee, ll est egal au detenni- 
nant ± D', oblenu en suppumant dans le determinantD la ligne et 
la colonne qui contiennent cet element En efTet, sans changer la 
valeur absolue de D, on peat amener la ligne qm contient I’eie- 
ment consider h la place de la ligne supdi leure par des ediangcs 
consecutifs de deux lignes; on pent ensuile amener la coJonne qui 
contient l’eidmcnt consider, & la place de la premidrc colonne u 
gauche, par des dchanges consecutifs de colonnes Alors I’diemcnL 
consider occupe la place de u 0 , SI Pon suppnme la premiere 
ligne et la premiere colonne du determinant transfoime, on ob- 
Lienl le determinant D'. 

Pour determiner le signe, il suffit d’observer que D a change 
autant de fois de signe qu’il y a d’unites, moms deux, dans Ja 
somme des rangs de la ligne et de la colonne qui contiennent 
I’eidment consider Si I’on suppose les elements du detemunanL 
placds sur les cases d’un echiquier a deux couleurs nlterndcs, 
coinme l’echiqiner ordinaire, on prendra le signe -|-, ou le signe —, 
suivant que l’eiement a 0 et l’eidment considerd seronl places sur 
des cases de nidine couletir, ou sur des cases de couleurs d [HV 1 rentes 

Lc coefficient d’un element, pris avec son signe, s’<ippelle Ic 
milieui correspondant du premier ordre, on le ddsigne par unc 
grande Jettre Par suite, un determinant est egal a la somme des 
produits obLenus en lmiltipliant tous les elements d’une inline 
ligne ou d’une meme coJonne par les imneurs correspondants. 

Amsi, pour le determinant D dn troisi6me ordre 

«i b i c t 
13 = 63 eg , 

b 3 c 3 

on a les six developpcmenis 

D = a i Aj -+- -t- fl 3 A 3 , D = ajA 1 -i-&|n 1 -i- C|Ci, 

D = b\ 83 -+■ bt Bj h- 63 B a , D — A a h- b 3 Bj-i- cjCj, 

D = ci Gj h- c a G a -1- c 3 C 3 , D = a 3 A 3 + b 3 B 3 +- c 3 C 3 

164. Caloul des determinants. — Si tous les elements d’une 

rangee d’un determinant sonl nuls, a l’exccption d’un seal, le 
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calcul de D se reduit a celui d’un determinant ayant une ligne el 
une colonne en moms 

Si lous les elements d’une langde se ddcomposenl ea la somme 
de deux autres, le determinant se decompose en une somme de 
deux determinants. 

Un determinant ne change pas de valeur si l’on ajoute a tous 
les elements d’une m^me rangde ceux d’une autre rangde paral- 
lele multiplies par un m^me nombre 

Si p Jignes ou p colonnes d’un determinant devienncnt iden¬ 
tities pour x = «, le determinant est divisible par ( x — a)P~ { 


Exemple I — On a 


(6-t-c) 2 or 2 a 2 

6 2 (c-t-a) 2 6 2 

c 2 c 2 (a-t-by 

Exemple II — Le determinant 


= iabc(a + i + c) s 


(a7-T-2<5t) 3 {T-\-iby (ar-i-ac) 1 
(.r-t-rt) 3 (x-\-by (x-t- c) 3 

a 3 b 3 c 3 


est cgal au produil de 

3 x 3 (b — a) (c — «) (c — b), 

(a -+- b -+- e) ar 2 -+- 3(&c -+- ca -+- ab)x 4- babe 
Exemple III — On a 


par 


o a b c 
a o y P 
b '( o a 
c P a o 


= a 2 a 2 -t- 6 s P 2 c 2 y 2 — 2 be Py — acaya — aa&ap 


Exemple IV — On a 


X 

a 

b 

c 

a 

T 

'( 

P 

b 

— Y 

X 

a 

c 

-P 

— a 

X 


= a 4 -H (ft 2 -t- 6 s -t- c 2 -t- a 2 -f- P 2 -t- y 2 ) 2 ? s -|- (aa - 1 - 6p + cy) 2 
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Exe tuple V — Le determinant 

o i i i 

i a -+- x b -\- x c-\-x 

r a'-^y b'-^-y c'-\-y 

i a" z b'-\- z c" -+- z 

est mdi5pendant de x, y, z. (Svlvestj'R ) 

Ere tuple VI — Lc determinant a re hgnes 

I a X X ^ 

p. b X \ 

(J. [JL C X , 

\L \L [>. cl 

dans lequel tous Jcs elements d’un m£mc c6td de la diagnnalu sont cgaux, 
a pour expression 

(_,y, x — -. 

SI Toil [>OSC 

f{x)=(x — a)(x — b) ( x — l ) 

Pour p. — X, il sc rdduit A 

( _ ir[A X)-X/'(X)] 


Exetriple VIT —Galculci lc dikciminanl 

lit i 


A/l+i 

^p— a; i+i 

A < 

'vi+i 

A?j+2 


Ki[ 

JkP- l 

n-n+z 

• WV,, 

dans lequel AJg ddsigne le nombre dcs anangements simples de p ohjris 
pris q a q (a 0 43 ) 

Exemple VIII — Si l’on d^signc pai a 
conques en nombre re, par s leur somrac, 
de celte somme sui les quantities donates, 

, b, c, , l drs quanLiles quel- 

ct pai A, B, G, ., L les exeds 
lc detci ininant 

x — A b 

C 

l 

a x — B 

c 

l 

a b 

x — G 

l 

a b 

c 

x — L 
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a pour expression x(x — s) ,,— el le determinant obtenu en rcmplapant 
a, b, c, , l pai A, B, C, . , L a pour expression 


[a- — (n — *2)$] (a; — s)"-' 


Exemple IX — Lc determinant 

a\ — bi a, — 6 2 

Cli — bi 
— b 1 fij — 6 2 

ct n —b | ci n —bi 


— b a 

<t 2 — b ,j 

b n 

tin b n 


cst identiquement nul 


Exemple X — Lc determinant obtenu en rcmplagnnt Jes elements du 
determinant precedent par leurs invcises est dgal au produit des diQe- 
lences mutuclles des nombres a, multiplie par le produit des differences 
mutuelles des nombies b ct divise par le produit dc toutes les diligences 
tellcs que (a, b s ) (Gauchi ) 

165 Elements 4 deux indices. — Au lieu de designer les dld- 
ments d’un determinant par des leltres difT^renles (n u 162), on 
peut se servir d’une seule lettie« avec deux indices, enreprdsen- 
tant par ci* le terine placd dans Ja ligue —f de rang x et dans la 
colonne ^ de rang y. 


(A; 


ry 


a\ 

a\ 

a\ 

a'l, 

a\ 

a\ 

al 

a", 

a\ 

«» 

al .. 

/ytl 

<*)i 

a} t 

al 

ST * 1 

Cl n 

: du 

delcrminanL 

esL donnd 


. a?", 

| •* 1 ^0 J n 1 


les nombres X \, x s , # 3 , .. , x n repr^sentent une permutation quel- 
conque des n premiers nombres, et les nombres yj 2 , ys, . ,jK/t 
reprdsentent une permutation quelconque des n premiers nom- 
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bres; de plus, le coefficient e est dgal k + i ou a i suivant que 
les permutations 

v\ a? s ^3 • Xu eL y* 

appartiennent a la mfime classe ou 6 des classes differenles. 

On obLient tous les termes du determinant, en nombre /?!, en 
laissanl invariables tons les indices infeneuis #eten permutantde 
toules les manures les indices sup^neurs^', ou encore en laissanl 
invariables les indices sup£rieurs y, et en permutant de Lontcs les 
manures les indices inf£rieurs x 

Si I’on change les signes de Lous les elements siluds dans les co- 
Jonnes de rang pair, puis si l 5 on change les signes de tons les <§16- 
menls situes dans les bgnes de rang pair, la valeur du determinant 
resLe la mthue, mais tous les elements dont la sonune des indices 
est iiupaire se tiouvent, en signe conLraire, dans le nouveau deter¬ 
minant 

D^signons le ddtenninant des ri 1 elements a par 
A = S ± a\a\ a* 

et par A* le coefficient de a s t dans le developpemcnt de A, sm- 
vant les elements de la r wme ligneou de la A iLm0 colonne; Icinineur 
du premier ordre, obtenu en supprunant la ligne et la colonne 
correspondantes, a pour expression (— i) ,,+f A®, et les sommes 

a} A a ' -+- a} A* -+- -+- a", A", 

a\ A£ -+- a\k'± + . + «?,A;,, 

sont egales a A, ou a zero, suivant que /* cl s sonL £gaux ou me¬ 
ga ux. 

Si l’on d^signe par A, 13, P trois determinants de degre n, for¬ 
mas avec des elements quelconques «, b,p, a deux indices, le de¬ 
terminant de degrd in 


a\ . 

a* 

p 1 

Pi 

a ii 

< 

pi 

p’i 

o 

. 0 

b\ 

K 

o 

0 

K . 

K 
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dans lequel Lous les Elements situ^s au-dessous du determinant A 
sont nuls, est egal au produit AB. 

Si, pour simplifier, nous posons 


C = 


A P 
0 B ’ 


C' = 


O B 
A P 


on a C'=(—i) ,z AB, puisque Ton passe du determinant C au de¬ 
terminant C', en dchangeaut respeclivement les n piemieres lignes 
avec les n derm&res. 


166 Multiplication des determinants. — Pour multiplier deux 
determinants A et B, que l’on peut toujours supposer du m^ine 
ordre /?, nous lemplagons dans le determinant P tous les dJemenLs 
de la diagonale prmcipalc par — 1 et tous les autres par o; on a 
done 

n\ . a'[ (—1) . 0 

< < o t —0 

0 o b\ b'{ 

0 • o b' n b% 

Ajoutons au\ elements de la premiere colonne les elements des 
n derni6res, multiplies respeclivement par 

a \y <*?, «?, • • • , «'/. 

ajoutons aux elements de la seconde colonne les elements des 
n derni6res, multiplies respectivemeut par 

« 1 > «i> • , « 2 » 

et amsi de suite jusqu’k la /i lLino colonne. Posons, de plus, 

' cj = a,' b} -+- a),b * h- h- a ', 1 b“, 
le determinant AB devient 



0 . 0 (—1) o 

o 00 (—r) 

cj . cf b\ b'f 

ft l Al /i^ 

c /t ■ Wi u n u n 


15. L. — 1. 


‘9 
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Par suite, d’apr£s la valeur du determinant C', consider dans 
le numdro precedent, on a 

AB = S ± cl c| c3 c" 

C’est dans celte dernidre dgalite que consiste la rdgle de multi¬ 
plication pai hgnes En cliangeant, dans l’un ou l’autre des deux 
determinants A et B, les colonnes en lignes ou les lignes en cn- 
lonnes, on obtient qualre mameres de faire la multiplication 

Plus gen6ralement, si l’on considdre deux systemes A et B de 
qn quantiles a et b & deux indices, renfermes dans deux rectangles 
de q lignes et de n colonnes, et si l’on determine c* coinme ci-des- 
sus, le determinant des /? 2 quantites 


G = 


< | 


est nul pour n > < 7 , pour n = q, on a C = AB, et poui n < le 
determinant C esL dgal ilia somme des produits des determinants 
formes en prenanl les q colonnes de A et les q colonnes corres- 
pondantes de B, le nombre de ces produits est egal au nombre des 
combmaisons simples de n objeLs pns q h.q Cc iheorimic fouda- 
mental, donne par Binet et par Cauchy, est la generalisation de 
resultaLs qui avaienl ete obtenus par Lagrange et par Gauss. 

Exemple I — Determinant symetrique —G’cst un detcrmiaaiU dans 
lequel les elements de la diagonale principale sont quelconques, les ele¬ 
ments places symetriqucment par lapport 4 ceite diagonale 6tant egaux. 
Les mineurs qui coi respondent a deux elements symetnques soutegau\ 
Le carre d’un determinant est un determinant syrndtrique 
Garre du determinant de Vandermonde — Si l’on pose 

s r = a r +b r -h c r -+-. . -+- l r , 

on a 


s 0 

s 1 

S 2 

Sn— i 

Si 

Si 

$3 

s n 

Ss 

Ss 

Sk 

s n+i 

s n— l 

Sn 

s n- l-l 

• Ssn—i 


V* = 
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Exemple II — D&termmant gauche — C’csl un determinant dans lc- 
quel les dldments de la diagonale principale sont quelconques, les dldments 
placds symdtriquemcnt, par rapport a cctte diagonale, dtant dgaux et de 
signes contraires Si les dldments de la diagonale principale sonL tous nuls, 
le determinant est dit symetrique gauche 

Si l’on change tous les signes des dldments d’un determinant symdtrique 
gauche dc degrd n, on le multiplic par (—i) n , done il est nul, pour n im¬ 
pair Les mmeurs qui correspondent a des dldmcnts placds symetriquement 
par rapport & la diagonale sont dgaux. et de signes contraires 
Un ddteiminanl symdtrique gauche de degrd pair est lc carre d’une fonc- 
tion de ses dldments, que I’on appelle Pfajffien. (Cavlev ) 

Lorsqu’un determinant symdLnque gauchede degrd in est symdtrique pai 
rapport & sa secondc diagonale, on peut Ic mcltre sous la foime du cam' 
d’un ddteimmant de degrd n cn ajoulant aux dldmcnts d’unc rangde ceu\ 
de la rangde symetrique par rappoit au centre (Gunther.) 


Exemple III — Circulant —G’est un ddlermmanL dont les Iignes suc- 
cessivcs sont formdes par les’permutations circulaires des dldments dc lu 
premiere ligne 

Tout circulant de dcgi d pair peut dLrc lendu symdtrique par rappoi t au 
centre 

Lc cnculant donL la premieic ligne se compose de n teimcs cn progres¬ 
sion anthmetiquc dc mison r et dcsomme S a poui cxpiession 


(-0 


n n-l,n -15 


Le circulant dont la picmidi e ligne sc compose des cari ds des n premieis 
nombres cnticis a pour expression 


, (n -+-1) (217 4 -1) n ' l ~ 2 

(— I )" -1 -;- [(11 -4- 2)" — n " 


Lc circulant dont la premidre ligne sc compose des n coefficients du de- 
veloppement de (i-+-ir)« est dgal A 2“ ou a o, suivanl que n est pair ou 
impaji 

Le produit de deu\ circulants de indme degrd est uu circulant. 


Equations du premier degre. 

167. Formules de Cramer. — Resolution de deux equations 
du premier degrd k deuxinconnues. — Systdme de trois equations 
& trots inconnues, de quatre equations 6 quatre inconnues. 

Un systdme de 11 equations du premier degrd k n inconnues, 
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dontle determinant des coefficients des inconnues n’est pas nul, 
ad met une solution et n’en. admet qu’une seule. Ghacune des in¬ 
connues est dgale a une fraction ayant pour denominateur commun 
le determinant des coefficients et pour numerateur le determi¬ 
nant obtenu enremplaQant dans le denominateur la colonne des 
coefficients de 1’inconnueconsider paries seconds merabres des 
equations. 

Pour demontrer ce theoreme important, on range les equations 
de telle sorte que le mineur obtenu en suppnmant la premiere 
Jigne et la premiere colonne du determinant ne soil pas nul, eL 
l’on fait voir que le syst£me a une solution unique, en supposant 
le theoreme venfie pour un syst£me de (n — i) equations a 
(ft — i) joconnues. D’ailleurs, pour ebaque colonne du determi¬ 
nant, ll existe un mineur du premier ordre qui n’est pas nul; par 
consequent, les inconnues se presentent Loutes sous la forme dc 
r.niMRTi, sans qu’il soil necessaire de venfiei a posteriori V exac¬ 
titude du rdsultat, ainsi que Gauss le pensail. 

Exeinple 1 — Deux marchands de vins cnlrent dans Pans, I'un avec 
ban iques et I’autre avee 20 baniques du mAmc piix Mais, comma lls 
n’onl pas assez d’argent pour acquitter les dioits d’cntice, le prcmiei paye 
avec 5 barriques et ajoute 4o rr , l’autre acquittc avee 2 baniques el on lui 
rend 4o fr Quels sont les prix de la barrique et du droit d’enlrdc dc clia- 
cune d’elles? 

La barnque vaut iio tr et le droit d’entrec est dc io fr . On doit lemai- 
quer que les barriques qui icstent & l’octroi ne payent pas 1’cntroc, et e’est 
14 la cunositd de ce problAme que L 13 Verrier appclait pi obldme ptiige 

Exemple II — Les aiguilles d’une montie soul cn coincidence u inuli, 
4 quels instants seront-clles cncoie en coincidence? 

Dans 1'intervalle de douze beures, il y a onze rencontres sc succcdunL 
4 un onziAme d’heuie — Galrul des eclipses — Durde dc la rotation du 
solcil autour de son axe, etc 

Exemple III .— Les aiguilles d’une montre sonl cn coincidence a midi, 

4 quels instants seront-elles i° directement opposAcs, 2 0 peipcndicu- 
latres, 3° 4 quels instants sont-elles inclines d'une fraction donnAc du 
cadran ? 

Exemple IV — LAs aiguilles d’une montre sont cn coincidence 4 midi, 
quelles sont leurs positions simultanAes pour lesquelles les deux aiguilles 
peuvent dtre remplacAes 1’une par l’autre, 4 un autre instant. 

En imaginant une aigudle Active marchant douze fois plus vite quel’ai- 
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guille des minutes, les positions demanddes se succedeni aux inteivalles 
des temps de coincidence de l’aiguille des heures et de l’aiguille Active 
Done, en douze heures, il y a x 4 3 positions des aiguilles, gut sc succddent 
a intervalles egaux, en tenant comptc des coincidences — L’dnoncd et la 
solution de ce probldme sont dus & M Laisant. 

Exemple V — TJn paquebot met k la voile de Douvies avee un vent 
frais, arrive & Calais en deux heures. Pour rctourner, le vent diant con- 
traire, il fait 6 milles de moms & J’hcure, mais, k mi-chemm, lc vent 
change de nouveau, le paquebot fait deux milles en plus, & l’heure, et re- 
vient k Douvres dans les six septidmes du temps qu’il aurait employd si lc 
vent n’avait pas changd Trouver la distance de Douvres a Calais et les vi- 
tesses dilTdrentes du paquebot 

Distance, aa milles — Vitesses a 1 ’heure, u,5 et 7 milles 

Exemple VI — Deux stations distantes de 4 km sont relides par une 
double ligne de tramways A chaque station, les voitures parlenl de trois 
en trois minutes, el marchent avec la undone Vitesse sur chaque ligne Un 
pidton parcourt umformdment la mdme ligne, au moment ou il part de la 
premidre station, il voit une voiturc la quitter, une autre y arnver De 
mdme, au moment ou il alteint la seconde station, une voiture cn part el 
une autie y amve En comptant les voitures avec lesquelles il s’est trouvd 
k l’une el a 1 ’autre station, lc pidton cn a rencontrd 19 allant dans le 
mdme sens et 43 allant cn sens contraire Trouvei la Vitesse du pidton et 
celle des voituies 9 

Exemple VII -- Rdsoudic les dquations 

cit -r- by -+- c z -l- d l = \ , 

— b r -r- a) -+- dz — c I = Y, 

— cj -- dj a z b L = Z, 

— da -h cy — bz -+- a / = T 

Si 1’on forme lo carrd du ddtcrmmanl des inconnues, on voit que cc dd- 
terminant est le carid de 1 ’cxpressiou 

A = -f- b* -H c 2 + d 1 

On a cnsuile 

A x = a\ — b Y — cZ — dT, 

A y = bX -h a Y — d Z -+- c T, 

As = c X -t- d Y -ha Z — &T, 

A^ = dX — cY-hbZ-hexT, 


et, en ajoutant les carids (n° 69) 

(<**-!- c»+ d») (x*-hy*-h z*-h £*) = X s + Y a -h Z s 4 - T* 
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Exemple VIII — Rdsoudic, pai lappoit ft x, y, z, t, p, q, /, s, les 
equations 

ax by cz -h dl -b cp-^ f q -4- gr -+- /is = X, 

— bx -j- ay -+- dz — ct -+- fp — eq - la gs — Y, 

— ca — dy -h az -+■ b t + gp -+- hq — er — fs — Z, 

— dx -+- cy — b z a t -h It p — gq + f 1 — cs = T, 

— ex — fy — gz — kt + ap -+- bq -+- ci ds = P, 

— fx -+- ey — liz H- gt — bp -+- aq — dr -+- cs — Q, 

— gx -l- hy -t- ez — ft — cp -4- dq -r- at — bs = R, 

— At — gy h- fz-\-el — dp — cq-\- bi -h as — S 

\ 

En pienant Jc cand du determinant dcs inconnues, on voil que cc de¬ 
terminant esL lc bicair 6 de l’expression 

L = a-b % -±- c*d* e 2 -i- / ! -t- A 2 

En multipliant ensmte Jcs Equations pai les nonibios a , b, c, d, e, f, 
g, h, pi is avee des signes convcnnbles, oa tiouvc 

At == aX — AY — c Z — r/T — e P — /Q — ^R — AS, 

Hy = AX -y a X — d Z -t- cT — /P -t- eQ -+- A R — ,^S, 

Hz = cX-w/Y-h «Z — AT-^P-AQ-l- rR-h/S, 

Ht =dX — cY+ AZ + aT—AP + ^Q — fR h e S, 

A p = cXh -/X -+■ gZ -i- AT -+-rtP- AQ — cR — t/S, 

Lq = fX —e Y -+- AZ --gT -r- b P -l- <zQ oJR — cS, 

A 1 = gX — AY— eZ -+- /T -j- cP — dfQ a R -+- AS, 

A s = AX -+- gX — /Z-eT + ^P+ cQ — AR -i- aS 

En ajoulant les canes, on d^montre que 

Set 2 St 2 =SX 2 , 

on, en d’autres termes, que le produit d’une somnie dc hu.it carrespar 
une somme de huit carris est une somme de huit can 6s 

Exemple IX — Si la somme des carrds des Elements de cliaque ligne 
d'nn determinant est dgalc ft r, el qu’en outre la somme des produits des 
elements correspondants de deux, lignes quelconqucs soit nulle, les mdmes 
lelations ont lieu entre les elements des colonnes — Lc determinant est 
dgal ft ±i, cliaque mineur est 6 gal, en valcur absolue, a l’eiemcnt corres- 
pondant. Enfin, si Ton fail poui chaque ligne le produit des elements, la 
somme des cair£s de ces produits est dgale ft la somme correspondante 
pour les colonnes 

Les trois exemples precedents trouvent Ieur application dans la theorie 
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des carves magujues, ct mversement cclte ibdorie donne lieu & de nom- 
breuses identity 

168. Th6or6me de M. Rouchd (*). — Lorsque le determinant 
des coefficients des inconnues est nul, la resolution d’un systeme 
hneaire donne lieu a une discussion interessanle qui s’applique & 
un nombre quelconque p d’equations du premier degrd contenant 
un nombre quelconque q d’inconnues. On forme le Tableau rec- 
tangulaire, 5 .p lignes et q colonnes, des coefficients des inconnues, 
etl’on suppose que l’un au moms des elements du Tableau n’est 
pas nul. Alors il existe un determinant form6 avec les coefficients 
de n lignes et de n colonnes, de telle sorte que ce determinant de 
degre n ne soit pas nul, mais tel que lout determinant de degre 
(n H- i), forme avec les elements du Tableau, soit identiquement 
nul D’ailleurs, il peut exisler plusieurs determinants de degre n 
qui ne soient pas nuls, et l’on peut choisir l’un d’eux, que l’on 
appelle ditei nunant principal du systeme, de telle sorte qu’en 
modifiant l’ordre des equations et celui des inconnues ce deter¬ 
minant A soil forme des elements contenus dans les n premieres 
lignes et les n premieres colonnes du Tableau 

On borde ensuite le determinant A avec une ligne formee par 
les elements correspondants d’une autre ligne du Tableau et avec 
une colonne contenant les Lermes connus des equations corres- 
pondautes On obtient ainsi des determinants, de degre (n + i), 
que l’on appelle delei minants caractdristiques du systeme 
lineaire. Cela pose, on a le theoreme suivant • 

Pour que la resolution d’un systeme de p equations du pre¬ 
mier degre & q inconnues soit possible, il faul et il suffit que 
tous les determinants caracteristiques que Von peut d6duire 
du determinant principal soient nuls. Lorsque ces conditions 
sont remphes, le systeme est determine ou indetermine, suivant 
que le nombre des inconnues 6gale ou surpasse le degre du de¬ 
terminant pi incipal 

Il resulte de ce theoi£me que la condition necessaire et suffi- 
sante pour qu’un systeme de n equations & n inconnues admette 


(’) E Roucue, Note su/ les equations luidaires (Journal de l’£ cole Poly- 
technique, XLVHL* Cahier, 1880 ) 
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une solution unique esL que le determinant du s)st6me soil djffti- 
rent de o 

Remarque 1 — La throne prdc^denLe permeL de representer 
Jes rdsultats des operations fondamentales de 1’Arithmetique et dc 
l’Algebre sous la forme de determinants En eflfet, ces operations 
determinent en general, d’une fagon unique, par des equations 
lineaires, les coefficients de certains polyn6mes On peut done 
raetlre sous forme de determinant la valeur numerique d’un polj- 
n6me, les coefficients du produit on du quotient de deux poly- 
n6mes, les coefficients du reste de la division d’un polyn6me pai 
un autre polyn6me, les coefficients de la formulc d’interpolation 
de Lacrance, etc 

Remarque II — Les formules concernant les suites r6cur- 
rentes donnent encore l’expression des inconnues sous forme de 
determinant. Ansi les formules de la throne des comlnnaisons, 
celles du calcul symbolique, les formules de sommation des puis¬ 
sances numeriques, celles qui concernent les nombres de Ber¬ 
noulli, d’EuLER, de Genocchi, les formules de Newton sur le 
calcul des fonctions symetriques, etc , produisent des determi¬ 
nants Gependant, il est bon d’observer qu’il ne faut pas abuser 
de cette forme plus complete, et surLout lorsque le calcul direct 
des inconnues est plus rapide que celui que l’on peut obtenir par 
le developpement des determinants qui leur correspondent 

Example I — R.6soudie les equations 


X 

I 

y . , 3 

ct — i— X 


6 4- X c 4 - X 

X 


y , 3 

ct 4- [x 


b 4- fi c 4- [i 

X 

4 - 

-Y , = 

a 4- v 

b 4- v ' c 4- v 


Exemple II — Ftesoudre les equations 

ar-h 7-+- z 4 - * = e 0 , 

ax 4 - by -\~cz 4- dt = e x , 
alx 4- b l y 4- c*z 4- d i t = e 2 , 
a'x 4- b*y 4- c 3 z 4- d® t = e 3 . 
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Example HI — Tiouver, par lu iheorie des dcitei aimaaIs cl par le 
bin6me de Leibniz, la formule qui doane la ddrivee d’ordre n d’uae frac¬ 
tion ( u : v). 

169 Equations lin6aires et homogdnes — Lorsque les Lermes 
qui ne contiennenl pas les inconnues sonl tous nuls, tous les de¬ 
terminants caracterisliques sont mils, puisqn’ils renferment unc 
colonne de zeros, par consequent, tout systeme d’equations 
lineaires et homogenes admet toujours une solution, celle dans 
laquelle loutes les inconnues sont nulles. Mais on dit que le sys- 
teme des equations est compatible, lorsqu’il admet une solution 
dans laquelle l’une, au moms, des inconnues n’est pas nulle, alors 
on a deux cas A distmguer, suivant que le degre du determinant 
principal est dgal au nombre des inconnues, ou se trouve plus 
petit. Lorsque le degre du determinant principal estegalau nombre 
des inconnues, le systeme n’admet que des valeurs nulles pour les 
inconnues. Mais, si le nombre des inconnues surpasse, dc A unites, 
le degre du determinant principal, on peut donner a A des incon- 
nues des valeurs arbitrages et, par suite, differentes de z£ro. 

Ainsi, pom qu’uii syst&me liniaire et homogene soit compa¬ 
tible, il faut et il sujfit que le degri du determinant principal 
soit plus petit que le nombre des inconnues. 

En particulier, pour qu’un syst6me de n equations homog6ues> 
4 n inconnues soit nul, il faut et il sufGt que le determinant des 
coefficients des inconnues soil mil 

On en deduil diverses propneids des determinants identique- 
ment nuls 

Pour qu’un determinant soil nul, il faut et il suffil qu’il exisle 
entre les elements des rangees une m^me relation lineaire et homo- 
gene. 

Dans un determinant nul, les mineurs des elements de deu\ 
iang6es paralleles sont proportionnels. 

170. Formes lin£aires et homog&nes. — Pour qu’une forme li¬ 
neaire et homogene soit nulle, quelles que soienl les valeurs attri- 
buees aux variables, il faut el il sufGt que tous ses coefficients 
soient nuls. 

On dit que des formes lineaires sont mdipendantes lorsqu’elles 
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peuvenL prendre des valeurs donndes arbitrairement pour cer- 
taines valeurs des variables, 

Le nombre des formes homog&nes eL md^pendantes de n va¬ 
riables ne peul surpasser le nombre n des variables 

Pour que n formes bomog^nes k n variables soient independantes, 
il fant et ll sufGt que le determinant des coefficients des variables 
ne soit pas nul. 

Pourque p formes &(/>-!- q) variables soient independantes, 
il faut el il snffit que Ton puisse former avec le Tableau des coef¬ 
ficients des variables un determinant de degre p qui ne soil 
pas nul. 
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171 Des suites r6currentes proprement dites. — On appelle 
ainsi une suite de nombres 

> lt~3, M-2, M-l, It 0, fi lj w 2> “3? , 

Lels qu’il exisle une inline t elation hniaire homogdnc, a coef¬ 
ficients constants, entie p nombres cons^culifs. En d’autres 
Lermes, on a dans loute I’dtendue de la suite 

a i) ll n+p— 1 + -h O, 

oil, sous la forme symbolique, 

up /( u) < dS=i o, 

f(u) d^signant un polyndme de degr<§ n dont les coefficients 
extremes ne sont pas nuls, et p un enlier quelconque. Le poly- 
n6me 

f(ll) — -i-«re, 


s’appelle Ydchelle de / dcnrrence. 

Pour une m6me £chelle, ll existe une infinite de suites, mais 
Loute suite est d^ternun^e, et peut 6tre prolong^e indefiniment 
dans les deux sens, lorsque Ton connait n termes cons^cutifs et 
les coefficients de l’^chelle. 11 r^sulte immddiatement de la que 
l’^chelle d’une sdne r^currente ne change pas lorsque Ton aug- 
raente d’un m6me nombre tous les indices des termes et que deux 
suites de m£me ^cbelle de degre n sont identiques, si n termes 
cons^cutifs sont £gaux chacun a chacun 

Lorsque n termes consdcutifs d’une suite sont nuls, tous les 
termes sont nuls; ainsi, une suite illumine de z£ros forme une 
suite r^currente d’^chelle quelconque Inversement, lorsqu’une 
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suite r^currente coatient n termes consdcutifs £gaux k z6ro, le 
degrd de son 6cbelle surpasse n 

La suite r^currente du premierdegrd est donate par l’^chello 

U — fl^O. 


c’est uue progression geomJtrique de raison a, el un terme 
quelconque a pour expression 


Si I’echelle est 


u„ = A a ' 1 , 


( u — r) 3 ^ — 2 u ■+■ i o, 


chaque terme est la mojenne arithmdtique des deux termes qiu le 
comprennent et la suite est une progression arithmetique de 
raison quelconque. En g6n£ral, si <$(%) d^signe un polynAme de 
degrd n et si le terme g£n6ral d’une suite est 


ii/>— <pG°>> 

on a une suite r^currente aj'ant pour 4cbelle lc d^veloppemenl de 

(a — o, 

comme cela r^suke imm£dialement du calcul des differences 
(n° 76) 

Les suites r^currenLcs ont ete ^tudi^es par Cassini, Moivre, 
Euler, Lagrange et par D AndrG^). Nous avons donne, dans 
les Ch&pitres qui precedent, quelques exemples de suites r^cur- 
rentes bn^aires, dont les coefficients n’^taient pas constants 
Mais, dans ce qui va suivre, nous supposerons les coefficients 
constants 


172. Propri6t6s des suites r6currentes. — i° Si l’on mulliplie 
lous les termes d’une suite rdcurrente par un m£me nombre, on 
obtient une suite r^currente de m£me ^chelle 

2 ° Si l’on renverse le sens du numerotage des termes d’une 


(’) Cassini, Histone de I’Acaddmie royale des Sciences, p 3 og Pans, 1680 
Moivre, Miscellanea analytica, p 27 — Euler, Jntroductio m Analysin, t I 
— Lagrange, CEuvres completes, t I, III etV — D Andre, Annales de Vicole 
Normale supineure, 3 "s 6 ne, t VII, Paris, 1878 
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suite, on oblient one uouvelle suiLe dont TdcheUc s’obtient en 
remplagant dans la premiere u par u~ % 

3° Si l’on multipbe Lous les termes d’une suite r^currente par 
les termes successifs d’une progression g^om^trique de raison X ., 
on obtient une suiLe r^currente de m6me degrd dont l’edielle se 
ddduit de la premiere en remplagant u par it \ X. On pent simplifier 
le calcnl des suites idcurrentes en supposanl que 1c premier ou le 
dernier coefficient de l’^chelle est dgal & l’unite 

4° Si l’on mulliplie les termes correspondents u p , v p , w p , . 
de plusieurs suites rdcurrentes de meme echelle pardes conslantes 
A, 13, G, , la soinme 

A 7 if ) -i- 13 (>p -+- G n>p -+- . 

forme une suite rdcurrente de m6me dchelle. En parliculiei, touLe 
fonclion bn^aire et homog<! j ne d’un nombre quelconque de termes 
d’nne suite r^currente est une suite de m£me dchelle. 

5° II r^sulle des deux propndtds prdcddentes que, si l’on mul- 
Liplie le teime gdn^ral u p d’une suite r^currente par \p<. p(X), en 
d^signant par tp(X) un polyndme en X de degrd quelconque, on 
oblient une suite dont l’^chelle se deduit de la premiere en reni- 
plagant u par u : X 

G u On peut multiplier, et non diviser, l’ecbelle de recurrence 
j {it) pai nn poJyn6me quelconque iJj (it) En efFet, soit 

<\> (77) = A W -+- B u r ~ 1 -+- G u > -1 -4- 

on a. pour Loute valeur emigre de p, 

ct, par suite, 

Au,t J+r f(u)^ o, 

Bii/' 4 '’- o, 

f! riP+’- 1 f( u) o, 


en ajoulant les tfgalit^s prdcedentes, il vient 

Ainsi les differenls termes de la suite de Fibonacci, d’ordre 
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quelconque (n° 6), qui vdrifient la relation 

lin'd ie M n_1 -+- U H ~ 2 -f- u n ~^-\- -+- u °, 

v^rifient la relation suivante, obtenue en mulLiplianL les deu\ 
membres de l’6galil6 sjmbolique pr^c^denle par (u — i) 

««+I^A,2 11 " — 11 ° , 

en d’anlres termcs 

ll /t+n+l = 2 ll/i+/I — lf/> 

Plus gendralemenL, d^composous 1’dchelle en deu\ parties, el 
supposons que I’on ait, de diverses mameres, 


/i(m)^?i ( it ), 

fl(u)‘±<?l(ll). 


mats de lelle sorte qu’en faisant passer les tennes du second 
membre dans le premier on relrouve f(u) } on aura, en d^signant 
par v I r un polynGnie quelconque h plusieurs variables, 1’identit^ 

)‘^'F( t Pi,®s> c P3, ) 

On oblient ainsi des relations, en nombrc ind^fini, entre lei 
termes d’une suite r^currente quelconque ( J ) 

173 Fonctions r6currentes fondamentales — Parmi les suites 
r^currentes d’^chelle donn^e /(ti), de degr£ /i, ll y a lieu de con- 
siddrer plus particulterement celles pour lesquelles les n valenrs 
initiales sonttoutes nulles, & Perception de l’une d’elles, supposde 
^gale & i, nous les appellerons les fonctions rdcurrentes fondanien- 
tales. Ddsignons parfl’un des nombres entiers 

o, I, 2 , , (71 — l), 

par j un entier quelconque et par L{ le terme d’indice j de la 
foncLion fondamentale pour laquelle on suppose 

iJ, = r et L{ = o, 


(') Voir nos Jtecherches sur plusieurs outrages de Leonard de Ptse et Sui 
diverses questions d’Arithmdtique supdneure, p 33 - 4 a. — Rome, 1877 
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r loutes les valeurs dey, de o a (/* — i), 4 [’exception de i. Un 
le quelconque ii } d’une suile recurrenle de l’echelle donn^e, 
t les valeurs lmtiales sonl 

^0) ^1? Wjj 7 W/l — 1 > 

prime en fonclion lindaire et homogene des n fonclions fon- 
lentales d’indice j, pai la fonnule 


uju^\J Q L4 - -+- Un—\ L«_ii 

ogne a la formule d’interpolation de Lagrange (n° 105) En 
t, les conditions imtiales se trouvent vdrifides d’apr&s la defini- 
m6me des fonctions fondamentales, de plus, Uj vdrifie la loi 
ecurrence, puisque c’est une fonclion hn^aue et homogene de 
itions qui subissent la m£me loi 

>n peut encore exprimer un lerme (/yd’une suite rdcuirenlc 
Iconque du /i ieniD ordie, en fonclion lindaire et homogene de n 
ties consdculifs d’une seule fonclion fondamenlale el ainsi, par 
nple, de la fonction L„_ l7 que nous ddsigneions, pour simpli- 
par U. Soit 1’echelle de recurrence 

/(«) ^ u" — p\ u ,L ~ 1 -+- piii’ 1 -- — pau n ~ a 4 -. , 

ons 

,/u = Ho, 

f\ — tl\ —Pi It-0 ) 

fa = Uj — pi iii Pi 

A = Hi — Pitti-^- Pitti— Pa“oi 

• • • f 

elle sorte que fj s’annule pour j ^ n On a la formule sui¬ 
te, analogue e la formule d’lnlerpolation de Newton (n° 108), 

Wy = /oUy +n -i -t-/iUy+/j-a-j- > /2Uy- t -, t -3+ -+- fn-iUj 

In effet, celte formule est verifiee par les conditions initialed, 
.i qu’on le voit en remplagant j par l’un des nombres de o a 
— i), el en calculant les coeffictenls des valeurs imtiales u 0 , 
.; de plus, elle est soumise k la loi de recurrence, 
ime fonction lineaire et homogene de suites assujetties k la 
ne loi. 
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174. Th6or6me de Lagrange. — Lorsque l’echelle est le produil 
de n facteuis lin6aires donnas eL que l’on a 

f(u) = (u — a){u— b)(a — c) {u — l), 

en designanl par a , b, c, , l des quantities inegales deux & 
deux, od peut expinner un terine quelconque Uj d’nne suite re- 
currente en fonction lindaire des puissances de mdme exposant de 
a , &, e, . , /, par la formule 

(1) itj — GcJ-t- + L U 

En efiet, les coefficients A, B, G, ,L se determincnl an 
moyen des n valeurs iniliales et consdcutiyes 

II 0’ M|j ll ii ) 

par n Equations du premier degid oblenues cn rempluganL j par 
o, l, 2 , . , (n— i), dans la formule (i) Le determinant des in- 

connues n’est pas mil, pnisqu’il est egal & la fonction allcrnec fon- 
danaentale de Vandeumoisde 

Mais nous ferons observer qne la formule piecedenLc, qui repre- 
sente le thdoreme de Lagrange, est lllusoire dans le cas gdndrnl, 
puisque Ton ne connalt presque jamais la decomposition de 
rdchelle en facteurs lineaires, ou que lorsque ceLLc decomposition 
est obtenue, les quantiles a , 6, c, , l n’dlant connues qu’avcc 
une certaine approximation, on ne peut en deduirc des requitals 
exacls II est done preferable de se servir des deux formulcs du nu- 
mero precedent eL d’etudier les diverses formes de devcloppement 
que l’on peut donuer a LJ, lorsque / esL donneavee les coefficients 
de 1’echelle 

Dans le cas general oii les facteurs lmeaires de l’cchellc sont 
lous distincts, on peutaussi exprimer une suiLe recurrenlc quel¬ 
conque en valeur bneaire et bomogene de n lermes cons6cutif& dc 
la suite 

Sj — aJ -+- bJ -+- cJ -+- /./, 

en posant 

( 2 ) n J= as y-+- P$/+i + + . ~r~ "ks h —, 

On determine les coefficients a, [3, y, 


, X, au mo^cn des va- 
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leurs iniliales m 0 , uu 2 , .. u , 2 _<, par des Equations lin^aires et 
homogenes dont le determinant est egal au discriminant de f(u ), 
c’est-i-dire au carr£ de la fonction alternee fondamentale (n° 166, 
Ex. 1). 

175. Recurrence des fonotions altemdes —Consideronsle deter¬ 
minant du /i l6me ordre 


Q = 


cp(a) c ? (6) ? (c) 

X(«) 7( 6 ) X( c ) 

<K«) *K&) »Kc) 


dans lequel nous supposons que <p, 'j', . • designent des pol;y- 

n6mes quelconques; le determinant Q esl une fonction alternee des 
n quantites a , b, c, . , l. Designons encore par 

f(u)<~!^(u — a)(u — b) (ii — c).. ,(u — l) 

l’echelle de recurrence et par Q y le determinant obtenu en rem- 
plaganl les elements d’une ligne quelconque de Q par aJ, , 

V. Lorsque j varie, le determinant Qy forme une suite recurrente 
de l’echelle donnee, puisque c’est une fonction lineaire et homo¬ 
gene des m£mes puissances des n quantites a, b , c, . I , ii en esl 
de m6rne du quotient de Qy par le determinant de Vandermonde 

Gela pose, remplagons le determinant Q par le determinant V 
de Vandermonde; designons par les grandes lettres A,, B,, G„ 
les mineurs qui correspondent aux eiemenls . du de¬ 

terminant V, et par V{ le quotient par V du determinant obtenu 
en remplagant, dans le determinant V, les elements a*, b l , c‘, 
par aJ , b*, cJ, ; le developpement du determinant donne 

y Y{ *= A i aJ+B i bJ-hC i cJ+ -t- LilJ 

Mais V^ s’annule pour toutes les valeurs de/, de o a (n — i), 
4 1’ex.ception de j = i, dans ce dernier cas, V^ est egal k i. 
Par suite, V^ est identique avec la fonction recurrente fondamen¬ 
tale U t de rang (i -f- 1 ). 

Par consequent, toute fonction recunente fondamentale est le 
quotient par le determinant V de Vandermonde du determinant 
E. L. — I. 20 
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obtenu en remplagant une ligne de V par bJ , cJ, , c’est une 
fonction symdtrique de a, 6, c, 

En parliculier, la fonclion Uj, de rang n, est donnde par l’ex- 
pression 

V U,= V a aJ-\- N b bJ+ V cC y-f- -+- VilJ, 

dans laquelle V^, V*, V c , , V/ sont les fonctions altern^es de 

(n, — i) des quantitds a, b } c, , l, pour n = 2 , on a 


et pour n = 3, on a 


U,= 


( b— c) aJ->r {c — a) b-i + {a — b) cJ 
[b — a)(c — a)(c—b) ’ 


176. Multiplication des suites rdcurrentes — Considdrons deux 
suites rdcurrentes y n et z rl du second ordre, vdrifiant respeclive- 
mentles dchelles 


/(y) c ^y i —py + <7^0, 

<f(z) 4 - q'^ o, 

nous allons ddmonlrer que le produit^-S,, forme une suite rdcur- 
rente. En effet, supposons 

f(y) = (y — «)(r-£)> 

?(*) = (3 — a')(z — b'), 

les nombres y n et z n vdrifient les relations 

y n = A ,a n + B b n , 
z n = A'a'n+B'6'«, 

on a done 

y n z a = AA'(aa')'*-!- BB'(66')' l -f- AB'( ab') n -\- A/B (a'b) n 

Par consequent, le produit u n =y n z n est soumis k la loi de re¬ 
currence 

(u — — bb'){u — ab") (u — a'b)^ o 

Ainsi y n z n est une suite recurrente du quatndme ordre, dont 
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l’echelle peut secure sous 1’une des formes (*) 



ou, par le d^veloppement, 

— pp'u* -+- (p*g ' + />'* q — iqq') M 1 — pp'qq'u -+- q'q'i^o 

(’) On obticnt I’dchelJe dcs u en exprimant quc les polynbmes en <z, du second 
degr6, 

f{xu) et u a <p^, 

ont un facteur commun, et cn remplacant ensuilc u? par u. En gdndral, le probldme 
de Ja multiplication des suites recurrentes d’ordre quelconque revicnt au pro- 
bldme de l’dlimination 
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CHAPITRE XVIII. 


LES FONOTIONS NUM&RIQUES DU SECOND ORDRE 


177 . Definition des fonctions U„ et V„ — Nous appelons/onc- 
tion nam&rique da second ordre toutc fonction y n d’un nombre 
entier n , positif ou negatif, qui est determinee par deux valeurs 
imtiaJesjKo et et par l’echelle de recurrence du second degre 

m* <ijLi pa — 

dans laquelle p et q designent deux nombres entiers, positifs ou 
ndgatifs, donl le produit n’est pas nul 
La fonction fondamentale U n est donn^e par Ies conditions 
mitiales 

Uu= o, U[ = i, 

et la fonction prunordiale V„ est donnee par lcs conditions im- 
tiales 

V 0 = a, V t = p, 
on a done, par definition, 

/ . ( U /t+s = /jU,i +1 — S'Ufl, 

l =p V,i+i— qW a . 

On voit tout de suite, par le calcul des U etdes V pour les pre¬ 
mieres valeurs de /i, que Ton a les relations 

(>) u_.—Va, v-„=+Yi. 

q ' 1 q H 

La fonction generaley* s’exprime au moyen des valeurs mitiales 
y 0 et jki et des fonctions U et V, par Tune des formules 

y,v —y\ — qy§ Urt_i, 

y * = ^oU/i+i -+- (ji — py<>) u„. 


( 3 ) 

( 3 ') 
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En effet, ces formules sont verifies pour n = i et pour n= 2 , 
on sait d’ailleurs que toute somme algebrique de fonctions numd- 
nques du m6me ordre, assujetties & une m6me loi de recurrence, 
est aussi une fonction numenque du m£me ordre assujeltie a la 
m6me loi. En particulier, on,a 

(4) V n =pU n — iqXJn-\, 

(4') V re = 2U rt+1 - /J U„ 

Enfin, relimination de U / |_ 1 entre deux des formulesprecddenles 
permet d 1 exprimer jK/z en fonction lin£aire de et V„ par la for- 
mule 

( 5 ) *yn= (2ji — py<>) U, t +7oV n 

178. Les trois genres de fonctions num6riques — On classe les 
fonctions du second ordre d’apr&s la nature du discriminant 

A = />* — t\q 

de I’echelle de recurrence, ecnte sous la forme 

(2 u — p ) s =^e A 

Si l’on suppose d’abord 

p = ia el g = a 2 , 

on trouve A = o, et 

(0 U„=7ian-«, V n = a n . 

En particulier, pour 

a = i, p = 2 , q = [, 

on a 

U#j — Tl , V n = 2, 

et la fonction U„ represenle la suite naturelle des nombres en- 
tiers Cette remarque est importante, car dans toutesles formules 
de ce Chapitre les hypotheses particuheres qui precedent four- 
niront soit des verifications, soil des formules plus simples. 

Ainsi, pour A = o, la fonction generate se reduit, soit k une 
progression arithmitique, soit & une progression g&omitrique, 
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d’aillears, on voit facileraent que Loute progression, arilhmetique 
ou gdoindlrique, peut eire consider comme une suite r^currente 
du second ordre 

En laissant de cote le cas singulier de A = o, on doit considdrer 
trois cas diffdrents, auxqnels correspondent Lrois genres de fonc- 
tions num^riques. 

Premier genre — Lorsque A est le carre d’un nombre enlier 
8, l’4chelle se decompose en deux facleurs lindaires et l’on a 

w s — pu-\-q = (« — a) (u — b), 

en posant 



Alors U« et V rt s’expnment par les formules 
cl ,l — 6 * 

(2) U« = IT^b' V„= «»+&», 

en elTet, ces formules sonl exactes pour les conditions initiates 
n = o el n = \, d’ailleurs, a" et b n vdnfient la Iol de recurrence, 
puisque l’on a 

p = a -+■ b, q = ah , 

ll en est done de inline de leur somme et aussi de leur difference 
divLsee par d = (a — b ) 

On a encore la relation immediate 


(3) Uin = U,jV n , 

qui s’applique aux fonctions des autres genres, ainsi que nous lc 
demontrerons plus loin. 

Parmi les fonctions du premier genre, nous considererons plus 
specialement les suites recurrentes donndes par les hypotheses 


pour lesquelles 
par consequent, 


P = 3, q — ^, 

A = i, a = 2, b = i, 
U«= a" — i, V„ = a" -i- i . 


Les premieres valeurs de ces fonctions, que nous designeronu 
sous le nom de Suites de Fermat, sonl renfermees dans le Tableau 
suivanl 
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Premiei genre u ic rt^Zu — 2 A = 1 


0) 

h 

a, 

3, 

4, 

5, 

6, 

7, 

8, 

9, 

10 

0, 

h 

3, 

7, 

* 5 . 

3 11 

63, 

127, 

255, 

5i i, 

1023 

a, 

3, 

5, 

9, 

'7, 

33, 

65, 

tag, 

a5 7 , 

513, 

1025 


Suites de Fermat 


Deuxi&me genre — Lorsque A est un entier positif qui n’est pas 
le carr^ d’un nombre entier, l’^chelle n’est plus decomposable en 
deux facteurs lm^aires, et l’on obtient les fonctions du second 
genre II en est amsi, par exemple, dans les hypotheses 

p = 1 , q =— r, 

pour lesquelles A = 5 , on obtient alors les Suites de Fibonacci ( 1 ): 


Deuxi&me genre 

14 *^ U -+■ I 


A = 5 


0 , i , 2 , 3, 

4, 

5 , 


7, 

8, 9i 

10 

0, 1, 1 , 2 , 

3, 

5 , 

8 , 

.3, 

ai, 34, 

55 

2, 1, 3, 4, 

7, 

11, 

18, 

a 9i 

47, 7*5, 

123 


Suites dc Fibonacci 


Nous prendrons encore pour exemple de fonctions du deuxieme 
genre, les suites recurrentes definies par les hypotheses 

p = 2 , q= — i, 

pour lesquelles A = 8, et que nous appellerons Suites de Pell : 


Deuxibme genre u ic ^ 'in -+■ J 
n o, 1, 2, 3 , 4 , 6, 7 i 

U« O, I, 2, 5 , 12, 29, 70, 169, 

V n 2, 2, 6, 14, 34 , 82, 198, 4781 

Suites de Pell 


A = 8 

8, 9, io, 

408, g 85 , 2378, 

[[ 54 , 2786, 6726 


Troisidme genie —Lorsque A est un entier n£gatif, on obtient 
les fonctions du troisieme genre Les plus simples proviennent des 
hypotheses 

p = 1, q = I, 


(') Sc/Uti di Leonardo Pisano, matematico del secolo decimoterzo, t I, 
p. a 83 . 
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pour Jesquelles A = — 3, etl’on trouve (n°13), 

( Usn= o, Uan+l = ( 0 n ) U 3 / 1+2 = ( l) n 5 

jy an =(_l)n a , V sn +i = (— 0 "> V s „ +l = 

Nous considdrerons encore les fonclions du troisi^me genre qui 
proviennent des hypotheses 

p = 2, q = 3, 

pour lesquelles A =— 8, et que nous appellerons Suites conju¬ 
gates de Pell . 




Troisi&me genre • 11*^211 

- 3 

A 

= - 8 


n 

0, 1, 

2, 3 , 

4, 5 , 

6, 

7: 

i ®» 9 > 

10 

u„ 

0, 1, 

a, i> 

— 4 , -‘i, 

— !0, 

i 3 

, 56 , 73, 

— 92 

v„ 

2 , 2 , 

—2, —10, 

—>4, a, 

46 , 

86, 

1 34 , —190, 

— 492 


Suites coojugudes de Pell 


Enfin, pour la verification ou pour la simplification des for- 
mules de cette throne, nous considererons encore les fonctionsdu 
IroisiSme genre donn^es par les hypotheses 

P = a, q = a, 

pour lesquelles A = — 4 On a aJors 

|U 4 n= 0 , u*n+l = (— 1 ) n a*'S u*n+s = U 4 / 1 +S = (—l) rt .2 Srt+1 , 

I V4*=\Wi=(- 0' 1 .2*«+1 V in+S =0, V*«+3 =(—0" 2®'* 

179. D6veloppements de U n et deV„ suivant les puissances de p et 
de q. — En calculant par 1’echelle de recurrence les valeurs de U„ 
qui correspondent aux premiers nombres i, a, 3, 4) • •, on 
trouve 

Ui=i, 

U t = p, 

U 8 = />*— q, 

U4 = ^ s — ip q , 

Ub = P k — 3/> s ? -+■ q\ 

Ue= P*— $P*q ■+■ 3 pq\ 

U 7 = p a — 5p*q H- 6 p*q* — g 3 , 

U 8 = p n — Gp B q 10 p B q* — 4pq B , 

U 9 = p B — 7 P 6 q~ > r i5_p 4 5 s — iop*q B -+- 5 * 
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Oa voit ainsi que, pour les trois genres, la fonction U« est un 
polyn 6 me homogdne de degrd (n — i) en p et q , en y considdrant 
p au premier degrd et q au second; de plus, le premier coefficient 
est i et les auLres coefficients sont aUernativement positifs et nd- 
gatifs; d’ailleurs, le polyn 6 me U n ne contient que les puissances 
de p , dont l’exposant est de parity contraire & l’indice ti de U n . 

Si l’on conslruit le Tableau & double entree des coefficients pris 
en valeur absolue, en remontant d’une ligne ceux de la seconde 
colonne, de deux lignes ceux de la troisi&me colonpe, et ainsi de 
suile, on obtient le triangle anthm^tique de Pascal. 

On a done, par induction, la formule suivante, que l’on peut 
verifier a posteriori, 

u n+ i=/»« — q + C 2 - s />' l- 4 g s + 

-*-(—l) r V, l -rP n - r q r - 1 r 

Exemple I — En particular, pour p = i et q = — i, on letrouve la for¬ 
mule E (n° 13, Ex. II), pour p = 1 et q = i, on retrouve la formule F 

Exemple II — Pour p = u et q = i (suite naturelle des nombres en- 
liers), on a 

n + i = i n —Ci_j 2 n - l 4 -C / a t _ 1 2 ' 1 - 4 - . 

On peut aussi ddvelopper V n suivant les puissances de p et de q , 
d’aprds la loi de formation On trouve pour les premieres valeurs 
de n 

V 0 =3, 

Vi«/», 

Vs =/3 s —2 q, 

V s = /3 3 —3 p q, 

Vi t = P k —4/> s £+ a 
V 8 = p s — Sp s q -4- 5 pq *, 

Va = p a — &p k q -+- 9 P*q*— 2 q a > 

YT-pT—jpSq+ilpagi— jpq 3 , 

V 8 = p 8 — 8 p a q + 20 p k q i — i6p 3 q 3 -\- a q k , 

V 9 = pv— 9/? 7 q -t- , J.yp t q i — 3o p 3 q 3 -+- 9 pq k , 

Ainsi V n est un polyn 6 me bomogfene de degrd n en p et 17 , en y 
considerant p au premier degr 6 et q au second, qui ne doutient 
que les puissances de p dont l’exposant est de mfime panld que 
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l’indice On peut construire lc tableau des coefficients pris en va- 
leur absolue; en remontant (Tune ligne les nombres de la seconde 
colonne, de deux, lignes ceux de la troiSL^me colonne, et amsi de 
suite, on trouve que le tableau des coefficients forme alors un 
tableau de sommes, ainsi que cela rdsulte lmm^diatement de 
l’dcbelle de recurrence. On arrive plus rapidement au rdsullal pai 
la formule ( 1 ) du n° 156, et I’on trouve ainsi 

V„ = p" — ?q -+- n ^ n - ^ pn-kgi + 

car ll suffit de calculcr le coefficient de p n ~- h q h 

180 Generalisation des formulas. — Lorsqu’il s’agit de fonc- 
Lions numeriques du premier genre, nous avons vn (n" 178) que 
U„ et V/z s’expriment par les formules 

a n — bn 

U rt = ——2^-, V„=a" + 6«, 



en fonction de deux nombres enLiers a et b, on a d’ailleurs 
p = a b : q = ab, 8 = a — b 

Mais, au lieu des deux nombres enUers a et b quL c^fimssenl, 
dans ce cas, les fonctions U et V, on peut considerer les nombres 
a r et b r , en designant par r un enlier quelconque, positifou n<5- 
gatif; on a alors, en designant par des accents les fonctions cor¬ 
respond antes, 

Tlf a nr — b>“ 

U »=lJ7zr*r- Vi=a- + 6- 


p’=a r -+-b r , q'=a r b', 8 '=a r —b r . 

D’autre part, si nous changeons n en nr dans les formules (i), 
nous ob tenons 


CL nr — &/j/ 

a — b f 


V,,„ = a ni '-h b nr . 


On a done 


V'„=V, 



CIIAP XVI11. — F0NCT10N8 NOMERIQUE8 DU SECOND OnDRE 3l5 

mais les fonctions eL V' t vdrifient les formules de recurrence 

U' n+2 = p'U' n + 1 -sr'U' (t , 

v; +2 =yv' (1+1 -q'\' n , 

et l’on a 

p'=y ,, q'=q r , A'=AU? 

Par consequent, pour les fonctLons mim&uques du premier 
genre, on generalise tontes les formules qui contiennent U« 
eL V rt , eny rcmplaqant 

U„ par , V„ pat V /t/ , 

et 

pparY r , qpa/q', A/)arAU* 

II semble que celte generalisation ne peut s’appliquer qu’aux 
fonctions du premier genre, mais nous devons observer que si les 
formules obtenues ne contiennenl ni a, ni b , ni 8, mais seulement 
les fonctions U et V et les nombres /?, q , A, on pent etendre aux 
fonctions du second genre, etdu Lroisi^me, le procede de generali¬ 
sation que nous venons d’indiquer En effel, lorsque l’on rem place 
(J n el V„ par des polyndmes homogenes en p et q , ou par des po- 
lyndmes liomogenes en p et A ( p etant au premier degre, q et A au 
second degre), les formules donnent des identites, entre des po- 
lyndmes de degre fim, qui sonl vendees pour des systemes de va- 
leurs de p et de q , ou de p et A, en nombre aussi grand qu’on 
veut. Par consequent, ces formules sont exactes, quelles que soienl 
les valeurs de p, q , A. Ainsi, en resume, toute formule dSmon- 
tr6e poui les fonctions num&i iques du premier genre s applique 
aux fonctions num&riqucs des autres genres, lorsque cette foi- 
mule ne contient ni a , ni b, ni 8, mats seulement les nombres 
P i (7i A- 

181. Formules d’addition des arguments. — En resolvanl par 
rapport & a a et b n les deux formules 

a n — 6» = SU», a"-t-6«=V'S 
on trouve lmmediatement 


(0 


a a n — V rt -(- 8U W , 


V„—8U 
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Celd posd, considdrons deux valeurs m et n de l’mdice, nous 
aurons 

ia m = V,„ 4 - 8U m , 2a ra = y fl 4 - 8 Un, 

multLplions membre & membre les deux formules, nous obtenons 

4 a m+n = Vnj V«+ AU W CJ/i-l- o (U/n V n -+- U/j V//i) 

Si nous changeons a en b et 3 en — 3, nous obtenons une autre 
formule; puis, par addition etpar soustraction, 

. . ( 2 U/ B -t-n= U/« V«-+- U/| Vm, 

(2) 1 aV„, +B = V,„Y w +AU,„U rt 


Ces formules permettent de calculer les valeurs de U et de V 
qui correspondent & l’mdice on argument {m + n), lorsque l’on 
connait les valeurs de U et de V pour les arguments m et n; en 
changeant n en — «, on trouve encore, en tenant compte des for¬ 
mules ( 2 ) du n° 177, 

.j. J a (7 #l U«i —n — U/»V«—U«Vhi, 

( 2(7" V/,i-n = V m V„ — AU„,U„ 


Ces demises relations permettent de calculer les valeurs de U 
et de V pour l’argument (m — n ) Plus g^ndralement, on peut 
obtenir des formules pour calculer les valeurs de U et de V qui 
correspondent & l’argument {n K -f- n 2 + /? 3 + . ), lorsque l’on 

connait les valeurs de ces fonctions pour les arguments nn 2 , 
/i 3 ,..., positifs ou ndgatifs. 

La premiere des formules ( 2 ) peut s’dcnre 


U/w+n _ U "»y 1 y 

U« “ U n V ' l+V " M 


on a done 


U/H+«UnH-/l—1 Um+l 

U.u,,-, u t 

_ Uffi+a-t Uffi+B-i Pa 

U/jUrt —1 u, 


v„- 


U m-hfl— 1 U ,H 

U«_! Ui 


par consequent, en ne tenant pas compte du facteur 2 , on a ce 

theor^me : 

Lc produit de n termes consdcutifs de la sene U n , pour des 
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indices positifs, est divisible par le prodmt des n premiers 
termes U f , Uj,..., U w 

182. D6veloppements de U n et de V n suivant les puissances de p 
et de A — On a les formules 

ia = p 8 , 
ib = p — 8 , 

par consequent, en elevant les deux memJbres & la puissance d’ex- 
posant /i, il vient 

2 ll a" =/?" + G^pB-to + G, 2 t /J B - a 8 J + ® S 3 h- 
2 n b" = p"— G} l p n ~ l Q + G^/j ft-2 8 3 — Gfrp 11 —' sS 3 -*- 

puis, par soustraction et par addition , 

i 2«-iU„ = G i n p n -‘ l + G,l/? n - 3 A + G®/?»-sa 2 -h 
^ j 2»- l V, t = p n +G 2 /J n - a A + C' \p n ~’ t A J + 

On peut encore se proposer de d£velopper U n et V n suivant les 
puissances de A et de q, mais on obtient les formules correspon- 
dantes par Je changement du signe de b et de <y, et par l’dchange 
de p- et A, en considdrant les deux cas suivants . 

i° Lorsque n est pair, touLe formule contenant les nombres 
U H , V w se Lransforme en une autre, & la condition de con- 

AU 2 

server V n et de remplacer U* par — s - ■ 

P ' 

2 ° Lorsque n est impair, on remplace pai’ AU^ eL U« pai 

(V« :p)- 


183. Multiplication des arguments — Si I’on suppose n, = n, 
les formules d’addition des arguments donnenl 

J u 2 „ = U K V H , 

( 2Vj/i = VH + AU 2 

D’autre part, en multipliant membre & membre les formules (i) 
du n° 181, on obtient 

(a) 


4 ^ = V 2 -AU 2 
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On deduil des formules (i) el ( 2 ) 


j V*» = VJ - iq n , 
I V,« = AU^ + 2g«. 


Les formules pnScddentes permellent de calculer rapidement les 
valeurs de U,* el de V n pour des valeurs de l’indice qni corres¬ 
pondent aux termes d’une progression gdomdlrique de raison 2 
Ge sont les formules de duplication des arguments 

On trouve encore, pour la triplication des arguments, les 
formules 


(4) 


^ = Auj + 3r, i£s = vi-sr», 

Y n V n 


Plus g^n^ralemenl, si nous appliquons le precede expose au 
n° 180, pour la generalisation des formules, aux developpements 
de et de V B , suivanl les puissances de p et dc q (n° 179), nous 
obtenons 

U„ -U,V r , 

U 3r =u ,.[V'-q r l 
U*,.= U,.[V, a — 2 q r V P ], 

U., = U f [V*-3g'-V» + gr«'J l 

et, en general, 

^ = Vr* - Gi_ s yr V «-» + G«_ a? «rv»-»_ 

De m6me, on a encore 

V s , = V?-2 qr, 

Va, = V,»-3 q'V, 

V 4r = V,*— 4 ^V^H- 2q il , 

V B , = \f-5qr\f + 5q*r\ p , 

v 6 ,.= yfl — 62^ + $q ir Y$ — 2q 3r 

et, en general, 

v«r= V“ - j q r V n r~* + n( - n . -^ q*ryn-> + 

+ (- 0* ’V«" S/l + 
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Les d^veloppements de U B et de V„ suivant les puissances de p 
et de A donnenl, de m 6 me 

?«-i GAvr’ + giau* vr a + c,s^u*v«- 8 -h , 

U/ 

2 «-i y nr = v» + cj au® vr a ■+■ c* a*u* vjf-* ■+■ 

184 Fonctions circulaires et fonctions hyperboliques . — La 
ihdoiie des fonctions numeriques du second ordre permet de sim¬ 
plifier considerablement la throne des foncliODS circulaires et des 
fonctions hyperboliques 

Apr£s avoir defini les fonctions cu cultures et ddmontrd les 
formules d’addition des arcs, on arrive aux formules de Simpsojv 

sin (n + 2)x = 2 cos x sin(« + i)x — sin nx , 
cos(« -+- i)x — i cosarcos^/z -+- i)x— cos nx 

Par consequent, si l’on pose 
! smraa" 

U«= -> V„=2cos nx, 

(i) } sina? 

[p = 2 cos#, g l, A =—4 sin 2 #, 

on voit que U n el V« verifient l’echelle de recurrence 

u s «*A?/?u — q , 

d’ailleurs, U w prend les valeurs o et 1 pour n = o et n = i, tandis 
que V n prend les valeurs 2 et p \ par consequent, a toute formule 
de la thiorie des fonctions numeriques du second ordre cor¬ 
respond une formule de la llieorie des fonctions circulaires, au 
moyen des formules de transformation ( 1 ) ci-dessus 

Puisque A est negatif, les fonctions circulaires peuvent etre con- 
siderees comme des fonctions du troisieme genre. 

Amsi aux formules ( 2 ) du n° 181 correspondent les formules 
d’addition des arcs; aux formules (i)du n° 182 correspondent les 
formules pour le developpement de (sinn#: sina:) et de cos nx sui¬ 
vant les puissances du cosinus et du sinus de Parc # ; ces formules 
ont ete donnees par Jean Bernoulli, dans \e% Acta Lips ice ( 1701 ). 
La transformation de la formule ( 1 ) du n° 179 conduit au develop¬ 
pement de (sin/i#: sin#) suivant les puissances de cos#, formule 
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donnde par Viete {Opera, p 296-299.— Leyde 1646). La trans¬ 
formation de la formule (2) du n° 179 conduit au d^veloppemeni 
de cos/2a;siuvantlespuissances de cos#, formule donndepar Moivue 
{Commentara Acad. Petrop., t XIII, p. 29; 1741) 

De undine, aprds avoir ddGm les fonctions hyperboliques, on 
arrive & des formules analogues & celles de Simpson Par consequent, 
si Ton pose 


(») 


TT smhyprer 

U H = -j - 9 

SIQ lijpa? 

p = 2 coshypa?, 


V„ = 2 cos hyp nor, 

< 7 = 4 - 1 , A = + 4 smhyp 9 ;r, 


ll en rdsulte, corame ci-dessus, la proposition suivante . A loute 
formule de la thdorie des fonctions numdriques du second ordre 
correspond une formule de la th&one des fonctions hyperbo- 
liques, au moyen des formules (2) de transformation . Puisque 
A est positaf, les fonctions hyperboliques peuvent dtre considers 
comme des fonctions numdriques du second genre. 


On voit aiasi que toutes les formules de la Trigonometnc du cercle cl 
de l’hypeibole dquilatcre peuvent s’etablir sans avoir rccours aux imngi- 
naires et & la formule de Moivns Gependant, si Ton veut dtablir la corres- 
pondance enlrc les fonctions trigonometriques et les fonctions numdriques 
du second oidie, ll esi facile de montrer que 1’on a, cn parlant de la for- 
mule d’EoLEn 


les relations 


cos x 4- 1 sin r = e xi , 

V 9 „ = 2 q n cos , 

\J —AU S « = 2£ b SU 1 ^/uLog^V 


185 . Ddveloppements des puissances de U« et de V H , en somme 
algdbrique de fonctions dont les arguments sont des multiples de n. 
— En groupant les lermes dquidistants des extremes, la formule 
du bindme peut s’dcnre 


(a 4- P) r = os' 1 4- (3' 4- CJaP(a' 1 - a 4- ^- 2 )+ C£a 9 P a (a' 1 -*4- P r- *) -I- , 

par consequent, si l’on suppose a = a n et (3 = b n , on a, en suppo- 
sant ;■ = 2 p, le ddveloppement 

(0 Vft = Y,» H- G, 1 q B V(, -a)«4- C£ q in y(i'—i)n 4-.. .4- GP qP", 
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et en supposant r = 2 p 1, 

) V' n = V /b 4- G} £ rt V(r- s)h + G£ - 1 - GP^p^Vn. 

Ainsi, pour les premieres valeurs de on forme le tableau 

VJ = V* n + 

Ya=V 3 « + 3 ? »V lll 
VA=V M -Mg«V„* + 6 q** } 

VI =V B n + 5 q' l V 3 n-+- 10 q in \ n , 

va = V 6rt + 6q n V kn + i5q**V in + 20 q* n , 

V], = V ln -v 7q n V SH + 2 iy 2 '»v 3 , 1 -+- 35g a «V„, 


De m6me, le d^veloppement de (a—( 3 ) r donne, eD supposanl 
/’= 2 Pi 

C 2 ) ApU|j =Y,n — c, 1 q n V (l - 8) /( + G? (7 9a V(,- 4 ) rt — ■ -+- f— l)PGP^P", 

el en supposant /’= 20 + 1, 

(i 1 ) apu;; =u //t -G; ? «u fr _ s ,„+G 2 ^ 2 «u (r _ i)rt - +-(-Opgp?p"U„ 

Ainsi, pour les premieres valeurs paires de /’, on a 

A Uji = Vin -2 q n , 

A 2 U, l 4 — V i/t — \ q n V a « + 6</ a «, 

A3U« =V B » — 6<7' l Vi«+ i5y 2 «Y 2rt — 2og*», 

AHJ,! =V 8 ,i — 8y«Y 0 , t -+- 28g®«Vi a — 5 G^f a «Y 2w -f- 709^, 

. . . . . ) 

et pour les premieres valeurs impaires de r, 

A U, 3 t = U 3ft — 3 y ,l U H , 

A 2 = U B /i — 5j H U3n + ioq in U„, 

A 3 UJ = U 7< * - 7(7« U„, 4 ■+■ 2 r y** U s « — 35 q*» U„, 

AMJ® = U Bft — gq, t U7B -+■ 36 ^ Sb U B/4 — 84 s ,3n U 3/4 + 126 q ’*' 1 U n , 

Le developpement de la puissance d’un bindme donne encore 
d’autres formules , ainsi l’on a 

a = a -t- P — P, et p = oM- P — a, 

E. L. - I. 


21 
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done en dlevant les deux membres & une puissance d’exposant im¬ 
pair r , il vient 

a r -\- p , ’= (a (J)'’— G , 1 P(a+ P )^ 1 + + C , 1 p , ’- 1 (a+ P) 

el 

P r + a. r = (a + P)' — C , 1 a(a + P) r-i -+- -+-C}. a r ~ 1 (a-+■ P), 

par suite, par addition et par soustraction, apr6s avoir reinplac6 a 
par a n et [3 par b n , en tenant compte des forinules (i) du n° 180 , 

av™ =v 0 v' ; - c* VuVrr 1 + cjs y ia w^- + c» v ( , -- 1 )w v /( , 

o = c; UnVir 1 - c, 2 u an vrr 2 + + cj u (l - 1 )a v B 

On obtient deuxaulres forinules en supposant r pair. De plus, 
le d^veloppement des puissances de 

«=a —p + p, el p = p — a + a 

donne encore deux autres formules. 

186 Sommation des fonctions U et V — Nous avons Irouvc , 
pour l’addition des arguments (n° 181 ), les formules 

2 U rn+n = U mV n -h UnVm , 

2 V m+n = V m V n + A U U n , 

et pour la soustraction, les formules 

2^ B Um —h = U„|V„ —UnVpj, 

2q n V tn—n. — V mVn — A U m U n 

Si Ton pose 

= m — n = 2S, 

dans les formules prdc^dentes, on trouve ensuite, en les ajoutanl 
ou en les soustrajant, 

/ U Jr -+- £ r-, U ss = U r+a Vr_j, 

J Us r —= Ur— sVp+Si 

| Vir + q r ~ s V 2s = Vr+sVr-i, 


(0 
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On ddduit facilemenl de ces forimiles. 

Urn -+- q~ r U/zh-s , 1 ■+■ <7 ~ ir Ll/m-ii " J “ t q~'" IJw+a/i/ ~ q m ~ ni —^—~ U m¥iu } 

Vm + y' , V /H+ i, -i- q~ ir Vm+ii — -r- q~ n ' V, (( +a„, = q m -nr —jj-^— Vm+nr, 

mais on trouvc des formules plus gdndrales par le procddd sui- 
vant. 

Designons par a, b : c, . , h, A, L les n Lermes d’unc progres¬ 
sion arilhmdtique de raison /■, on a 1’identitd 

y c = y r V b -q''\ a , Vc = y, Vb — q' Ufl, 

pai suile, en remplagant dans la premiere a, b, c par b , c, d , el 
ainsi de suite, ll vient, en ddsignant encore par A et p. les deux, 
lermes suivants de la progression autlimdtique 

u t = V, U A —grru,,, 

Urf= V,U t —q 1 U/„ 
v e =y,\j fl -q> U Cl 

• 7 

Uji= V, U> — q' 11/ 

Multiplions respectivemenl ces dgalitds par i, z, z 2 , , a" - *, et 

ajoutons les rdsultats obtenus; en posant 

S = U a -+- z U* -i- j 2 U c -+- -+- z H ~ 1 U/, 

il vient 

H- z»-' U,, + z U X = V,. ( ■+■ s«-i Ux)-?'S, 

d’oii 1’on tire 

I — zy f -f- 5 2 q r 

Nous avons ainsi obtenu la somme des produits des fonctionsU 
dont les arguments sont en progression arithmetique, multiplidcs 
respectivement par les termes d’une progression gdomdlrique. 

On obtient une formule analogue en remplagant U par V dans 
le numdrateur de 2 
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n est facile de voir q..e ceUe mdtbode de semination s’ap- 
pl.que aax suites rdcurrenles de tous les ordres, et It leuis puis- 

sances. 

Oa eo d4du,t, dans la thdor.e des foacuoas c.rcala.res, la soinrae des 
prodaits de sinus oa de cosmus dares ea progression aritl.miS ique par 
L, lermes sueeessifs d'ane progress,on g4on.ar.qae, et, plas paiuea ,4,e- 
reat Ta Somme des sinus oa des eosiaus d'ares eu progression a.uWliqae 
S formule a did dtablie pa, Aaeaunioe, eu projetant an oonto.r poly¬ 
gonal i4gulier inscrit dans ane eirconfoienee, et sa idsallanto, sa. an 
diametre quelconque dc cette circonfdrence 

Exemple I - Ddmonliei les tommies 


U? 

<7' 

U? 

7' 


Uh 

qir 


U!,_ 

q 3 ' 

IP, 

qhi 




= - ( - -in - i ), 

A \ q» r U, / 

l ( 11 _ . 

qltn-Di A ' qlin-M 1 Ue, 


UJ, 

7 


cl trouvcr les tommies correspondantes pour les suites dc Feiimvt, de Pell 
ct dc Fibonacci (n° 70, Ex !)• 


Exemple II — DdmotUrcr les tommies 


V?. 

7' 

V? 

7 f 


Ylr 

q'-' 

3 

qii 


n. 

qv 

Vlr 

qb> 


VJS, 


7 

V?; 


= 1/1— i i- 


U ( ’ // 4-1 W 

7 /'"Uy ’ 


*•» 1 1 1 _ H __ 

~ 2 ^ q(nt-\)i LI, 




Exemple III - Gdnerahsei les formulas prdeddentes cn remplagant q 
par un nombre quelconque z, 

Exemple IV — Trouvcr la somme 


i 


- ,2 + Ti + + -+- 1 1 I s i 2 -I- a 3 3* i J + I 2 -+■ a*-+- 3 1 

cn s’arrdtanl 4 un Lernac quelconque de la suilc dc Fibonacci 
Exemple V - Odsignons par l a Ie ddtcnnmant 

* ln = 


5- 


yn //H -1 
y n+iy n-i-i 


dont les elements sont tormds psu les terrncs consdcutifs d’une suite m- 
currente quelconque du second oidrc; si I’on reLranche des dldments dc 
la seconde colonne ceux de la premidre multiples par/?, d vient 

et In. = q n h i 


In — 7 ln—l i 
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d’ailleurs l 0 est dgal a —i pour la sdne des U et 4 A pour la sdne des V 
On ddduit de la valeur dc l n 

y »+a _ y «+1 _ q n h 
yn+\ yn ynyn+\ 

si J’on remplace successivement a pai o, i, 2 , , n, on irouve, en 

sommant, 

_!_ ^ —9— + _?1 + V" = - ( ■7' ,t+a _ ZA 

yoyi yiys ysy& ynyn+i U \fn +1 W 

Exemple VI. — Gdndraliser la foimulc prdcedentc en remplagant q 
pai un nombre quelconque z, eL donner les foi mules correspondantes 
pour les suites de Fehmit, dc Pell et de Fidonaci i. 

Exemple VII — Donner les formules qm correspondent au\ formules 
de sommation des factorielles consdcutives (n° 37 ) et de leuis mveiecs 
(n° 86) 

Les formules qui donnent le quotient de (a" ± (3") par (a ± (3) 
conduisent imm<5dialemenl, parl’emploi des fonclions uum^riques 
du premier genre, aux formules survanles, qui s’appliquent aussi a 
toutes les fonctions numdriques du second ordre et, par suite, aux 
fonclions circulaires et h^pcrboliques. 

Lorsque n ddsigne im nombre pair egal a ( 2 v + 2 ), on a 

■yp- = V ( /i_|)/ -+- q‘ V(« 3)/ -+- 7 2 ' V( B _ 5 ), -+- h-7 V 'V, , 

-” r = u,„_ 1)f - ff'U,,,- 3 ), + 7 s ' - - (- 1 vq'" u, 

* / 

Lorsque n ddsigne un nombre impair dgal it ( 2 vH- 1 ), on a 

-£p = V(n-1)/- + q' V(«- 3)r -+- q-‘ V(,j-8)/ -1- -+- q vr , 

= Vf/i-i)/ — q' V(B- 3 )/ -+- q ir 9^i -8)/ — -+- (— f) v 9 ,v ' 1 

Les relations pr^cddenles nous montrent que U ni est divisible 
par U,j lorsque m est divisible pai n. De ruSme, V m est divi¬ 
sible par V n lorsque m est impair et divisible par n. 

Ainsi, dans la suite de Fibonacci, les termes w 3 , u. 1 , u s sont 
respectivement divisibles par 2 , 3 et 5, ll en est done de m&me de 

U 3 II) Util) Usn 
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187 Decomposition des fonctions num6riques. — Considdrons 
la foimule de duplication des arguments 

r Vj/i = V/j 2 q n , 

supposons q = 2 g- et n = 2 l*. + 1 , il vient 
par suite, 

V^ = (V 2|i+1 

11 en r^sulte celte proposition Lo/sque dans L'echclle de 
/ ecu/renee 

u-^pu — q , 

lenomb/cqesl le double d'un ca/re, la fonction nume/ique 
V„ dont Vindice n est le double d'un nomb/e impau , est de¬ 
composable en un produit de deux factcu/s entie/s 

Ed particular, dans la suite de Feiimvt, on a 

2 i|i+S _i_ ! = (22|i+l _f_ 2 (l+l -+- l) (22(1+1 — 2(1+1 + r ) 

Celle foimule a cte mdiquee poui la premiere fois par Auiufeuille, 
nncien d6ve de I’Gcolc Polytcchmque, ancien professeur au lye< 5 c de 
Toulouse, cllc nous a de iiansmise par M Le Lasseuii 

Par evemple, pour p — itf, 1 

a Ba +1 = jx 1073 G7629 x 53G9 o 3 G 8 i 

Cette decomposition, pour le cas de I’exposani 58 , avait elu obtenuc 
antdieurement pai M. F Landry, au moyen d’une metbodc mdlitc poui 
la reehcrche dcB diviseurs des grands nombies Dans l’opusculc intitule 
Dicomposition des nombres (2 B rfci) en lew s facteurs pi enuers, de 
n = i a n = G4, moms quatre, par M F Landry (Pans, 1869), l’autcui 
dent k ce sujet a De toutes les decompositions que nous avons opddes, 
aucune ne nous a demandd autant de temps et de patience quo ccJIe 
du nombre 2 58 -t-1 Les deux dermers facteurs de ce nombie ont neuf 
duffles l’un ct l’autrc Lcur produit, qu’il s’agissait de decomposer, est le 
nombre de dix-sept chiffres 

57 64G07 523 o 3 4 ^ 3 19 

Si ces facteurs venaient k se perdre, le courage nous manqucrait pour 
recommencer le travail, et il est probable que bien des ftges passeraient, 
avant qu’on ne r£ussit & les dScouvrir de nouveau » 
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Ain si la formule d’AuniFEUiLLE avait £chappe & I’attention d’EuLER, de 
Lagrange, de Legendre, de Sophie Gebmatn et de Landry, qui se sont 
occupes longuement et k diverses reprises de la decomposition en fac- 
teurs premiers des termes de la suite de Fermat (Voirn 0 34, Exemple I ) 

Soit la formule 

2 V Sra = V 2 + tfjs , 

lorsque A esl egal, en signe contraire, au carrd d’un nombre 
entier, l’expression 2 V 2n est une difference de deux carrds Par 
suile Loisque A est egal au carrS d’un nombre entier, pns 
avec le signe — , la fonction Y»„ est decomposable en an pro- 
duit de deux Jacteurs entiers 
Gonsiddrons encore la formule 

Vaw = AU,-| -+- iq n , 

si l’on designe ± 1 par e eL si l’on suppose 

A = 2 s A 2 , q = — ig" 1 , n = 2 (H-r, 

1 1 vient 

V 1 n == 2e(# s ^ +t -1- ) (g' 2 ^ 4 ' 1 — h Ua^+i) 

On trouve un rdsultat analogue en supposant 

A = e A 2 , q= — e#- 2 , rc = 2|H-i, 

par consequent, on a la proposition suivante. Lorsque le produit 
q A est 6gal et de signe contiaire au double ducairid'un 
nomb/e entier, la fonction V^a est decomposable en un pro¬ 
duit de deux factears entiers 

Ainsi, par exemple, dans la suite de Pell, 

- 1 - 1) (2Ujj.+i — 1) 

Enffn, si nous supposons 

A = — ill* et n = 2 |jl, 
la m^me formule nous donne 

= 2[q n + AYa(j,] [q n — AV 2[Ji ] , 

par consequent : lorsque A est egal et de signe contraire au 
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double du cane d'un nombve enlicr, la fonction V 4(X est de¬ 
composable en u/iproduit de deux facteurs entievs 

Exemple I — Dormer les formules de decomposition de V S/ i dans ics 
hypotheses suivantes 


I 

JD = 2(;! + 27S — S 2 ), 

9 = 

— (r 2 — 2 rs — s 2 ) 2 

II 

p = i(r- — 2S 2 ), 

9 = 

(r 2 + as 2 ) 2 , 

III 

p — I’ 2 — 2S 2 , 

9 = 

— 8r 2 s 2 , 

IV 

p = H , 

9 = 

7’ 2 H- s 2 


Von, pour plus de renseigncmenls, noire Mdmoirc Sut la thdone des 
fonclions nunidnques sunplemenL penodiques, dans la Nouv Corresp 
math , i IV, p 100. 

En parlant des formules pour la triplication dcs arguments 
(n° 183), on arrive encore Sl la decomposition des fonclions nume- 
nques dans les cas suivants 

Le nombre est decomposable en un produit de deux fuc- 

Leurs entiers, pour n pair, lorsque A est egal, en signe contraire, 
au triple du carre d’un nombre entier. Pour n impair, lorsque 
q A est egal, en signe contraire, au triple du carre d’un nombre 
entier. 

Le nombre est decomposable en un produit de deux fac¬ 
teurs entiers, pour n pair, lorsque A est egal et de signe con- 
traire au carre d’un nombre entier. Pour n impair, lorsque q 
est le triple d’un carre entiei, ou encore lorsque q A est 6gal el 
de signe contraire au triple du carre d’un nombre entier. 


188. Sommation de fractions — On a 1’identite 



puis, en reunissant les fractions contenues dans chaque paren- 
these, 


Ufl-t-i Uj q q a gi qn—i 

u„ “ ul ~ U, U a “ UTU"a ” uTuZ “ ~ u^TUV 
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On a, par exemple, dans la suite de Fibonacci, 


U, i-H _ _r__r j_i_ _r_ 

u, t ~ ' + i i i a + a 3 i 5 5 8 


u n —1 M/i 


Plus gdn^ralement, soient les deux formules 

U«+/ V„ — U» V//-(-/ — 2 <j 11 U/, 
V/i —i— / V„ — AU/i U/j+/ = a<7 n V/ 


on ddduiL de la premiere 


U, 


^_n±l _ V." — l>a n _ 

\h+, v„ v„v« + , 


remplagons successivement, dans celLe relation, ;? pa 1 


n, n -i- r, « + a/, , n-i-k — i r, 


et ajoutons les dgalitds oblenues, il went 
U/I+^I ’ _ Un n TT /_[_ _ 7' 

V // -t- A /■ V w 7 xV/jV/j+z ^«+/ V/i+-2/ 

el, de m6me, 

V »^ = — — a/ 7 »U, (_‘_h_- 

U„+Ar U„ 7 '\U«U,/ + , U« + -,U w+ „ 


q(n-\)r \ 

^//4-/T^I i ^ « + A / / 


»(«-])/ 


b/n-A-i/ U ;j +A r 


Lorsque /i augmcnte lndefiuiment, les piemieis raembres des dgalit^s 

prec^dentes onl lespectivement pour lirailes -J- el i/A, en tenant compte 

/A 

des conditions de convergence On peut ainsi d^velopper la racme carr^e 
d’un nombre entier en sdnes de fractions ayant pour numdrateurs J’unit£, 
c’etait un usage famiber aux savants de 1 Egypte et de la Gr&ce Ainsi, 
on a encore cette valeur approximative de \A, 


v'a = 


i i 



i a 34 




donn£e par les gdometres indiens Biuduavana et Apastamba , cette valeur 
approximative est £gale au rapport des tenues Vg = 5 yy et Ug = 4°8 de la 
s^ne de Pell — Voir The Qulvas&tras by G Thibaut, p 1 3 —1 5 , dans 
le Journal of the Asiatic Society of Bengal, 1875 
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Dans la theone des fonctions cuculaires, les formules prdcddentes cor¬ 
respondent aux developpements de tango: et de coto: On a 

, sin(a— b) 

tang as — Lango =-r j 

° ° cosa coso 

, sin(6 — a) 

cot a — cot o = —-- ,, 

sin a sin b 

si Ton 1 emplace successivemcnt a et b pai les termes consdcutifs d'une 
progression anlhmdtique 

as, b, c ) h, A, l, 
on obtient iacilcmcnt les sommes 


LOSrtCOS/> cos6 cosc 
r i 


sin a sin b sin b sine 

Considdrons encore les formules 


cosA cos/’ 


sin A sm / 


aV M = V« + AUJl, 
U la = U a V„ 1 


on en dddml, par division, 

V sn 


(0 


__ Yjl , A 

u aft ~ u tt ^* v,; 


Remplagous siiccessivement n par an, 2 2 /?, , 2 r ~'n, dans la 

formule prdeddente, et njoutons les dgalitds obtenues, aprt’*s avoir 
tnulliplid respect,ivement par 

9O oJ nj—1 

* : z z > * j j 

il vient 

Ujr,, U n \V,t V.,1 V a r-1 „/ 

Dans la theone des fonctions circulaires, la relation (1) devient 
cota: — tango; = a cot a 2?, 
et conduit a la formulequi donne la somme 

tango: + I tang f + j tang - -f- . + ± tang ^ 
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On a la formule (n" 104, Ex. Ill) 



si l’on y reniplace z par ( b' a r ), on oblienl 


(3) 


VL . ^ tL " *' _ „r %^ZlLT. 

U a , + U t , Ua, U,-., 7 U, U,», 


Plus g^neralemeni on a (n° 104, Ex IV) 


r 
= r 


Om- 


(ll-l)l 


U,U„, 
U /#»^+i— 


1 )/ 


U p U /|ft+' 7 


Ufn—11 m 
U/j; U/j>/ 


+ q n ' r 


U(w—1) n 3 > 
U n 1 r 0 n? r 


+ qn h i 


U(ra—i) n h i 

Uit^j 


Lorsque n augmente indefiniraent, le second membre de la formule ( 3 ) 
a pourlimitc (£>r • U,-), dans le cas des fonctions du premier el du second 
genre Par exemple, dans la suite dc Fibonacci, 

i — i/o i r i i i 

- =--I- 7 t- i -1- 5 - ; -H j- - - 4- , 

j i 3 3 7 3 7 zj7 3747 2207 

d’apr£s les formules de duplication des arguments, ohaque nouveau fac- 
tcui cst egal au carre du pr6c£dent, diminuc de 2 De mdme, dans la scrie 
de Pell, 

1 - l L I 1 

I — V‘-A — — - 4- —z — - -I- ——r-1- —— --— 4- . , 

2 2 s 3 2 J 3.17 2 V 3 17 577 

chacun des nouveauv factcuis des ddnominatcurs est egal au double du 
cand du prdc£dent, dnninu£ dc l’unitd 

Ces ddveloppements sont trfis rapidement convergcnts, c’esl, en quelquc 
sorte, la combinaison du calcul logaritbmique et du calcul pai les fiac- 
tions continues Ainsi le d6nommatcur de la trente-deuxi&me fraction dc 
I’avant-derni&re formule est & peu pr&s 6gal a 



el conlient deux cent millions de chij/res, environ Pour dcrire le deno 1 - 
minateui de la soixante-quatrifimc fraction de la formule prdc^dentc, ll 
faudrait plus dc deux cent millions de siecles 
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CHAP1TRE XIX. 


CODIVISEURS ET COMULTIPLES 


189. Codiviseurs de deux nombres — La thdorie de la divisibi¬ 
lity des nombres repose snr la resolution du probleme suivanl (Eu- 
clide, Liv. Vll, Prop. 2) . Trouver tous les diviseurs commurls 
de deux nombres entiers el positifs; en d’autres termes, trouver 
Lous les nombres, que nous appellerons codiviseurs, qui divisent 
& la fois deux nombres donnds, a el b Nous observcrons d’abord 
que si l’un des nombres est zero, que l’ou doit considerer comme 
multiple de tous les nombres, la recherche de tous les codiviseurs 
de a et de zero revient a trouver tous les diviseurs de a, ou, ce 
qui revienl au mfime, a trouver tous les codiviseurs de a el de a, 
mais, si les deux nombres donnes sont nuls & la fois, le probleme 
est indetermine, puisque tout nombre est diviseur de z£ro. En ex- 
ceptanl ce seul cas, on demontre que les codiviseurs de deux 
nombres sont les diviseurs de leur plus grand codiviseur. Ainsi, 
le probleme de trouver tons les codiviseurs de deux nombres m- 
dgaux revient a trouver lous les codiviseurs de deux nombres 
egaux k leur plus grand codiviseur, ou de trouver lous les divi¬ 
seurs d’un seul nombre. On verra par la suite que ce probleme est 
& peine connu, puisque, dans l’<5tat actuel de la throne des nom¬ 
bres, on ne connail aucun procdd£ direct pour la recherche des 
diviseurs des nombres ayant plus de dix chiflres dans le systSme 
decimal 
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II r^sulte encore de celte thdorie qiie si deux groupes de deux 
nombres, a et b d’une part, d et b' d’aulre part, ont ]e mdnie 
plus grand codlviseur, ces deux, groupes admettent les mfimes co- 
diviseurs. 

On dispose habiLuelJemenl l’op^ration de la recherche du plus 
grand codiviseur de deux nombres, a et b : de la manure sui- 
vante 


uoticnls 

go 

gi 




g a —2 

g>t-\ 

q„ 

a 

b 

ri 

1 2 



r «— a 

> n -1 


n 

1 2 

f 3 




r,t 

0 

rtesLes 


La ligne supdrieure conlient les quotients des divisions succcs- 
sives, cn nombre (n + 1 ), et la ligne uifdrieure conlient les reslcs, 
si l’on suppose r ll+l = o, le plus grand codiviseur de a ct b csl / „ 
Ge Tableau correspond aux ^galilds 

ci = bqs +/!, 

b = 

r 1= r^q a + / 3 , 


* u —2 — r n—ltfn—l + r n> 
r n—l ~ r nQn 

Exemple I — Trouver le plus grand codiviseur de deux termcs con- 
secutifs 144 et 89 de la suite de Fibonacci (n° 3 ) 



■ 

1 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

■ 

144 

89 

55 

34 

21 

i 3 

8 

5 

3 

■ 

55 

34 

■ 

n 

8 

5 

3 

a 

■ 

I 



Les quotients sont tous dgaux a 1, les restes rcforment la suite dans 
l'ordre ddcroissant, et le plus grand codiviseur cst dgal & l’unild ' 
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Exemple II — Ddmontrer que Je nombre des termes de la su te de Fi¬ 
bonacci, ayant le m6me nombre de chiffres, est £gal k $ ou k 5 

D^signons pai a le plus petit terrae de la suite ayant n chiffres, le 
terme suivant est dgal & a augment^ du nombre precedent qui est plus 
grand que \a, done cc terme est plus grand que f a, par suite, les cinq 
termes qui suivent a sont respectivement plus grands que 


8 n £3 a i _ 
2 a, 2a a 2 


et le dernier de ceux-ci, plus grand que ioa, possfidc un clnffic de plus 
que a, done il n’y a pas plus de cinq termes de n chiffres 
De mfime, soit 6 le plus grand nombre de (n — i) chiffres, le norabie 
suivant est plus petit que ib , par suite, les quatre termes qui suivent b 
sont lespcctivement plus petits que 


ib, 36 , 56 , 8 6, 


et, par consequent, ces quatre termes ont n chillies En lesumd, le rang 
d’un terme est compris entre 4 et 5 fois le nombre de scs chiffres. 

Exemple III — Le nombre des divisions a effectuer dans la recherche 
du plus grand codiviseur de deux nombres ne surpassc pas le quintuple 
du nombre des chiffres du plus petit des deux nombres donnas 

Lorsqu’il s’agitde deux nombres consiculils de la suite dc Fibonacci, ce 
thdonime rdsulte nnmediatement des deux exemples pidcddents Pour 
l’dtcndre t & deux nombres quelconques, il suffit d’observer que, si deux 
restes consdcutifs r p —\ et r p de l’opdration sont compns dans I'intervalle 
de deux termes consecutifs de la suite, il ne se trouve aucun reste dans 
I’intervalle prdc^dent, puisque Ton a 


e’est-i-dire 


r p fp-hl “-C W7+I ^7) 


r p +2 t*7—1 > 


cettc radgahtd subsiste lorsque l’un des restes est £gal 5 i'un des termes 
dc la suite, ainsi, le nombre des divisions ne peut surpasser le nombre des 
intervalles correspondants de la suite Get lngimcux th£oremea£te donne 
par Lame ( Comptes rendus des sdances de VAcaddmie des Sciences, 
t. XIX, p 867; Paris, 1 853 ) Avant lui, le th^oreme avait £te entrevu pai 
Leg eh ( Correspondance mathdmatique et physique, t IX, p 483 ) et 
par Finck {Nouv Ann de Math , t I, p 354 , 1842) 

Exemple IV — Determiner le dernier chiffre du terme de rang n de la 
suite de Fibonacci 

Il sufGt de connaitre les derniers chiffres des quinze premiers teimes et 
d'observer les r&iiltats suivants i° les termes de rangs(i 5 +/>) et (io — p), 
pour p^i 5 , ont leurs derniers chiffres egaux ou complementaires k 10, 
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selon que p csL impair ou pair, i° lea ierme9 dont les rang 9 aont corapld- 
mentaires & 60 ont Jeur9 dermer9 chiffres compldmentaires k 10 , 3° les 
termes dont les rangs diffdient d’un multiple de Go ont leurs deiniers 
chiffres dgaux 

Exemple V — Pour qu’uu termc de la suite de Fibonacci soil divisible 
par un autre, il faut et ll suffit que le tang du premier soil divisible par 
le rang du second. 

Preaons un terme quelconque de la suite, le dixidme 55 , par exemple, 
et considdrons les termes qui le precedent el ceux qui le suivent lmmddiate- 
ment, en supprimaot les multiples de 55 , 

8 , 1 3 , ii, 34) 0 , 31, — 2i, -+-13, —8 , , 

nou 9 constalons ainsi que nous reproduiaons, & paitir du teime 55 ou 0 , 
les termes de la sdne, pris dans 1’ordre inverse, avec les signes alteinds -+- 
et— Mais la sdne contient le teime m 0 = o, par suite, puisque 55 csL le 
dixifime terme, on retrouvero le reste o aux termes de rangs 20 , 3o 
40 , . , ct non h d’autres Ainsi, les termes de la suite, divisibles par u n , 

ont pour rangs tous les multiples de n. 

Remarque I. — Nous avons supposd les nombres a el b posi- 
tifs; on peut aussi leur donner des signes quclconques en faisant 
cette convention que les diviseurs d’un nombre, ou de plusieurs 
nombres,,sont toujours supposes positifs, mais, dans le calcul, on 
prend les valeurs absolues de a et de b 

Remauque II — Dans la recherche du plus grand codiviscur 
de deux nombres, on peut prendre a chaque division le rcstc mi¬ 
nimum, et, puisqu’il ne ddpasse pas la rnoitid du diviseur consi- 
ddrd, on en ddduit que, dans cette mdthode, le nombre des divi¬ 
sions & effectuer ne surpasse pas i’exposant dc la plus grande 
puissance de 2 contenue dans le plus petit des deux nombres a 
et b. 

190. De deux nombres premiers entre eux — Lorsque deux 
nombres sont consdcutifs, tout nombre qui les divise divisc leur 
diffdrence, qui est I’unitd; par consdquent, deux nombres consd- 
cutifs ont 1 comme unique codiviseur. En gdndral, on diL que 
deux nombres sont piemiers entre eux lorsque, dans la re¬ 
cherche du plus grand codiviseur, on trouve 1 comme rdsulLnt 
final de l’opdralion; on dit encore que l’un d’eux est premier a 
l’autre. En particulier, si l’un de ces deux nombres est o, l’autre 
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est ndcessairement ± i. En faisant abstraction du diviseur i, com- 
mun & tous les nombres, on dit encore que deux nombres pre¬ 
miers entre eux n’ont aucun codiviseur 

Lorsque 1’on multiplie deux nombres par un troisieme, le reste 
de la division de l’un par l’autre se trouve multiple par ce troi- 
si£me, ll en est de m£me de tous les restes obtenus dans la re¬ 
cherche de leur plus grand codiviseur. De memo, si l’on divise 
deux nombres par un de leurs facteurs commit ns, le reste de la 
division de I’un par 1’autre, et leur plus grand codiviseur, sont di- 
vis£s par ce troisieme 

En particular, lot squ’on dwise deux nombres pat lent plus 
grand codiviseur, les quotients obtenus sont premiers entre 
eux R^ciproquement, si la division de deux nombres par un troi- 
si£me donne des quotients premiers entre eux, le troisi&me 
nombre est le plus grand codiviseur des deux autres. On a ainsi 
une preuve de 1’opdration du plus grand codiviseur, en recom- 
mengant l’op6ration sur ces quotients, on doit trouver i pour plus 
grand codiviseur 

Exemple / — Si N points sont i anges en cercle eL qu’on les joigne de R 
cn R, on passeia par tous les points uvanl de icvenir au point de depart, 
si R ct N sont premiers entre eux 

En cCFel, supposons, s’d est possible, que Ton ne passe que par n points 
avant de revenu au point initial Pienons un quelconque des points par 
lesquels on n’est pas encore passe el joignons encoie de R en R, nous for- 
merons un second polygone dc n c6t^s n’ayant aucun soramet commun 
avec le premier; cai, s’il en elait autrement, les deux, polygoncs colncide- 
laicnt En faisant de mfime poui les points qui lestent, on forme ainsi 
h polygones de n cfitds et, puisque tous les points ont <itd employes une 
seule fois, on a N = hn Mais, en joignant de R en R, chaque polygone 
de n cdtds se Liouvant feimd, on a fait un certain nombre r de fois le 
tour de la circonference, on a done reR = / N, il rdsulle des deux dgahlds 
qui precedent 

N = hn, R = hr, 

par consequent, R et N auraient un codiviseur h, ce qui est contre l'hy- 
pothese 

Plus gendralement, si N eL R ont h comme plus grand codiviseur, et si 
1 ’on pose N = hn et R = hr, on forme, en joignant les points de R en R 
h polygones de n cOLes 

Cette demonstration a ete donnee par M Mansion dans la Revue de 
V Instruction publique en Belgique, 1869 

E L. — f. 22 
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Exemple II — On considdic p lignes dquidistantes de q pomLs dqui- 
distants, on a ainsi (p — i)(gr — 0 cairns dgau\, on place an point au 
centre de chacun de ces carrds, et Ton forme un quinconce de 

pq +{p — i)(q — 0 

points Le nombre minimum de circuits continus, sans rdpdtilion ni rebrous- 
sement, pour entourer tous les points du quinconce, en lea sepaiant I’un de 
l’autre, est dgal au plus grand codiviseur de p et de q 

Ge curieuv dnoncd m’a dtd communique, cn 1888 , par M Bresson, 
ancien dldve de 1’dlcole Polytecbmque (Voir les Notes, a la fin du 
Volume ) 

191. Propri6t6s du plus grand codiviseur — On ale Lhdor£ine 
suivant Les testes successifs obtenus dans La recherche du 
plus gt and codiviseut de deux nombres positifs a et b sont les 
differences de deux multiples de a et de b En d’autres termes, 
on a la relation 

(D (— i)n-\r p = ag n — bf^ 

clans laquelle f p et g p sont deux entiers positifs En eflet, nous 
observerons d’abord que le theor£me est immddiatement vdnfni 
pour le premier teste t ,, puisque l’on a 

n = a — bq a , 

nous supposerons done i — q Q el g t — i , mais si, dans lYgalite 
suivante, qui ddfimt / 

n = b — lyqi, 

on remplace /' t par S'i valeur, ll vient 


— r 2 = a<7,- 6 (i^-(7o7i), 

nous avons ainsi 

fi— 1 -+■ ^o^ii 8‘i= 

et les nombres / 2 et g x sont entiers, positifs, et respectivement 
plus grands que/i et g { Si nous portons les valeurs de t\ et de r t 
dans I’dgalite qui d^finit r a , c’est-ft-dire 


r 8 = n— r s q s , 


ll vient 


■+■ r 9 — a(i -H qiqs) -4- b (q$q\ gs+ q^ q 0 ), 
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eL ainsi de suite Done, en supposantlarelation(i) vdriGde, lorsque 
l’on j remplace p par (p — i) et par (p ~ 2 ), on a 

(— 1 )p~ 3 rp-i = agp-i— bfp-i, 

( 0 P s 1 p —1 = a sp —1 bfp— 1, 

si l’on porle ces valeurs de r p _ 2 et de /p_ t dans Pdgahte qui ddfi- 
nit i'p 

r p = I’p-i. — rp —1 (7p-i i 
on retrouve la relation (r), en posant 

^ | fp = fp-\ <1 p +/p-si 

I £p — gp- 1 <]p ~^gp-i‘ 

AinsL la relation ( 1 ) est ddmontree. On observera que les nom- 
bres/p et g p sont tous enLiers positifs, et croissent avec l’indice p, 
puisque chacun d’eux est au moms dgal a la somrae des deux 
precedents, attendu que q p > 1 . On calcule successivement les 
nombres f p et g p , en parLant des valenrs qui correspondent aux 
indices 1 et 2 ; par convention, on pose 

/o = r 1 £0 — °i 

et ilsuffit alors deconnattre f et g { , car laloi de recurrences’ap- 
plique encore, ainsi qu’on le constate, k partir de l’Lndice zdro. 

Si l’on applique le theordme precedent au dernier reste r qui 
est le plus grand codiviseur S des deux nombres positifs a et 6 , on 
en deduit ce lhdoi£me : Le plus grand codiviseui de deux en- 
tierspositifs a et b est 6gal d, la diff&rence de deux multiples 
de a el de b. En effet, on a pour p = n 

(—l)«8 = ag n -i— bf n - x 

Plus particulidrement, si act b sont positifs et premiers enlre 
eux, on peul trouver deux enticrs positifs x et y, tels que Von 
ait 

± r = ax — by 

192. Th 6 or 6 me d’Euclide — Tout nombre 9 qui divise un pro- 
duit de deux facteurs ab et qui est premier & Vun d’eux b di¬ 
vise Vautre a 
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En effel, puisque 9 et b sont premiers enLre eux, on peut trouver 
deux entiers a; et y tels que l’on ait 

0 x — by = ± l , 


done, en multiphant par a , ll vient 

(i) abx — aby = , 

mais 9 divise son multiple a 9a;, et aft/ multiple de ab , par Kypo- 
th£se, done ll divise leur difference ± a. 

On peat encore ^noncer le thdor£me d’EucLiDE sous la forme sui- 
vante * Le plus grand codiviseur de deux nombres a et b ne 
change pas lorsqu'on multiplie a, Vun deux, on qu'onpeut le di- 
viser, par un nombre 9 premiei d l’autre b 
En effet, d’apr&s l’egalit^ (i), tout codiviseur de a 9 et de b est 
un diviseur de a, r^ciproquement, tout codiviseur de «et de c est 
un codiviseur de a9 et de b II en resulte que, dans la recherche 
du plus grand codiviseur de deux nombres a et b, on peut divi- 
serl’un deux par un nombre premier al’autre, oul’un de dcuxrcstes 
cons^cutifs par un nombre premier a l’autre, sans changer le re- 
sullat final de l’opdration En particulier, il est quelquefois com¬ 
mode de supprimer les facteurs 2 , 3 et 5 

Pins particulidrement, en supposanl a et b premiers entre eux 
et 9 premier k b, on a encore ce th 6 or£me : Si deux nombi esaetb 
sont premiers d un troisibme nombre, b, leur produit a9 est pre¬ 
mier d ce troisidme. 

Cela pos£, consid^rons deux groupes d’entiers 

a, b, c, d, e, . , 

P, Y> S > E > 

et supposons que lous les nombres du premier groupe soient pre¬ 
miers k chacun des nombres du second. D’apr&s Le th 6 or£me pre¬ 
cedent, puisque a, b, c, d, e, . sont premiers a a, les produils 
ab, abc , abed, ... sont aussi premiers k a. Pour lamfime raison, 
le produit abede . . est aussi premier k (3, k y, 4o, , done, en- 

fin, le produit des nombres du premier groupe est premier au pro¬ 
duit des nombres du second groupe. En supposanl les nombres 
6 gaux, dans chacun des groupes, on en d^duit que, si deux nom- 
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bres sont premiers entre eux, toulcs Les puissances de Van sont 
des nombres premiers a toutes les puissances de Vautre. 

Exemple I — Si la somme ou la difference de deux fractions irrd- 
duclibles est an nombre entier, les ddnominaleurs des fractions sont 
dgaux 

Exemple II — La somme algdbnque de fractions irreductibles dont 
les ddnorainaleurs sont premiers entre eux deux & deux ne peut fllre un 
nombre entier. 

Cai si Ton avait 

-±^±-± . ±f = entiei, 
a p y a 

on en ddduirait, en mullipliant par py-- X, que 

a (3 y • X 
a 

serait un nombre entier, ce qui est impossible si « n’est pas 6gal a 1 ’uniLe, 
puisque a, (Slant premier k a, p, yi , X, csL premier 5 leur produit 

Exemple III — Le nombre de multiples de b dans la suite 

a, 2 a, 3a, . , ba , 

est dgal au plus grand codiviscur dc a et de b 

Exemple IV — Si a et b sont premicis entie eux, les deux foctcurs 

am _ fom 

(a — b)e t—-du produit (a" 1 — b m ) ne peuvent avoir pour codm- 

seurs que les diviseuis de m 

En effel, si 1 ’on pose a = b 4- c, ces deux facteurs sont 

c et c m-l-f- — £ _|_ mijii—j) c £,„_ a mbm-i 

l 12 ’ 

done Lout nombre 0 qui divise les deux facLeurs divise a la fois c et nib m — , ) 
cl, puisque b et c sont premiers entre eux, en mfime temps que a et 6, le 
nombre 0 divise m 

En particular, sip ddsigne un nombre premier et X J’exposant de la plus 
haute puissance de p qui divise aP — bP, on a ndcessairement 

l 1 a . aP ~ hP a 

a — b = p*— 1 a ct -— = p Q, 

a — b r 

a et p etant premiers entre eux. 
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Le rdsultat precedent s’applique encore poui m impair, en changeant b 
en —£, aux deux facteurs du pioduit 

a m -t- b m 


Exemple V — Si a a -\-bP est premier, le plus grand codmscur de 
a et p est i ou une puissance de a. 

193. Codiviseurs de pluBieurs nombres — II s’agit de determi¬ 
ner tous les nombre9 qui divisent^ la fois plusieurs nombres don¬ 
nas a, b , c, d, .. D’abord il est evident que l’ordre de succession 
des nombres]donn£s peut 6tre pris arbitrairement, et que, par con¬ 
sequent, a et b designent deux quelconques des nombres donnes. 

Designons par 3 le plus grand codiviseur des deux nombres 
a et b\ nous avons vu que tout nombre quidivise a et 6 divise 3, 
et inversement tout nombre qui divise 8 divise a et b Par suite, 
lout nombre 8, codiviseur de <z, b , c, d, . , est un codiviseur de 
8, c,d,. , et inversement, tout codiviseur de 3, c, d, . divise 

les nombres donnds. Par consequent, la recherche des codiviseurs 
de n nombres entiers se ram£ne & la recherche des codiviseurs 
de (n — 1 ) nombres, en remplagant deux quelconques des nombres 
donnas par leur plus grand codiviseur. En appliquant ce proc£de 
au syst&me nouveau des (n — i) nombres, on pourra remplacer 
celui-ci par un syst^me de (n — 2 ) nombres, et amsi de suite, jus- 
qu’& ce que le 9yst&me soit remplac6 par un seul nombre. On a 
done cette proposition Les codiviseurs de plusieius nombres 
sont tous les diviseurs de leur plus grand codiviseur Mais il 
est bon d’observer que l’on exceple le cas oh les nombres donnas 
sont tous nuls. 

Dans la pratique, il est plus commode de rechercher le plus grand 
codiviseur de la manure suivante. On place les nombres donnes 
par ordre de grandeur croissante 

a, b , c, d, e, . , 

on divise tous ces nombres parle plus pelitd’entre eux a. On range 
encore dans l’ordre de grandeur les restes obtenus, en n^gligeanl 
les restes nuls, eL en ne conservant que l’un des restes £gaux 
parmi plusieurs ; on obtient la suite 


Ci, fl?j, 



CHA.PITRE XIX — CODIVISEURS ET COM BLTIPLES 343 

On opdre sur ceLte suite corame sur la prdcddenle, jusqu’i ce 
qu’on n’obtienne plus qu’un seul reste, qui est le plus grand co¬ 
diviseur cherchd. Pour ldgilimer ce procddd, ll suffit de reprendre, 
en le gdndralisant, le raisonneraenl quenous avons exposd dans la 
recherche du plus grand codiviseur de deux nombres 

D’ailleurs, on peui, comrae dans le cas de deux nombres, em¬ 
ployer les quotients approchds par excds, ou les quotients les plus 
approchds, de manure & obtenir les restesles plus petits. On pourra 
aussi faire les snnpli.Gcations dont ll a dtd parld ci-dessus. 

Ddsignons par A le plus grand codiviseur des nombres a, b , c, 
d , , et posons 

a = Aa', b — \b' , c = Ac', d — Id 1 , 

le plus grand codiviseur des nombres en tiers a ', b', c 1 , d ', . . est i, 
on dit alors que les nombres n’onl aucun diviseur cominun, ou 
sont p/emiers enti e eux Par consequent, si l’on divise plusieurs 
nombres par leur plus grand codiviseur, on oblienl des quotients 
premiers entre eux; inversement, si l’on mulliplie des nombres 
par un nombre enticr quelconque A, leur plus grand codiviseur esl 
multiple par A 

II y a lieu de distinguer le cas de plusieurs nombres p/e/mers 
entre eux du cas de plusieurs nombi cs premia s deux d deux 
ll esL clair que des nombres premiers deux k deux sont premiers 
entre eux; mais des nombres premiers entre eux ne sont pas nd- 
cessairement premiers deux a deux, amsi, par exemple, si a, b 
sont deux nombres impairs premiers entre eux, les nombres or, b y 
aa, 2 b, sont premiers entre eux, mais ne le sont pas deux & deux 

19-4 Comultiples. — Nous allons resoudie un probldme qui esl 
en quelque sorLe l’inverse du prdeddent. II s’agit de trouver tous 
les comultiples de plusieurs nombres donnds ou, en d’autres 
lermes, de trouver tous les nombres qui sont sdpardment divisibles 
paries nombres donnds Nous ddmontrerons ce thdordme 

Les comultiples de plusieurs nombres sont tous les multiples 
du plus petit de leurs comultiples 

Cpnsiddrons d’abord deux nombres donnds a el b\ ddsignons 
par A leur plus grand codiviseur, et posons 

a = Aa' eL b — A6', 
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nous savons qae a' et V sont des nombres premiers entre eux. Les 
comultiples cherchds sont des multiples de a, et sont tous corapris 
dans la formule ma ou mAa', dans laquelle m est un entierquel- 
conque; pour que ces nombres soient des multiples de b, il fauiet 
il sufGt que mka 1 soit multiple de A b 1 , c’est-ik-dire que U divise 
ma 1 , mais b', premier avec a', divise m, et l’on a m = m’ b 1 , end£- 
signant par m' un enlier quelconque Par consequent, tous les co¬ 
multiples de a et de b sont compns dans la formule ma ou m'a'b' A, 
mversement, tous les nombres compris dans cette formule sont di- 
visibles par a ou a! A et b ou b' A On voit amsi que tous les comul¬ 
tiples de deux nombres a et b sont tous les multiples d’un certain 
nombre 

r if * cib 

a b A, ou - - > 

A 

que Ton appelle le plus petit conudtiple de a et de b ( 1 ). 

Nous allons etendre cette proposition & un nombre quelconque 
d’entiers, il s’agit de determiner tous les comulliples de plusieurs 
nombres donnds a, b, c, d, .. D’abord il cst evident que l’ordre 
de succession des nombres donnas peut 4tre pris arbitrairementet 
que, par consequent, a et & ddsignent deux quelcoDques des 
nombres donnes. Designons par p le plu9 petit comultiple des deux 
nombres a et b, nous venons de voir que tout comultiple de ces 
deux nombres est un multiple de p, et mversement Par suite, Lout 
nombre 9 comultiple de a, b, c, d , . est un comultiple de p v c, 
d , . , et mversement, tout comultiple de p, c, d, ... est un mul¬ 
tiple des norabies donnds. 

Par consequent, la recherche des comultiples de n nombres en- 
tiers se ram&ne A la recherche des comultiples de (n — i) nombres, 
en remplagant deux quelconques d’entre eux par leur plus peLit 
comultiple. En appliquant le m£me proc^de au systeme des (/? — i) 
nombres, on pourra remplacer celui-ci par un systime de ( n — a) 
nombres, et ainsi de suite, jusqu’& ce que le systeme soit remplace 
par un seul nombre, qui est le plus petit comultiple des nombres 
donnds. 


C 1 ) Si deux groupes de deux nombres (a, b) et (c, d) ont le miimc plus grand 
codiviseur et le mfime plus petit comultiple, il n'en rdsulte pas, pour cela, 1'iden- 
utA des deux groupes Ainsi les groupes (a,3o) et (6,io) ont tous deux le mfime 
plus grand codiviseur a et le mfeme plus petit comultiple 3o 
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Lorsque deux des nombres a et b sont premiers entre eux, on a 
A = i et le plus petit comultiple des deux nombres est £gal k leur 
produit ab, mais, d’autre part, lorsqu’un nombre c est premier 
k deux autres, il est premier a leur produit Par suite 

Le plus petit comultiple de plus tears nombres, prennei s entre 
eux deux d deux, est 6gal & leui p/oduit 

Lorsqu'un nombi e est divisible par plusieiirs autres, pi emiei s 
entre eux deux d deux, il est divisible pai leur produit. 

Exemple I — Si I’on ddsigne par D(a, 6, c, , l) le plus grand co- 
diviseur de n nombres, pai d\, o? 2 , d les plus grands codiviseurs de 
groupes formas par ces nombres, de telle sol te que 1’ensemble des groupes 
leproduise les nombres donnds, on a 

D(«, b, c, , l) = D(d h d s , d 3 , ) 

Evemple II — Si 1’on ddsigne pni’7?i(a, 6, c, , l) le plus petit co¬ 
multiple de n nombres, pai m.\, m 3 , les plus petils comultiples 
de groupes formds pai ces nombres, de telle sorte que 1’ensemble des 
groupes reproduise les nombres donnds, on a 

7 n(a, b, c, , l) = ni(m.x, m 3 , m 3 , .. ) 

Exemple III — Pour qu’un comultiple de n nombies soit le plus petit, 
il faut et il suffit qu’en le divisant successivement par cliacun d’eux, on 
obtienne des quotients premiers entre eux 

Soient M un comultiple des nombres donnds et P leur produit, les pro- 
duits des nombres pns (n — i) a (n — x) sont 

P P P 

a b l 
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Pour que M ait Ja plus petite valeur m, il faut cl il suffit quo Ton aiL 


_/M M M\ 

D (w 1 tJ = 


ou, en d’autres termes, que Jes quotients 


IW M M 

— ? 7-1 - • 1-7 

a b l 


soient premiers entre cux 

Exemple IV — Le produit de n nombres est dgal au pioduil de leui 
plus petit comultiple par le plus grand codiviseur des pioduits dc ccs 
nombi es pris (n — {)& (n — 1 ) 

En elfet, 1’exprcssion ( 1 ) de YExemple III donne 

(a) P = ni(a,b, , j V 


Exemple V — Le plus petit comultiple de n nombres est dgal a un 
comultiple quelconquc M divise par le plus grand codiviseur des quotients 
obtenus cn divisant cc comultiple par chacun des nombres. 

En cffet, lcs dgalitds (r) et ( 2 ) donncnt 


(3) 


m(a, b, c, 


, l) = 


M (a , b, 


d(H», 

\a b 


,n 

JV1 \ 


En supposant = P, on retiouve le thdordmc pidcddent 
Exemple VI — Le produiL de n nombres est dgal au produit dc leur 
plus grand codiviseur par le plus petit comulliplc des produils de ccs 
nombres pris ( n — 1 ) & (n — 1 ) 

1* P 

Remplapons, dans 1’dgaliLd (3), lcs nombres n, b, ,pm — > • 1 

P p p p 

~t 5 et prenons pourM le produit P, les quotients dc M par —? 7-j • > -7-> 

* Cl U l 

seronl a, b, c, . , et nous aurons 


(4) 


P = m 


P P 
a b 



, l) 


Exemple VII. -Le pioduit de n nombres est dgal au plus petit co¬ 

multiple des produits obtenus en combmant ces nombres r u /, mulliplid 
par le plus grand codiviseur des produits obtenus en les combmant (n — r) 
& (n — r) 

Gonsiddrons les C£ produits des n nombres combinds r & / , le produit P 
est dvidemment un comultiple de ces produits et les quotients obtenus cn 
divisant P par chacun d’eux sont les C" -7, produits des nombres pus 
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(/i—;)A(/i — r), el il suffll d'appliquer la formule ( 3 ) On a done la 
formule 

P = m(G'J D(Gr'). 


el en remplafant r pai (n — r), 

P = D(G^) m( 0 %-) 

Nous avons emprunl£ les £nonc£s el les demonslialions des Exercices 
III cl VII, a un arliele de M Barrteu ( Matliesis , l III, p 217) 


195. Codiviseurs des formes lin6aires. — Nous demonlrerons 
encore le th£or6me suivant sur les formes lindaires et homogenes 
Considerons n formes mdependanles, et supposons, pour plus de 
simplicity, n = 3 Soient 


i X = a, x -+- b\y -+- Cj z, 

Y = a s x -+- b%y -t- c 3 z, 

Z = a 3 r -+- b 3 y-+-c a z 

Designons par A le determinant des coefficients, el par de 
grandes lettres tous les mineurs. On a 

/ Aa" = At X -+- A s Y -t- A3 Z, 

(i) 1 A y = Bt X -+- Bg Y -+- B 3 Z, 

( A z = Gi X -+- G2 Y -+- G a Z 

D’apies les relations ( 1 ), tout codiviseur de x, y, z , esl aussi 
un codiviseur de X, Y, Z, reciproquement, par les relations ( 2 ), 
Lout codiviseur de X, Y, Z divise os, y , z , ou divise A De 1&, 
pour A = 1 , ce theoreme 

Si n nombi es sont premiers entie eux, il en est de mdme 
de n formes hndaires et homogdnes de ces nombi es, pourvu que 
le determinant des coefficients soit dgal a d= 1 . 

Le systfeme des codiviseurs de n nombres x, y, z, ne change 
quand on remplace ceux-ci par n fonctions lmdaires et homogfenes 
X, Y, Z, , de x , y, z, , dont le determinant des coefficients 
est egal A dz 1 . 

Example I — Si a et b ont 8 pour plus grand codmseur, les nombres 
a + 6 ct a — b ont pour plus grand codiviseur 0 ou 2S 
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Exemple II — Gonsuldrons la suite 

t, a, 8, 5o, 18 , 4348, . , 

u n = (ui — 1 ) — 1 ) u n - s , 


dans laquelle 


le plus grand codiviseui de u n et u n - 1 est av, en ddsignant pai q 1’entiei 
de (are + 1 ) par 8 (n° J28, Ear II) (Silvester) 


196. Codiviseurs et comultiples des nombres fractionnaires. — 
On dit qu’une fraction est divisible par une autre, ou multiple 
d’une autre, quand elle est dgale au produit de cette autre frac¬ 
tion par un nombre entier Avec cette definition, les notions de 
codiviseurs et de comultiples s’appliquent aux nombres fraction¬ 
naires, et Ton appelle plus grand codiviseur de plusieurs frac¬ 
tions la plus grande fraction 1 / rdductible qui divise chacune des 
fractions donndes, et plus petit comultiple la plus petite fraction 
irrdduclible, qui est divisible par chacune des fractions donndes. 
Celaposd, on a lelemme suivant: Pour qu’une fraction iridducliblc 

g soit divisible par une fraction irreductible -> il faut et il suffit 

que p divise a et que^ soit un multiple d eb Au moyen de ce lemme, 
le lecteur ddmontrera aisdment les tbdordmes suivants (•) 

I. Le plus grand codiviseur de fractions irrdductibles est une 
fraction irrdductible qui a pour numdrateur le plus grand codivi¬ 
seur des numdrateurs et pour ddnominateur le plus petit comul¬ 
tiple des ddnominateurs 

D / dl \ D(d|, (£3,1X3, ) 

\bf bf bf / /?*.(&!, A 2j 63, )' 

II. Le plus petit comultiple de fractions irrdductibles esl une 
fracLion irrdducLible qui a pour numdrateur le plus petit comul¬ 
tiple des numdrateurs et pour ddnominateur le plus grand codi¬ 
viseur des ddnominateurs 


[<h £1 £s \ _ ni(a t ,a a ,a 3 , ) 

\bf bf bf J D / 

III Tout codiviseur de fractions irrdductibles est un diviseur 
de leur plus grand codiviseur. 


(') Voir , pour plus de details, uo article de M P Bamiieu, dans le Journal 
de Mathematiqms elementaires (1884) 
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IV Tout comultiple de fractions irrdductibles est un multiple 
de leur plus petit comultiple. 

V. Le produit du plus grand codiviseur de plusieurs fractions 
par le plus petit comultiple de leurs inverses est egal & 1 . 


D 


ci\ a 2 a 3 \ / b 1 bi 63 

- - , — , 7— j • ■ • ) nil — > — > — 1 

o j Oj 0 3 / a j a 3 


1 


VI. SI l’on mulliphe ou si l’on divise plusieurs fractions pai 
un m 6 me nombre, entier ou fractionnaire, leur plus grand co¬ 
diviseur (ou leur plus petit comultiple), est multiple (ou divisd) 
par ce nombre. 

11 r4sulte de ces th4oremes et de quelques autres analogues 
que, si l’on designe par a, b, c, . . des nombres positifs, quel- 
conques, entiers ou fraclionnaires, parP leur produit, par d et M, 
un codiviseur et un comultiple, par D et m le plus grand co¬ 
diviseur et le plus petil comultiple, on a loujours les ldentitds 
suivantes . 


D(a,b,c, 

) = D[D(a, b),c, 

L 

m(a,b,c, 

) = /??[/n(a, 6), c, 

] 

D (a,b,c, 


= ' > 

m(a, b , c, 

> •) 

= T 

D ( ak , bk,ck 

, ) = kD(a,b,c, 

), 

m(ak, bk , ck 

, .) = kni(a,b : c, 

)• 

D (a, b,o, . 

v /M M M 

). m ( — j — > • ■ 

\a b c 

^ — iW 

7 n(a,&,c, . 

/M M M 
) D —; , j — j 
\a b c 

H 

D (an, bP, cP, 

) = [D(a, 6,c, 


m(aP, bP, cp, 

) = [m(a,6,c, 

■)]" 


Enfin, si l’on designe par /?z(GJ 1 ) et par D(G‘ t ) le plus petit co¬ 
multiple et le plus grand codiviseur des produits obtenus en com- 
binant n fractions 1 k /, on a 

j D(C' m ) m(c«-0 = p, 

1 ni( CJ,). D(GrO=P 
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CHAPITRE XX. 


LES NOMBRES PREMIERS 


197. Nombres premiers. — Un nombre quelconque, en excep¬ 
tant l’umid, admel an moins deux diviseurs qui sont 1’umtd et 
ce nombre lui-mdme, on dit qu’un nombre posilif cst pienuer 
lorsqu’il n’a d’aulre diviseur que lui-mdme et I’unitd On dit qu’un 
nombre est non pienuer ou compost lorsqu’il admet plus de deux 
diviseurs. En d’autres lermes, si l’on suppose la Table de Pvtha- 
goue prolongde inddfiniment, les nombres premiers sont ceux 
qu’on ne rencontre que dans la premidre ligne et dans la prenndre 
colonne de la Table, Lous les nombres situds dans les autres hgnes 
et les autres colonnes sont des nombres composes II j a done 
deux especes d’entiers positifs, les nombres premiers et les nom¬ 
bres composes, mats on doit observer que l’unitd ne rentre dans 
aucune de ces deux espdees et, dans la plupart des cas, ll ne con- 
vient pas de considdrer l’unitd comme un nombre premier, parce 
que les propridtds des nombres premiers ne s’appliquent pas tou- 
jours au nombre i (') 

Tout nombre non premier admet au moms un diviseur premier 
autre que l’unitd En eflet, soit n un nombre composd et soit p Ip 
plus petit des diviseurs autre que l’unitd; si p n’dtait pas premier, 
il admettrait un facteur premier p 1 plus petit que Jui qui divise- 
rait n , multiple deju; par consdquent, p ne serait pas le plus pelit 
diviseur de n 

Pour former uneTable des nombres premiers impairs,jusqu’aune 


(') A.insi Ic nombre i est premier h Im-mdme, Landis qu’un nombre premier p 
n’est pas premier A lui-mfime, voir plus loin la thdorie de Vindicateur II seraiL 
prdKrable de designer tout nombre premier plus grand quo a par le mot simple 
ou primaire, dans le but d’dviter ces trois expressions presque identiques qui 
correspondent a des id^es si di(F£rentes 1 Les premiers nombies, les nombres 
premiers et les nombres premiers entre eucc 
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liraite donn^e, on emploie le proc^de connu sous le nom de Ci'ible 
<^’J£ratosthene (276-194 avant J -G.). On 4 crit La suite naturelle 
des impairs depuis i jusqu’i celte limite, puis on efface ceux 
que l’on rencontre de 3 en 3 , k partir du carr 4 de 3 ; on efface 
ensuite ceux que l’on rencontre de 5 en 5 , & partir du carr6 de 5 , 
en tenantcompte dela place occup 4 e paries nombres effaces, puis 
ceux que Ton rencontre de 7 en 7, & partir du carr 4 de 7, et ainsi 
de suite en recommengant chaque fois par le carrd du nombre que 
l’on trouve parmi les nombres restants k la suite du nombre pre¬ 
mier dont on vient d’effacer les multiples L’op^ration s ; arr£te 
d’elle-m^me, lorsque 1’on vient d’effacer les multiples du plus 
^rand nombre premier dont le carr^ est plus petit que la limite 
propos^e 

Example I — Former, pai le crible, la Table (les nombres premiers 
jusqu’6 100. 

On trouve les vingl-cinq nombres premiers 

2, 3 , 5 , 7, 11, i 3 , 17, 19, 23 , 29, 3 1, 37, 41, 

1 3 , 47 1 33 , 59, di, bjj 7*) 79> 89, 97 

Exeniple 11 — Tout nomine premier plus grand que 2 est de l’une 
des formes lindaircs 4 x ± 1 

Tout nombre premier plus giand que 3 est de l'une des formes lineaires 
(>.r ± i 

Tout nombic premier impau est de l’une des formes 8 a - dr 1, ± 3 

Tout nombre premier plus grand que 3 est de l’une des formes j ix ± 1, 
± 5 

Le caini d’un nombre premier plus giand que 3 est un multiple de 2\ 
augment^ de l’umte. 

Exeniple III — Tout nombre l\n -f -3 est premier ou divisible par un 
nombre impair de nombres premiers de la mfime forme 

Tout nombi e 6/i + i <jst premier ou divisible par un nombre impair de 
norabies premiers de la mflme forme — II n’en est plus de mdme, pour 
les nombres des formes 8/1 - 1 - 3 , +5 ou +7. 

Exeniple IV — Le produit des n picmieis nombres premiers n’esl 
jamais la somme ou la difference de deux puissances de m^me exposant 

En effet, si p ddsignc un nombre premier impair, le binome aP — bP 
n’est pas divisible par p ou est divisible par p 1 ( Exemple IV, n° 192 ) 
D’autre part, si p est pair et egal k 2 q, la somme a’oi-hb ^7 n’est pas divi¬ 
sible par 3 et la difference b if i n’est pas divisible par 2 ou est divi¬ 
sible par 8 c Q. F. D 
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En particulier, l'expression 

2357.11 i 3 17 ±1 

n'est jamais une puissance exacte 


198. Suite des nombres premiers. — La suite des nombres 
premiers est illimitde Ce thdordme important, dd & Euclide, se 
ddmontre comrae ll suit SoitjD un nombre premier quelconque, 
ll y a ndcessairement un nombre premier plus grand que p , quel 
que soit p. En effet, supposons qu’on ait formd la suite de tons les 
nombres premiers jusqu’d p , 

2, 3 , 5 , 7, 11, 1 I' 1 


ajoutons 1’umL^ au produit de tous ces nombres Le nombre ob- 
lenu Z p est plus grand que p et reprdsente un nombre premier ou 
compost Si Z p est premier, le tlidordme esL ddmonLrd, d autre 
parL, si Z p n’est pas premier, il est divisible au moms par un 
nombre premier Mais Z p n’est divisible par aucun des nombres 
premiers 2 , 3, 5, ., p , puisque le reste de sa division par l’un 

de ces nombres est 1 Done Z p est divisible par un nombre pre¬ 
mier plus grand que p 

On reconnatt que Z p est premier pour p = 3, 5, 7 , 11 , tandis 
que pour p = i3, 17 , 19 , 23 les nombres Z p sont composds 
On a 


1 + 2 = 3, 

1 + 2.3 = 7, 

1 + 2.3 5 = 3i, 
i + 2 3.5.7 = 211, 

1 + 2.3 5.7.11 = 23l 1, 
i + 2.3 5.7 11 i3 = 5g 5og, 

1 + 2.3 5.7.11 i3 17= 19 97.277, 
i + 2.3.5 7.11.13.17.19 = 3^7 27953, 
[+2.3.5 7.11.13.17.19.23 = 317 703763 


Mais, dans I’d tat actuel de la Science, il serait trds difficile de 
conlmuer cette dtude et de savoir dans quels cas le nombre Z p est 
premier ou composd, ou mdme de savoir s’il j a une sdne illimitde 
de valeurs de p donnant des nombres premiers. Cette question 
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parait aussi inaccessible que les trois suivantes vt^rifides jusqu'4 
ceilames limites sur les Tables des nombres premiers 

I Exisle-l-il une infinite de groupes de deux nombres pie- 
nners dont la difference soit 6gale 4 2 ? 

II. Tout nombre pair est-il la somme de deux nombres pre¬ 
miers? Si cette derni 6 re proposition posee par Waring ('), dans ses 
Mcdilationes ancilyticce, £tait demontree dans le sens de l’affii 
inalive, on en deduirait nnmediatement que tout nombie impan 
est, de diverses mammies, dgal 4 la somme de trois nombres pre¬ 
miers 

III Tout nombre pan est-il la difference de deux nombres pre¬ 
miers 1 ^ A. de Polignac ) 

Exemple / — II y a une infinite de nombres premiers apparlenant A la 
iorme lindane ( 6 a; — i) 

On remplace, dans la demonstration precedcilte, Z p pai 
2 3.5 ; ii p —i, 

c’est un nombre de la forme ( 6 a; — ij qui est premier, ou divisible pai un 
nombre premier de mime forme 

Exemple II — II y a une infinite de nombres preraicis apparlenant a 
Ja forme linean e ( 4 a — i) 

On remplace Z /; pai 

a 2 3 5 7 11 p — i, 

c'cst un nombre de la forme ( 4 a — r) qui est pi emiei, ou divisible par un 
nombre premier de mime forme. 

Exemple III — En admettant le tbeorerae, ddmontre plus loin, que 
tout diviseur premier impan d’une somme de deux cairds premiers entre 
eux est une somme de deux carrds, ddmontrer qu’il y a une infinite dc 
nombres premieis de la forme lindaire ( \x -+-1) 

On considere l’cxpiession 

a 2 3 2 5 2 7 2 11 0 'P 2 -±-1, 

et I’on continue comme ci-dcssus 

Exemple TV — Ilya une infinite de nombies premiers de la forme 
lindaire ( 8 a" -+- 5 ) 


(') Dans unc Lettre 5 Goldbach ( 3 ojum 1742), pubhde dans la Correspon~ 
dance mathematique et physique, Euler dent qu'il considire ce theoreme 
comme tout 5 fait certain, quoiqu’il nc sache pas 1 c ddmontrer 

E L - T 


23 
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En admellant le thdordme de V Exempt e III , on considdie I’exprcssioii 

Z = 3 2 . 5 a . 7 s ii ! . .j d 2 + 2 s , 

Z etant une somme de deux, carrds premiers enire eux, lous ses dmseurs 
sont de la forme (4a? -+-1), c’esi-d-dire de l’une des formes (8a?-t-i), (8a?-t- 5 ), 
et, puisque Z est de la foime (8a? + 5 ), ce nombre esl piemier ou divisible 
par un nombre premier de la mdme forme et plus grand que p 

Remarque — Lcs thdordmes prdcddeats sont des cas trds particulars 
de ce thdoreme remaiquable dnoncd par Legendre et demonlrd, pour la 
premiere fois, par LEJEUNE-DmicnLET Toute pi ogression arittimdtique 
dans laquelle deux tei mes consdcutifs sont premie/s entre cux l en- 
ferme une mfiniti de termes qui sont des no mb res premie/s En d’au- 
tres termes, si a fet b sont premiers entre eux, la forme lindairc (ax-\- b) 
contient une infinite de termes qui sont des nombres premiers 

199. Distribution des nombres premiers — 11 n’cxiste aclucllc- 
inentaucune mdthode pour trouver une solution salisfaisanle des 
questious smvantes 

f. Trouver un nombre premier plus grand qu’un nombre pre¬ 
mier donne 

II Trouver une fonclion qui ne donne que des nombres pre¬ 
miers 

III Trouver le nombre premier qui suit un nombic premier 
donne 

IV Trouver le nombre des nombres premiers qui nc smpassenL 
pas un nombre donne. 

V. Calculer directement le nombre premier de rang donm 1 * 

Ces questions que nous avons rangdcs suivanL l’ordre probable 
de difficult^ croissante paraissent encore maccessiblcs, malgie les 
efforts des mathematiciens les plus illusLres. 

Fermat avait pensd, mais en annongant qu’il n’cn avail pas de 
demonstration, que les nombres de la forme 

F /1 =2*'‘+r, 

etaienttoujours premiers Nous demontrerons plus loin que F w est 
premier pour les valeurs de « = o, i, 2 , 3, 4 et compose, pour 
n = 5, 6, T 2 , 23, 36 (voir n° 34) 

Nous ajouterons que, pour modifier la conjecture de Fermat, on 
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a enonce cette proposition Tous les nombres qui appartiennent 
k la suite 

2 

a a a a 2 

2+1, 2 2 +-l, 2 s + I, 2 3 +1, 2 s -Hi, 

sont premiers. D’autrc part, Eisenstein a enonce ce thdorime 
dont ll possedait probablementla demonstration. 11 y a line infinite 

de nombres premiers de la forme 2 a#1 —|— i; mais nous ne connais- 
sons ancune demonstration de ces deux propositions difficiles 

Consulier Annates de Gergonne, t XIX, p 236 —Journal de Ci elle, 
t XVH, p 87 —Journal de Sylvester ,1 IT, p 238 . — Bulletins de VAca- 
dimie des Sciences de Sainl-Petersbouig (nov 1877 et janvier 1878). 

Parmi plnsieurs aulres, Euler a donne les trois formules sui- 
vantes (Mini de Berlin pour 1772, p. 36 ) 

x* ■+■ x -+-17, 

2;r 2 4- 29, 
a? 2 -+ a- 4- 4 r, 

qui fourmssent respectivement, pour les valeurs entidres succes- 
sives de x, a partir de zero, 17 , 29 el 4 > nombres premiers, ainsi 
qn’on leverifie facilementen calculant par differences, comme pour 
la Table des carres (n° 24) 

Mais ces formules, et d’autres analogues, ne peuvent represen ter 
exclusivement des nombres premiers, car on a la proposition sui- 
vanLe 

Le polyndme d coefficients entieis 

/(a?) = a ■+- bar -+■ cx- +- dx z ■+ 

ne pent donner continuellement des nombres piemiers, pour 
toutes les valeurs enh&i es de x 
Eri effet, soit p = fix 0 ) un nombre premier correspondanl a la 
valeur x 0 de x, on a, quelle que soit la valeur du nombre en- 
tier y (n° 32), 

f(x 0 -hpy)z=f(xo) (mod p), 

done f{xo-\-py) est divisible par p y quelque grand que soitj^. Par 
suite, f(x) ne peut representer exclusivement des nombres pre¬ 
miers 
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200. Decomposition d’un entier en difference de deux carr6s — 
LJn oombre premier impair cst, d’une seule manierc, la difference 
de deux carrds En effet, considdrons liquation 

a? 2 —7 a = P, 

dans laquelle p ddsigne un nombre premiei, dans ce cas, x eL y soul 
premiers entre eux, il en esl de m^me de leur sonune et dc Jcur 
difference. On doil done poser 


or — y — i. 


x-yy = p. 


d’ou I’identite 




Mais si nous reinplacons p par le produit de denx nombres im- 
paus p\ et p% plus grands que i, nous pouirons poser encore 


x= Pi + P* 
2 


J = 


P\ — P " 


Ainsi, pour qu'an nomb/e impair soit picmici, il faut et il 
sufit qu’il soit, et d’une seule mam&re, 6gal d la difference de s 
caires de deux nombres entiers De la cellc melhodc mdiqnee 
par Fermat pour reconnaitre si un nombre impair donne n csl 
premier ou compose On ajoute au nombre n Ions les careds jiib- 
qu’i celui de | (n — i), si l’on ne trouve qu’un sen 1 total, 1c der¬ 
nier, dgal a un carre, le nombre essayd est premier Dans le cas 
contraire, le nombre est compose, et on le decompose lmmedialc- 
ment en un produit de deux facteurs. On snnplifie considcrable- 
ment le calcul en tenant compte des derni'ers chiffres des caries cl 
en se servant d’une Table de carres (n 08 24 et 26) 

On a encore le thdordrae suivant, qui n’est qu’im cas parliciilicr 
dans la tbdoriedes formes quadraLiques Si AeiB dhignent deux 
en tiers posltifs, un nombre premier p ne peut dire donne par 
L‘s deux decompositions distinctes 

p = Aa ! + B & a , /? = A a 2 + B (3 2 

En effel, on en ddduirait 


/7(P 2 —6 2 ) = A(a 2 P 2 - & 2 a 2 ), 
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par suite, l’un des aombres (a(3±6a) serait un multiple de p , 
mais on a l’idenlite 

p*= (Aoa± B&P) s 4- AB(a(3q=6a) 2 . 

Pour AB >i, on doit remarquer que le carre qui multipbe AB 
est nul, car s’ll en etait autrement lc second membre serait plus 
grand que le premier, on doit done poser 

a* 6 s Aa ! +Rfi ! _ 

a* = P* " Aa s -r- BP 2 ~ 

d'oii fl = ±a, el 6 = ± (3 

Pour AB = i, on peut supposer a (3 qr &a = ±y», mais alors 
I’autre carie de la valeur de p 2 serait nul et l’on aurait a =± [3 eL 
b = ± a. 

En partant de celte proposition et d’autres du m6me genre, on ob- 
Lient d’aulres methodes pour la decomposition des nombres en fac- 
Leurs premiers, que nous exposerons plus loin Nous ne retiendrons 
ici que celte application indiquee par Sophie Germain : Aucun 
nombre de La forme (p 4 4) 3 exceptd 5, n’ est un nombie pre¬ 
mier En efieL, 

ytjV-i- 4 = (/? 2 ) 2 4 -a 2 = (/> 2 — a) 2 + 4 ^ 2 , 

par consequentces nombres sont, de plusieurs mameres, la somnu* 
de deux carr^s. Plus generalement, on a 

4 ^ = (j" 2 4- ijK 2 )*— 4 

et, par suite, la decomposition 

x K -t- 4 j*= (a? a 4 - 2ay-h 2j 2 ) (a? 2 — 22?j 4 - 2j 2 ). 

201. Des nombres composes. — Nous avons vu ( 197) que lout 

nombre non premier admet au moms un diviseur premier autie 
que l’unite Cela pose, nous allons demontrer que tout nombi e qui 
id est pas premier est decomposable en un produit d'un nombre 
Jim defacteurspremiers. — En effet, si n n’est pas premier, on 
peut poser 

n = pn 

p designant un nombre premier el n! un nombre premier ou com- 
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posd. Si n! est premier, le thdoremeest ddmontrd, mais, si n! n’est 
pas premier, uous pourrons dcrire 


n' = p'n\ 


p l ddsignant un nombre premier et n" uq nombre premier ou com¬ 
post plus petit que n'. En appbquant le mime raisonnement au 
nombre n", et en observant que la suite des nombres entiers positifs 
d^croissants n, nn. est limit^e, on finira par trouver 


11 = PP' p” , 

le second membre se composant d’un produit de facteurs premiers 
en nombre Gni. 

La decomposition d’un nombre en facteurs premiers n’est 
possible que d’une seule manure, si Von ne tienl pas compte 
de Vordre des facteurs En effet, supposons que l’on ait trouvd 
les deux decompositions 

n=pp'p' 1 . et n=qq , q'' , 


dans lesquelles les p et les q ddsignent des nombres premiers On a 
done 

(i) pp'p" =qq'q” 

Puisque p divise le premier membre, ll divise le second, ll exisLe 
ndcessairement un facLeur du second membre dgal 4 p ; car, si lc 
nombre premier p n’etait dgal a aucun des facteurs premiers du se¬ 
cond membre, ll serait premier a chacun d’eux et 4 leur produit 
(n° 192); par suite, ll ne pourrait diviser le second membre On peut 
done supposer p= q , puis, diviser les deux membres de l’dgalitd 
prdeddente par p , et obtenir l’dgalitd 

p>p\. = q'q\ , 

sur laquelle on recommencera le mime raisonnement. Par conse¬ 
quent, les facteurs du premier membre de l’dgalitd (i) sont respec- 
livement dgaux 4 ceux du second, et en nombre dgal. 

On simpbfie la representation d’un nombre compose n en grou- 
pant ensemble les facteurs premiers dgaux. Si a, [3, y, ... ddsi- 
gnent respectivement les nombres des facteurs dgaux aux nombres 
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premiers indgaux deux a deux, a, b, c, , on aura 

n =a“6PcY 

les exposants a, (3, y, • • repr^seotent ndcessairement des nom- 
bres entiers, posilifs ou nuls. En supposant (3 = y = . = o, el 
a = i, on a simplement n = a, de telle sorte que la formule pr 6 c 6 - 
denLe, bien que souvent difficile & oblemr, renferme sans aucune 
exception tous les nombres entiers positifs, premiers ou composes, 
et aussi l’unit£ pour a = i. 

Example I — Simplifier 1'expression 

8B / 100^y /io48576\ 8 / 656 o \ 3 / 15604\s /gSoiN^ 

IO \ 1024 / \io 4 B 575 / \ 65 bi/ \e 5625 / \98oo/ 

Ou trouve pour rdsultat a 190 (Gauss ) 

Exemple II — Pour qu'un uombrc soit |la somme d’eutiers consecu- 
Lif9, ll faut et ll suffit qu’il ue soit pas £gal & une puissance de 2 . 

Exemple III — La somme des inverses des nombics premiers est in Time 
En effet, on a pour p > 1 la sdne convergente 



P 


si I’on donnc & p toutes les valeurs 2, 3 , 5 , 7, 11, . des nombres pre¬ 
miers et si I’on multiplie les ddveloppemcnt 9 , tous les termes du produit sont 
diff^ients , chacun d’eux est l’lnvcrse d’un nombrc de la forme 2“3P5Y.. , 
pour des exposants entiers, nuls ou positifs Mais tout nombre entier n’d- 
tant decomposable en facteurs premiers que d’une seule manure, le produit 



donne la s£ne barmomque lllirmtee II y a done une infinite de nombres 
premiers. 

Cette demonstration est d’EuLER En se servant du theoreme de Goldb ach 
(n° 89 , Exemple JT), et du developpement de — log ^1 — -|,on demontre 
le tbeordme enoned. 


202 Suites de nombres composes cons6cutifs. — On peuttrou- 
ver une infinite de suites formdes en aussi grand nombre n qu’on 
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voudravd’entieis consdcutifs et composds En effcl, ddsignons par 


a \.i Gt} a ii i 

n entiers consdcutifs tels que le plus petit soil > i, et cherchons n 
nombres consdcutifs que nous pouvons designer par 

A -+- at, A -+- flij, A -+- rtj, , A - 4 - ci,i, 

tels que ces nombres soient respectivement divisibles par ai, f/ 2 , 
a 3 , . ,a n II en rdsulte que A est divisible par chacun des n nom¬ 
bres donnas et, par suite, par leur plus petit comnltiple, done, en 
ddsignant celui-ci par p et par t un enlier qiielconque, on a 

A = t (JL 

Plus gdndralemenL, on peut supposer que a A , a->, rtj, , ct n 
ddsignent des nombres en progression arithmdlique de raison / 
Mais, si l’on veut simplement que les nombres 

A -r erg, A -|- cig, A -|- ct±, , A H— ct,i 

soient des Nombres composes, on peut remplacer p par le produil 
P des nombres premiers jusqu’a n : el considdrer les nombres 

^ P -+- 2, 2 P —l— 3 , tP 4 - 4 , i tP -+- n i 

ainsi, par exemple, les neuf nombres consdcuLifs 

212, 2i3, 214, , 219, 220 

sonl composes, ll en sera de mdme, si on les augmente d’un mul¬ 
tiple quelconque de 210 

Exemple I — Tiouver tous les nombres N qui, divisds rcspccLivemcnl 
pai les nombres 2, 3 , 4 i , (n — 1), donnent succcssivcmcnL pour resies 
les nombres 1, 2, 3 , , (ft — 2) 

Le nombre (N + 1) est dvidemment divisible pai 2, 3 , 4 , , (« — i)l pur 

consequent, il est divisible par leur plus petit comultiple pi, 011 a done 

N = /(JL — 1 


Exemple II — Trouver tous les nombres Xqui, divisds respectivement 
par les nombres 2, 3 , 4 > , ( n —i), n , donnent successivemcnt poui 

restes les nombres 1, 2, 3, (n — 2), 0 
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D£terminons d’abord tous les nombrcs qui vei tflcni toules les conditions, 
a l'cxception de la dermfire, on a, avec les notations de l’Excunple pi6c£- 
dcnt, 

IN' = t (JL — i, 

determinons t de telle sorte que N vdnfie la demiere condition, on doit 
done avon 

t [jl — i = n x , 

le piobleme n’est possible que pour n premier, car, sans cela, n et jjl admet- 
li aient un codiviseui qui devrait diviser i Done, en supposant n premie ?, 
(jl cl n sont pienners entie eux, et Ton peut determiner deux enticis Z et p 
( n° 191 ), tels que 1 ’on ait 

Z (JL — flX — i 

D6signons par N 0 la valour con espondanle de N qui represente une pre¬ 
miere solution du probldme; la difference (X — N 0 ) doit fitre divisible pai 
2 ,3, 4 , , {n — ij, n , par suite, ellc est divisible par leur plus petit comul- 

liple (i ji On a done la solution generate 

X = No -+- jj. fiy , 

y designant un enlier quelconque 
Soit, par exemple, n = 7, on aura 

X = 119 420 y 

203 Divisibility des faotorielles — Nous commencerons pai 
resoudre le probl^me suivant D&terminet le plus grand expo- 
sant de la puissance d } un nombre a qui lie surpasse pas un 
nombre donni n. 

Une premiere mdthode, directe, consiste & calculer le Tableau 
des puissances successives de a , jusqu’& ce que l’on obtienne un 
exposant a tel que l’on ail 


71 < a a+l , 

el 1 ’exposant cherch£ est a, on peut determiner ainsi, par exemple, 
le plus grand exposant de la puissance de 2 contenue dans un 
nombre donne (n° 189, Remarque IJ) 

Mats, an lieu d’employer les multiplications successives par a , 
on peut aussi employer les divisions successives par a. Cette m 6 - 
ihode repose sur le th^or^me suivant. Si q disigne le quotient 
par difaut de la division de n pai a, et si q’ disigne le quo¬ 
tient par defaut de la division de q par 6, le nombre q' est iga! 
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an quotient par defaut de la division de n par le produit ab 
En effet, on a par definition, 

n = aq-^rt, q = bq'-\- s, 


r ddsignant l’une des valeurs o, i, 2 , , {a — 1 ), et s J’une des 

valeurs 0 , 1 , 2 ,. , (b — 1 ) On deduit 

n = abq* -+-{as + /■), 

niais le nombre non ndgatif (as + r) est au plus dgal k 
a{b — i)-f-(o — r) ou {ab — i, 


done q' est le quotient exact, ou approche par defaut, de la division 
de ji par ab 

On ddsigne habiLuellement le plus grand nombre entier contenu 
dans ^ par la notation E^> que I’on prononce entier de npat a 
on a done 


E — 

E -7? = E 
0 


n 

ab’ 


et cette formule s’applique, en general, k l’entier de — 

Gela pose, nous rdsoudrons le probleme suivanl : Determiner 
le plus grand exposant de la puissance d’un nombre premier p 
contenue dans le produit n\ des n premiers nombres. Les en¬ 
ters qui contiennent p en facleur dans la factonelle n 1 sont tous 
les multiples de p 

p, 2p, 3 p, , E — p. en nombre E —, 

P P 

par suite, l’exposant de p dans cette faclorielle est dgal k l’expo- 
sant de p dans le produit 

1.2.3 ., E 

P 

augment^ du dernier facteur. En rdpdtant le m^me raisonnement 
sur cette nouvelle factonelle, et en appliquant le thdoreme prece¬ 
dent, ll en rdsulte que l’exposant du nombre premier p dans la 
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factonelle n ] est dgal a la somme 


E - + E 



Lorsque n 

P,P~>P\ • > 

cherchd 


est une puissance de /?, les quotients de n par 
sont tous entiers, et l’on Lrouve pour l’exposant 

n — i 


p—i 


Si l’on dent le nombre n dans le systdme de numeration de 
baseen supposant 

H = + dp 3 + , 


on Lrouve facilement que l’exposanl cherchd a pour valeur 

fl — ( CL — I— b —|— C —I— ) 

- , 

p I 

et a pour hmite supdrieure 

n 

P~ 1 ' 

Exemple I — Quel est 1 'exposant de 7 dans le produit des 10000 pre¬ 
miers nombres? 

On dispose le calcul de la manidre suivante 


10000 

3o 

20 

60 

4 

et lc nombre cherchd est 


7 




1428 

7 



028 

204 

7 


0 

64 

29 

7 


j 

1 

4 


1128 + 204-1-29 + 4 = i665. 


Exemple II. — Le produit des 1000 premiers nombres se termine par 
249 zdros 

Exemple III. — Trouver le plus grand exposant de la puissance du 
nombre premier p contenue dans le nombie combmatoire C&. 

On a „ 

nn = 

m n\(m — ny 
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cl 1'od applique la mdtbode pi £cedentc On en d£duit 1 ’exposanl de la plus 
haute puissance de p contenue dans le produit de n uombres consecuLifs 

Exemple IV — Trouvei Ie plus grand exposant de la puissance d’un 
nombre premier />, contenue dans le produit de n nombres impairs cons£- 
cutifs — Dans le produit de n nombres en progression arilhm£tique 

Exemple V — Trouver le plus petit nombre n telque la factorielle n ] 
soil divisible par une puissance donnde pY d’un nombre premiei p 

Voir la solution de M Neoberg (Mathesis , t Vlf, p 68) 

Exemple VI — Montiei quo, pour savoir combten de fois le nombre 
premier p est facteur dans le produit re 1 , on peut, aprds avoir 6cnl le 
nombre n dans le systdme de numeration de base p, diviser par (/> — n 
l’exces du nombre n sur la somme de ses chiffres. En conclute que p sem 
facteur dans le nombie combmaLoire CJJ autanl de fois que, dans la sous- 
ti action de n et de q ecrits dans le syst&me de base p, il faudra ajouter 
p aux clii(Ties de n pour rendre les soustractions possibles 


204. Quotient de faotorielles. — Nous allons ddmontrer que, si 
I’on a 

ii — Q. -+- p + y -I- . h— X, 

Ie quotient de n\ par le produit a I (S f y! . V est un nombre 
entier; ce th£or£me rdsulte immddiatement de ce que ce nombre 
reprdsenle des permuLations avec repetition (n° 44), mais on pent 
en donner une demonstration pureinent arilhmetique. 

En effet, soit p un nombre premier quelconque du denomina- 
leur de l’expression 

n 1 

et'piy'. A 1 ’ 

I’exposant de la plus haute puissance dep contenue dans le ddno- 
inmaLeur est egal & la somme des expressions 


„ a a _ a 

e-+e1 + b£ + 
P P* P 3 

eI + E X + E -I + 

p r i P 3 


el l’exposant de la plus haute puissance de p conLenue dans lc 
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mimerateur est £gal 4 


j(>j 


E - nr- E 4 - E 


/' J 


Mais, par definition, 


eL, par smLe, 


/i = a + p + y + 


E->E--rE-+E- 

pr ^ pi pi pi 


par consequent, l’exposant d’nn facteur premier quelconque p du 
ddnominateur de l’expression (i) ne surpasse jamais 1’exposant du 
numerate ur. 

En particulier, le produit de n entiers consdcuLils est louj’ours 
divisible par le produit n * des n premiers nombres, puisquc 
l’on a 

( rt + I ) ( <7 -I- 9 + 

i i . n « 1 /i 1 


Exemple I — D6tei miner le plus giand exposant de la puissance d’un 
nombre premier p ccnlci u dans le pioduil des cocfOeienls de la puis¬ 
sance d’un binume 

Example IT — Tiouver la somme des enlieis par p do p Lermes conse- 
cutifs d’unc progression arithraillique 

Exemple TIT — Si ri=pq, lc produit /i 1 est divisible par p > (q I)p el 
uussi, en raison de la syin£trie, par q 1 (p' )i 

En efTet, l’exprcssion 

n 1 

(q i )t> 


est le produit des nombres combinatoires 


rnais on a 6videmment 
d’oii l’on d6duit 


CJ 3 C^ 1)7 Cl,Cl 

C«i<7 = QtJnq— | , 


Tl 1 _ 

(JTy ~ p 


nq -l nq-\ 

'-‘{iq -1 '-'(jo-i) 17-1 


P 7 - 1 P 7 -I 
u a< 7 — 1 W- 1 


Exemple TV — Si 1 ’on a n = a -f- (3 -4 -pq -t- rs, le produit 11 1 est divi¬ 
sible par 


a 1 ( 3 1 p 1 / 1 (q 1)P (s 1 } 
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205 Th6or6mes de Tchebychef et de Polignac. — Soit n un 
nombre positif, entier oa fractionnaire, nous appellerons facto- 
nelle primairc d'ordre q , du nombre n , le produit de tous les 
nombres premiers dont la puissance < 7 i6me ne surpasse pas n , et 
nous dYsignerons ce produit par en particulier, la facto- 

rielle pnmaire du premier ordre de n est £gale au produit de tons 
les nombres premiers qui ne surpassent pas n Par convention, 
nous Ycrirons 

0,^/i) = I, SI 71 ' 27 

Cela pose, on a le thdorYme suivant . Le produit des facto- 
i idles primaireSf de tous les ordres, pour tous les nombres 

n n n n 

ia3 n 

est egal au produit des n premiers nombres En d’autres 
termes, la factonelle n\ est egale au produit des factorielles pri- 
raaires 

° l(,i) ’ °‘(^)’ 0, (^)' 

Oa(n), 

o ,(n), 


d’ailleurs, on s’arr£te dans chaque ligne et dans chaque colonne 
du Tableau precedent, Jorsque la factonelle pnmaire devieni 
Ygale a i. 

En effet, chacune des factorielles pnmaires ne renferrae un 
nombre premier p qu’une seule fois , cherchons PexposanL h de p 
dans la ligne du Tableau 

M ra )> ^(3)’ ’ 


5 


Tl 

T >P q 


n 

h - 1- 1 ’ 


on aura, par definition 
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et, par suite, 

h<t — <h^\, 

P q 

c’est-ik-dire 


Par consequent, en faisant la somme des exposants de p dans 
chaque ligne du Tableau precedent, on trouve 


E-^-E^+E^ 

p p 2 jo 3 


ce qui est precisement l’exposant de p dans le produit n\ des n 
premiers nombres. c. q. f. d. 

Si L’on pose 

H(n)=0 1 («) 6 2 (/i).0 a (/i) 0 4 («) 


le tli6or6me precedent peut s’dcrire sous la forme 


/1 1 =©(/) 1 e(^)- e(?) 


Au moyen de cette formule, et en partant de deux limites du 
produit /i I, que l’on ddduit de la formule de Sterling, M Tcheby- 
chef a demontre le thdor^me suivant, l’un des plus beaux de 
rArilbmetique transcendante (') Pour ia^> 7, ily aau moms 
un nombre premier compris entre a et (so — 2) 

Comme corollaire, on a la proposition suivante ( Journal de 
Liouville, a e s^rie, t. II ) 

Le produit des n premieis entiers ne peut 6 tre eged ol line 
puissance d'un nombre entier, ou au produit de puissances de 
nombres entiers. En effet, il y a au moms un nombre premier qui 
n’entre qu’une seule fois comme facteur dans le produit des n 
premiers nombres 


(') Ce th6or6me a pr6scnt6 en i85o a l'Acad6mie des Sciences de SainL- 
Ptitersbourg — Voir Journal de Liouville, t. XVII, le tome II da Cours d’Al- 
gibre superieure de Serrkt, et divers Mdmoires de A de Polionao, dans les 
Comptes rendus do I’Academie des Sciences de Paris 
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CHAPITRE XXJ. 


LES DIVISEURS DES NOMBRES 


Les theories qui vont suivre supposeat que les nombres quo 
I’on considdre sont d&composfis en leurs factcurs premiers. 

206. Oodiviseurs et oomultiples des nombres decomposes. — 
Nous reprendrons les probl<>mcs que nous avons resolus pour Ja 
recherche des codiviseurs etdes comultiples de plusieurs nombres, 
en supposant que les nombres sont decomposes. Cherchonsd’abord 
le plus grand codiviseur dc plusieurs nombres; pour cela, on con- 
sid^re tous les nombres premiers diflferents qui se trouvent dans 
les decompositions des nombres donnes, et l’on supprmie Lous 
ceux qui ne se trouvent point comine facteurs dans tous les nom- 
bres donnds, apr£s cctte operation, s’ll ne reste aucun facteur 
premier, les nombres n’ont aucun codiviseur Dans le cas con- 
traire, soita un nombre premier contenu dans cbacun des nom¬ 
bres donnds; ddsignons par a.' l’exposant choisi parini tous les 
exposanls de a, de telle sorte qu’il nen ait pas de plus petit, 
soient (3', y', .. les exposants de b, c, . , choisis de la mdinc 
manidrc, le plus grand codiviseur cherchd est 

D = «<*' &P' cr' 


En elTet, pour qu’un nombre soit divisible par un autre, ll faut 
et ll suffit que le premier contienne tous les facteurs du second 
avec des exposants au moms egaux & ceux qu’ils ont dans le second 
des nombres donnds. 

On determine d’une fagon analogue le plus petit comultiple de 
plusieurs nombres decomposes. On prend chacun des facteurs 
premiers qui enlrent dans l’un quelconque des nombres donnds 
avec un exposant dgal 4 celui dontil est affectd dans le nombre qui 
le cootient avec le plus grand exposant. 
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Exemple I — Si un nombre est une puissance d’exposant n, les expo¬ 
sants des facteurs premiers gu'il conlient sont des multiples de n , eL 
reciproquemenl 

Exemple II — Si le produit de plu9ieurs nombres premiers entre eux 
deux 4 deux est une puissance, chacun d'eux est uue puissance de mcme 
exposant 

Exemple III — Si le produit de plusieurs nombres premiers entre eux 
deux & deux est le double, le triple, le quadruple, le quintuple d’une 
puissance, l’un des facteurs est le double, le triple, le quadruple, le quin¬ 
tuple d’une puissance de mdme exposant, et le9 autres facteuis sont de9 
puissances de meme exposant 

Si le produit est une puissance multiplide pai un nombre A contenant 
plusieuis facteurs premiers diflerents, la decomposition peut se faire de 
divcrses mam£re9. Ainsi, par exemple, si le produit de plusieurs nombres 
picrnicrs entre eux deux & deux est le sextuple d’un carid, l’un des fac¬ 
teurs est le sextuple d'un carr6 ct les autres sont des carr6s, ou bien, 
I'un est le double d’un carrd, un autre le triple d’un carrd, et les autres 
sont des carr6s. 


Exemple IV. — Si l’on ddsigne par Pi le produit de n nombres entiers, 
par Pg le pioduit des plus giands codiviseur9 de tous ces nombres pns 
deux a deux, par P s lc produit des plu9 grands codiviseurs de tous ce9 
nombrc 9 pris trois a trois, , par P„ le plus grand codivi9eur de Lous 
le plus petit comulLiple m des n nombres donnas a pour 


ccs nombres, 
expression 


P.PaPn 

P S P t Pa 


Soil p un diviseur premiei des nombres donnas a, b, c, , / , ddsi- 
gnons par a, p, y, . , X les exposants positifs ou nuls des puissances dep 

contenue 9 dans ccs nombres, et par e r 1’exposanL de p dans P,, si J’on sup¬ 
pose les nombres donnds ranges de telle sorte que les exposants a, (3, -y, . ,X 
ue soicnt pas croissants, on voit que 1’exposanL e r de p dans chacun des 
pioduits P, est 

e, = a 4- p 4- ° 4- 6 + 

e s = p 4- 2Y + 38 4 - 4 s H- i 

6g = Y 4- 3 8 4- 6 £ 4 , 

e\— 8 4- 4^4- 

e 8 — e -i , 


Par consequent, l'exposant de p dans la valeur de m, fournie i>ai 
I’enonce, est 


E L - I 


e\ — e 2 4- e 8 — e±-r- e$ — 


24 
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et, puisque la somme altern6e des coefficients du binfime est nulle, 1'expo- 
sant de p dans m est dgal & a 

Exemple V — Mettre les nombres a et b sous les formes 

CL = CL± CL ^, b ~ b\ 6j, 

CLi et b t n’ayant que des facteurs premiers diviseurs de a et de 6, et de 
plus a* £tant premier & b et b t premier 4 a 
Eu supposant les nombres a et b decomposes cn leurs facteurs premiers, 
la solution est immediate, mats on peut encore rdsoudre le problfeme sans 
connattre les decompositions de a et b en facteurs, par des opdiations dc 
plus grand codiviseur Designons par a' et b' les quotients, premiers 
entre eux, de a et de b par leur plus grand codiviseur D, par a r le quo¬ 
tient de a! par le plus grand codiviseur A t de a! et de D, par a" le quo¬ 
tient de a ff par le plus grand codiviseur A a de a” et de A|, et ainsi de 
suite, et de mfirac pour b On a, en supposant A s = i et B s = i, 

a = a"' D Ai A a , 
b = b m D Bj.Bj. 

Exemple VI — S’il existe des nombres entiers x, y 7 z qui venfient 
liquation 

(i) xP-\-yP+ zp = o, 

oil 1'on suppose/? premier impaii, et x 7 y, z premiers cntrc eux deux k 
deux, aucun des nombres x , y 7 z ne peut fitre premier ou dgal & unc puis¬ 
sance quelconquc d’un nombre premier 
On a deux cas k consid6rer, suivantque le produit xyz est ou n’est pas 
divisible par/? Lorsque le produit xyz n’est pas divisible par p, on pose, 
d’apr^s 1’ Exemple IV du n° 192, 


y-h z = an, 

z-hx = bP, 

x -hy = cP 

et 



yP-hzP 

-- = aP, 

y-hz 

zp+xp „ 

-= 

Z-i-X r 

xP-h yP 
- — = yP 

x -hy 1 

alors, on a 



x = — a a, 

y =—&P, 

1 

II 


et les nombres a et a sont premiers entre eux, ainsi que b et (3, et que 
c et y On en d^duit 

ix = bP-v- cP— CLP , 
iy = cp -+- ciP— bP , 

2 z — aP-\-bP — cp 
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Si 1 ’un des nombres x, y, z est divisible par p, on peat supposer que z 
est divisible par p * et non par une puissance de p de plus grand ex- 
posant, on trouve 

y-hz = aP, 
et 

yP -i- zP 

--= OLP, 

y-hz 

alors on a 

x = — act, y = —b p, z = —p^cf, 

et, par suite, 

aa 7 = p^P~ l cP — aP-+- bP, 
a y — p^P~ l cp -+- aP — bP, 

— a z =p^p~ i cP — aP — bP. 


Z -\-OL7 = bP, 


ZP -h XP 
Z ■+■ X 


= P", 


x y = pw -1 cp 
xP -+■ yP 


x+y 


= p*(P } 


Les formules prdc 6 dentes ont 6 t£ donates par Legendre, dans le but de 
parvcmr 4 la demonstration du fameux th 6 or£me de Fermat, eoneernanl 
rimpossibilite de rdsoudre liquation (i) en nombres cntiers On trouve 
les mfimes formules dans la lcttre d’ABEL 4 Holuboe, du 24 juin 1823 
(Abel, QEuvres completes, 2° edition, t II, p. 264 et 265) 

Exemple VII — Tiouver l’exposant de la plus baute puissance d’un 

□ ombre a qui divise le produit des M premiers nombres 

Exemple VIII — Trouver l’exposant de la plus haute puissance d’un 

□ ombre n qui divise le produit des M premiers termes d’unc progression 
anthm£tique. 

207. Nombre, somme et produit des diviseurs d’un nonabre de¬ 
compose. — Soit le nombre 

n = a a bfic T , 

lout diviseur de n a pour expression 

d = a*'bFcy'. , 

en supposant 

a' dgal 4 l’un des (a -+- 1) nombres 0, i, 2, ., a , 

P' " » (P + >) » 0 , 1,2, .. , P, 

Y » » (y -+- 0 » 0,1,2, 


■» Y. 
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el ea remplagant a 0 par i En. d’autres termes, tous les diviseurs 
de n se trouvent dans le produit des faclenrs 

O' ( CL ) I + Cl H— cfi 4" + Cl ®, 

c(6) —i + 6 + 6* + +6P, 
d(c) = i+c + c a + +cY, 


et ne s’y trouvent qu’une seule fois. Par suite, le nombre v(n), de 
torn les diviseurs de a a b$tf , est &gal d 

d) v(n) = (a + i)(p + i)(Y + i) 

Ce nombre ne depend que des cxposanLs a, ( 3 , y, des fuc- 
teurs premiers qiu enlrent dans la decomposition du nombre 
donnd, et non de la valeur mfime de ces nombres premiers, que 
[’on suppose in^gaux deux k deux 

Mais, d’autre part, <r(a), <r(6), <r(c), , represented des pro¬ 

gressions g£om£triques de raisons a , 6, c, , par consequent, La 
somme <x(n) de tons les diviseurs de a“6PcY . est eg ale an 
produit 

. . . . rt 5£+1 — i 6P+i — r rY+i — i 

(?) 0(/i)= - —-- 

a — i 6 — i c — i 

Pour obtemr la somme des parties ahquotes de n (u° 15 ), il 
suffit de retrancber n du rdsultat precedent. 

Pour obtemr la somme des puissances d’exposanl q de tons 
les diviseurs d'un nombre donnd n, il suffit de remplaccr res- 
pectivement a, 6, c,. , par a?, 6?, c?, . dans la formula (2). 

V 

Le produit des diviseurs de n est igal d /i®, cn designant par v 
le nombre des diviseurs, car ceux-ci se groupent deux £1 deux, de 
lelle sorte que leur produit est n pour n non carre, la formula 
subsiste pour n 6gal k un carre. 

Exemple I. — La somme des inverses des puissances d’exposant q de 
lous les diYiseuis d un nombre donne n est £gale & la somme des puissances 
jidnes dg tous | es diviseurs, divisie par ni. 

Exemple II De combien de mani&res peut-on decomposer Ic nombre n 
en un produit de deux facteurs, en ne tenant pas compte de l'oidrc des 
facteurs ? 

Si le nombre n n’est pas un carrd parfait, c’est-i-dirc si l’un des expo- 
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sants a, [3,y, , des facteurs pi’emiers qu’il contieut est impair, lenombie 

de manures de le decomposer ea ua produit de deux facteurs est £gal 5 

I(a + i)(P + i)(y-M) 

si le nombre donnd n est un carr£ parfait, c’est- 4 -dire si les exposants 
a, p, y, , sout tous pairs, le nombre des manures de le decomposer en 
un produit de deux facteurs est £gal a 

~ ■+■ “( a + l )(P _t_ 0(T + 1 ) 

Exemple III — De combien de manieres peut-on decomposer le 
nombre n = a ct bficY.. en un produit de deux facteurs premiers entre 
eux, sans lenir conipte de l’ordre desfacteuis? 

Ges di[rerents produits s’obtiennent en combinant cbacun des termes q 
du produit 

(M- a a ) (i -+- 6?) (i -+- cY) , 

avec le facteur associe -, pai suite, si v ddsigne le nombre des facteurs 

picraiers diflferents a 7 b , c, , contenus dans n, le nombre de ces de¬ 

compositions est egal a 2 V_I 

Exemple IV — Le nombre des diviseurs d’une puissance est premier it 
I’cxposant de la puissance 

En effet, si le nombre n — a a 6PcY . est une puissance d’exposant q , 
tous les exposants a, [ 3 , q, sont des multiples de q et le nombie des 
diviseurs 

(flt-4-l)(P-4- 1) ( Y H- I) 

est necessairement un multiple de q augmentd de l’unite. 

Exemple V — Trouver toutes les formes de nombres admeLLant des 
diviseurs en nombre donne, ainsi que le plus petit de ces nombres 

Exemple VI — Pour qu’un nombre soit £gal au produit de ses parties 
aliquotes, ll faut et ll suffit que l'on ait 

l -1 
n = n s , 

d’oii v = 4 11 faut done que ce nombre soit dgal au cube d'un nombre pre¬ 
mier, ou au produit de deux nombres piemiers inegaux 
On trouvciait de mfime tous les nombres n dont le produit des diviseurs 
est une puissance donnde de n 

Exemple VII — Trouver les sommes des produits deux & deux, trois 
a trois, etc , des diviseurs d’un nombre donn£ 

Exemple VIII — Si S(/i) est la somme des restes du nombre entier n. 
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divise par chacun des entiers qui lepr^c&dent, tlcf(n) Ja somme des divi- 
seurs de n, on a la formule 

(i) S(/i)-t- a'(Ti) = S(n. — i) -4- 27i — r 

En effet,soit a un entier plus petit que n et r a , r' a les restes de la divi¬ 
sion de n et de (n — r) par a Si a n'est pas un diviseur de n, on a 

'a = '’a—i, 

et si a est un diviseur de n, on a r a = o, par suite 

r 'tx — r a — 1 + a. 

Si I’on donne & a. les valeurs 1 , 2 , (n — t), et si 1’on fait la somme, 

en observant que r n _i = 1 , on obtient la formule demandee 
Si dans Ja formule ( 1 ) on remplace n par 1 , 2 , 3, , n, ct si l’on fait la 

somme des dgalitds obtenues, on trouve 

a'(i)-t-G’(2)-+-<3\3)-+- -Ha'(n) = /I s — S(/u 

208. Nombres parfaits. — On appelle nombre parfait un 
nombre dgal & la somme de ses parties aliquotes. Euclide a in- 
diqu£ la seule m<5thode acluellement connue' pour trouvcr des 
nombres parfaits (Liv IX, Prop. 36) Soit le nombre 

n = 2 P - 1 b, 

dans leqnel b d^signe un nombre premier, en dgalanl a 2/1 la 
somme des divisenrs de n, on trouve 

b = 2P— 1 

Par suite, on obtient des nombres parfaits au moyen de la 
formule 

0 ) E/,= 2 P-i( 2 p— iK 

mais seulement dans le cas od le second facteur est premier. 

Pour que (2 p 1) soit premier, il faut que l’exposant p le soil 

aussi, carle brndme (iP? —1) est divisible par (2 p —1) el par 

( 2? *)> mais > d autre part, cette condition, qui est ndeessaire, n’esl 

pas suffisante, puisque 

— 1 = 23 x 89 

Le Tableau suivant contient toutes les valeurs actuellemeni 
connuesdunombre premier/)jusqu’fc 25 7 ,pour lesquelles ( 2 ^ — 1) 
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esl un nombre compost , la colonne d d^signe le plus petit diviseur 
de ces nombres Les rdsultats qui correspondent aux quatre pre¬ 
mieres valeurs de p etaient connus de Fermat ; le facteur d 
pourjD = 4 i a ete donne par Plana, les quatre suivants ont dte 
donnas par Lanury et les autres par M. Le Lasseur On les vdnfie 
rapidement en calculant par congruences (n° 34 ) 


B 

d 

B 

d. 

n 

d 

n 

d 

11 

23 

47 

2 35 1 

97 

11 447 

211 

1 5 ig 3 

9.3 

47 

53 

6 3 G1 

n 3 

3391 

223 

18 287 

29 

233 

59 

179951 

i 3 i 

263 

233 

r 399 

37 

223 

73 

439 

i 5 t 

18 121 

239 

479 

4 r 

13 367 

79 

2 687 

179 

35 g 

25 f 

5 o 3 


431 

83 

167 

191 

383 




On ne connait aucun nombre parfait impaii, mais on peul 
demontrer qu’i/ n 1 existe pas d*autres nombies parfaits pairs 
que ceux qui sont renfermds dans la formule d’ Euclide (i) 
En effet, soit 

n = 2 * 6 PcT 

si n esl un nombre parfait, on aura 

2 a+l£PcY =(2«+l—i) (i H— 6 -r- 6P) (! -t- c-+- -hcY) 

ou bien 

/jS nY 

6PcY . h ——— =(i +i+ -i- &P) (i-t- c -+- +cY) 

2 a+i— i ' 

Mais le second membre etant entier, ll en est de mime du pre¬ 
mier membre, dont le second terine prend la forme iP'cY'.. . 
Par consequent, le nombre des termes du second membre 

(P-*-0(y-*-0 

doit se reduire 4 deux, comme le premier, ainsi, (3 = i, *f = o, 
8 = o,. ., eL l’on trouve n= 2 a b 

Les nombres parfaits actuellement connus correspondent a la 
foi mule 

E p — i), 



















LV I)l\ ISIBM.ITh, \niTlnihligUli 


3;6 i.iMil. mi — 

pour les valcui s de p 

2, 3 , 5 , 7, i 3 17, 19, 3 |, Gi 

L’etude des nombres parfaits semble archaique, comme celle des nombres 
aliquotaires et des nombres araiable9, dont nou9 parlons plus loin Mais 
on ne doit pas oublier qu’elle a donni naissance au\ pnncipaux. tiavau\ 
de Fermat et, pai suite, & I’Arithm^tique sup^rieure Au sujctdes nombres 
parfaits impairs, Descartes ^crivait a Frenicle, le 20 d£cembic 1 638 
« . et je ne sais pourquoi vous jugez qu'on ne saurait paivenir par co 

raoyen & 1’invention d’un vrai nonibre parfait, que si vousavczune demon¬ 
stration, j’avoue qu’elle est au dela de ma portde ct que jc I’cstimc extrfi- 
meraent, car, pour moi, je juge qu’on peut irouvei des nombros impairs 
vcritablement paifaits. » (Voir n° 229 , Ex V et M ) 

II reste done & dludier la naLure des nombres (2 P — 1) pour les 
valeurs 

G7, 71, 89, 101, io 3 , 107, 109, 127, i 3 ;, 139, 149, 157, 

i 63 , 167, 173, j8i, 193, 197, 199, 227, 229, 241, 257, 

cependant, nous pensons avoir d^monlr^ par de ires longs calculs 
qu’il n’existe pas de nombres parfaits pour p = (17 el p = 8g 

Dans la Preface des Cogitata physico-ma the ma lieu (Pnris. 
1 644 ), Mehsenne affirme que les nombres parfaits correspondenl, 
en dehors des valeurs pr^cedenles, kp = 67, 127, 25 ^, cL qu’il n’en 
existe pas d’aulres pour p < 2^7; cependant, ll ne domic pas la 
valem p = 61. Quoi qu’il en soit, ll r^sulle, de cc curicux passage, 
que Mersenne dtait en possession d’une mdthode nnporlante dans 
la throne des nombres premiers; mats celte indthodc nc nous csl 
pas parvenue 

Apr£s avoir traits des nombres aliquotaue9 ct des noinbics nmiablcs, 
Mersenne ajoute 

a Ubi fuerit openn pretium advertere XXV 11 I numcros a Pclro Bungo 
pro perfecti9 exhibitos, capite XXVIJI, libri de Numcns, non esse omnes 
pcrfectos, quippe 20 sunt impel fecti, ndeunt solos octo porfcclos habcni, 
videlicet 

6, 

28, 

496 , 

8128, 

335 5 o 336 , 

858 p 8 6 go 5 G, 

1 3 74386 g1 3 a8, 

23 o 5 843 oo 81 3 gg 52128, 
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qm sunl 6 regione tabulae Bungi r, 2, 3 , 4 > 8, io, 12 et 29, quique soli 
perfccti sunt, ut qui Bungum habuennt, erron medicinam faciant 
» Porr6 nutneu perfecti adeo ran sunt, ut undecim dumtaxat potueimt 
liaclenus mveniri, hoc est, alii tres a Bungiams diOfcrentes neque enim 
ullus est alius perfectus ab libs octo, nisi superes exponentem numerum 62, 
progressioms duplac ab t incipientis — Nonus enim perfectus est potestas 
exponents 68 minus 1 — Decimus, potestas exponents 128, minus 1. 
— Undecimus denique, potestas 258 , minus r, hoc est potestas 257, umtatc 
decurtata, multiplicata per polestatcm 256 

b Qui undecim alios reperent, noverit se analysim omnem, quae fuenl 
liactenus, superasse mcminentque mterea nullum esse perfectum & 17000 
potestate ad 82000, et nullum potestatum inteivallum tantum, assignau 
posse, quia detur illud absque perfectis Veibi gratia, si fuerit exponens 
1 oSoooo, nullus ent, numerus progressioms duplae usque ad 2090000, qui 
perfectis numens serviat, hoc est qui minor unitate, pnmus exstat 
0 Unde claium est qu&m tan sint perfecti numen, et qu&m rnerito viris 
perfectis compaientur, esseque unam ex maximis totius Matlieseos difli- 
cultatibus, pracsciiptnm numeioium perfectoium multitudmum exhiberu, 
quemadmodum et agnosceic num dati numen i 5 , aut 20 caractcnbus 
constantes, smt pnmi uccnc, cum ncquidem sacculum integium huic cxn- 
mini, quocumque modo haclenus cognito, sufficiat b 

209 Tables de la somme des diviseurs — Euler a donn6 une 
Table de la somme des diviseurs des premiers nombres (') En 
d^signantla somme des diviseurs de/t par cr(ft), on a, suivanL uuc 
remarque de Descartes, pour des en tiers a, 6, c, . , premiers 

ontre eux deux a deux, 

tf(ctbc ) = cs'(fif) tf(£>) a'(c) , 

en d^signant le nombre des diviseurs de n par v (/t), on a aussi, 
dans les m^mes conditions, 

v(a6c ) = v(a) v(&) v(cj 

La Table d’EuLCR donne d(a), <3{a-), pour Lous 

lea nombres premieis jusqu’4 1000 , et les sommes a 1 sont d^com- 
pos^es en leurs facLeurs premiers Eu outre, elle contient, poui 
les pluspetites valeurs de a, les sommes d{a°) pour de plus grandes 
valours de a et ainsi pour a = 2 , jusqu’4 a = 36 Ainsi ces Tables 
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donnenL, pour diverses valeurs de a et de a, les decompositions 
en facteurs premiers de nombres apparlenant & la forme (a“— i) 
Dans l’opuscule Observatio de summis divisorum , qui con- 
lient des recherches tr£s int^ressantes sur la partition des nombres, 
Eolf.r donne encore le Tableau de la somme des diviseurs des 
cent premiers nombres. 

Ces Tables ont 6t 6 6tendues par Reuschle el surtout par Landry 
qui a donnd toutes les decompositions de ( 2 a ± i), jusqu’i a^ 64 , 
en exceptant le seul nombre (2 01 -+- 1) Depuis, M Le Lasseur a ap¬ 
plique une nouveLle meihode de decomposition des gTands nombres 
en facteurs premiers, dont on retrouve I’origine dans la correspon- 
dance de Fermat. En se servant de l’identite d’AuRiFEUiLLE 

2*-n+2 _f_ 1 = ^2 ara+1 + 2 ra+1 -1- l) (2 2n+1 — 2 ,,+1 ■+- l), 


il a recuie considerablcment les limiles des Tables precedentes. 

210 Nombres aliquotaires — Onappelle nombres ahquotaires 
les enliers qui ont un rapport simple avec la somme de leurs par- 
lies aliquotes (n° 15 ). Autrefois, on appelait nombi e cibondant un 
entierplus petit que la somme de ses parties aliquotes, et nombre 
deficient un entier plus grand que cette somme 

Supposons que l’on veuille trouver des entiers qm soient sous- 
doubles de la somme de leurs parties aliquotes, c’est-ii-dire lels 
que l’on ait 

) = 3 n, 

si 1’nn prend pour n la valeur n=i a bcd , dans laquellc b, c, 
d , sont des nombres premiers impairs, megaux. deux a deux, 
on devra poser 

(2“+!— t) (6 -4- 1) ( c -+- 1) {d -+-1) , = 3 .oF-bcd. 

Cette equation esl impossible pour a = 1, car on en conclurail 

{b +i)(c-h= %hcd , 

et, puisque b, c, d } . sont impairs, le nombre des facteurs, pre¬ 
miers et impairs, de n se r^duirait & un seul, b , d’oii 1’on tirerail 
h — 1 De m6me pour a = 2, on aurait 


7 (b -4- i)(c ■+■ 1) (d->r 1) =ia bed. 
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done, en supposanL 6 = y, liquation serail impossible par con¬ 
gruence pour le module 8 

En supposant a = 3 , on aura 

5(6 —l— 17 (c —i— i) (o? —I— i) =8 bed 

d’oii 6 = 5 , c = 3 ; alors n ne peut contenir plus de deux facteurs 
premiers et impairs et l’on a 

n = a 8 .3 5 = i ao 

En supposant a = 4 ? on est conduit a une impossibility de con¬ 
gruence smvant le module 3 a; mais pour a = 5 , on trouve l’umque 
solution 

n = a® 3 7 = 67a 

Les hypotheses a = 6 et a= 7 conduisent 4 des impossibility 
par congruences suivanl le module , mais, pour a = 8, on 
Lrouve 

n — a 8 . 5 .7 19 37 73 

En poursuivant celle recherche, on trouve les nombres suivants 
qm sont sous-doubles de lours parlies aliquotes 

a® 3 5 , 
a 5 .3 7, 

a" .5 7 19 37 73, 
a 9 3 11 .3 1, 
a 1 ® 3 11 43 127, 
a u .5 7.19. 3 r.i 5 r 

Ges nombres se trouvent dans les yents de Descartes elde Fer¬ 
mat, et, puisqu’on n’y en rencontre pas d’autres, il est probable 
que leur mythode de recherche ne diffyrait pas de celle que nous 
venons d’exposer. 

Pour trouver des nombres sous-triples de leurs parties abquotes, 
on peut employer l’une des propositions suivantes, faciles k dy~ 
montrer . 

I Si un nombre est un sous-double et n’estpas divisible par 3 , 
son triple est un sous-tnple. 

II Si un sous-double est divisible par 3 , sans l’etre par 5 et 
par 9, le produit du sous-double par 45 est un sous-tnple. 
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III Si un sous-double est divisible par 3, sans l’ 6 tre par 
9 ct 1 3, son produil par 3 7 -i 3 est un sous-tnple. 

Ainsi, on Lrouve en particuber les sous-tnples a 5 .3 s .5 7 = 3o24<J 
et 2 3 .3 2 5 7 i 3 = 32760, qui ont £t£ donnas par Descartes. 

Exemple I — Verifier que les deux nombres suivants, qui out 6te mdi- 
quds par Fermat, sout des sous-quadruples 

2 7 3 * 5 7 . i I s 17 ig, 

2 10 . 3 i .5 7 a .ir a 19.23 89, 

2 17 5 7 s i 3 19 2 37.73 127, 

2 20 3 3 5 7® i 3 s 19 3 i 61 127 337 

Exemple IT —Vdnficr que les deux nombres suivants, qui ontiitdindi- 
quds pai Fkimat, sont de9 9ous-quintuples 

2 aa 3 7 5 3 7 1 11 r 3 * 17 s 3 1 4 i bi 241 307.467 2801, 

2 a7 3 B .5 3 .7 .ii 1 3 s .19 2g 3 i 43 . 61.113.127 

Example III — Vdnfier que les sommes des diviseurs des cubes de 7 cl 
dc75i53osont des carrds parfaits 

Exemple IV — Trouver des nombies qui suipassent de deux unites 
in somme de leuis parties aliquotes 

Si (a' l 4 - j) est premier, ce qui ndcessite que n soit une puissance de 2, ic 
nombre 

2 rt—1 1) 

possdde la piopridtd dnoncde, et ainsi, pai exemple, poui n = 2, 4i 83 >6 

Exemple V — Ddmontrer que le plus petit nombre abondant et im¬ 
pair est 3 3 5.7a 

211. Nombres amlables — On appelle ainsi un groupe de deux 
nombres tels que chacun d’eux soil ^gal & Ja somme des parties 
aliquotes de l’autre, de telle sorte que si p et q d^signent ces deux 
nombres on a 

°*C p) = *(q) =p + v 

Pour trouver des couples de nombres aunables, on peut supposei 
p = 2 n a, q = 2 n bc, 

a, b, c, etant premiers impairs; par suite, 

( 2 nt-i_ i)( a 1) = (2 ra ' 1 ' 3 — 1) (b -+- 1) (c+ 1) = 2 rt (a 4- be ), 
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(l’oii Ton lire 
el, en eliimnant a, 


a — be -+- b -+- c, 


(b — a''+ i) (c — i) = a*« 


Done, pour a</i,on en deduit 

b = i n — i + 2 n ~ a , 
c — % n — 1 + 2" +a , 
a = (2 a -t- i) 2 2 2rt — 1 r, 


avec les conditions que a , 6 , c soient des nombres premiers; par 
aiule, a est impair, sans cela a serait compose. 

Pour a = i, on trouve une premiere forme de nombres amiables, 
en supposant 

a = 3 * a 5 " -1 — i, 

6 = 3 . a 71-1 — i, 
c = 3 .2™ — 1 

Si L’on donne 4 n les valeurs successives a, 3, 4, , en ne con- 

bervant que celles pour lesquelles a, &, c sont premiers, il resle 
les trois solutions 


n 

a 

b 

c 

P 

n 

2 

7^ 

5 

11 

284 

220 

4 

1 i 5 i 

23 

47 

18416 

17296 

7 

73727 

•9 1 

383 

9437056 

9363584 


M Le Lasseur a constate qu’il n’existe pas d’autres couples de 
nombres amiables de cette forme pour n <^ 35. 

On ne peut supposer a= 3; car, dans ce cas, l’un des nombres 
b ou c serait une difference de deux carrds, il restc & etudiei les 
cis de a = 5, 7 , , ce qui parait assez difficile 

Etjleii a donne une table de 6 i couples de nombres amiables, 
n jus citerons, en particulier, les deux nombres impairs 


3 s 7 2 i3 ig 53 6959 et 


3 B 7 s 13 19 179.2087 
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212 Ordre et genre des nombres composes — Nous dirons qae 
V ordre d’un nombre compost est egal & la somme des exposants 
des facteurs premiers qu’il contient, ainsi i est de l’ordre o, tout 
nombre premier est de 1’ordre i, le produitde deux nombres pre¬ 
miers egams ou m^gaux est de l’ordre a, et amsi de suite On pent 
d’ailleurs g<$n6raliser cette notion et remplacer les nombres pre¬ 
miers par un systfeme quelconque d’entiers premiers deux a deux, 
en nombre 1 im it.fi ou lllimite II est d’ailleurs Evident que 1 oidre 
d’un produit est egal 4 la somme des ordres des facteurs 

On peut se borner & ranger les nombres en deux groupes, et 
nous dirons qu’un nombre est du genre o ou du genre i, suivant 
que son ordre est pair ou impair, ainsi, le genre d’un nombre 
quelconque s’obtient en prenant le reste du nombre qui reprd- 
sente 1’ordre par le module a. On comprend que l’on pourrail 
ranger les nombres en 3, groupes, en prenant les restes 

de 1 ’ordre suivant le module 3 , 4 i • Mais, pour ce qui va 
suivre, nous nous bornerons & la repartition des nombres en deux 
groupes 

Soit un pol.yn6me 


A = Ctft -t- Q>\ -+- -+■ -I- flSa, 


compose de (a H- i j termes quelconques, positifs ou ndgatifs, mais 
non nuls, designons par posA la somme des termes positifs et 
par negA, la somme des termes negatifs, pns en valeur absolue, 
on a evidemment 

pos A + ndgA = A 

Gonsiderons un second potyn6me 


B — bo + 6,-t- b%-\- H- 6fl, 


nous aurons, avec des notations analogues, 
posB -i- ndgB = B, 

faisons le produit du polyn6me A par les termes successifs du po- 
tyndrne B, nous obtenons un polyndme contenant des termes tons 
dissemblables, en nombre (a -f-1) ([3 -+- i), designons par posAB 
et negAB les sommes des termes positifs et des termes negatifs 
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du produit AB, on trouve facilement, par la rdgle des signes, les 
formules ( 1 ) 

pos AB = posA posB -t- ndgA ndgB, 

negAB = posA ndgB ■+- ndgA posB 

On a done 1 ’idenLitd ( 2 ) 

(i) pos AB -+- = ndgAB = (posA -+- e ndgA) (posB -+- e ndgB ), 

dans laquelle on remplace, dans le second membre ddveloppe, 
e 3 par i, en dgalant ensuite les coefficients de s et les termes qui 
ne le contiennent pas II est facile d’dtendre cette fonnule A un 
nombre quelconque de polyndmes A, B, C, .. . . Si l’on remplace e 
par i, le premier membre et chacun des facteurs du second 
membre de 1’identitd (i) represented les sommes des termes du 
produit ABC... et de chacun des facteurs; si I’on remplace e 
par — i, le premier membre eL les facteurs du second represented, 
pour chacun, la somme des termes positifs, diminu^e de celle des 
termes ndgatifs En particuher, si J’un des facteurs est nul, il en 
est de mdme du produit. 

Au lieu de supposer que posA et ndg A represented la somme 
des termes positifs et celle des termes ndgatifs, pris en valeur 
ahsolue, on peut supposer que ces symboles represented respecti- 
vement le nombre des termes positifs et celui des termes ndgatifs, 
I’ldentitd (i) subsisle encore Si l’on remplace s par i, le premiei 
membre el chacun des facteurs du second represented les nom- 
hres des termes du produit et de chacun des facteurs , si l’on rem¬ 
place e par — i, le premier membre et les facteurs du second re¬ 
presented, pour chacun, le nombre des termes positifs, dimmue 
du nombre des termes negalifs. En particulier, si l’un des facteurs 
a un nombre egal de termes positifs et de termes negatifs, il en esl 
de mdme du produit. Ge cas se prdsente pour les polyndmes 
alternds d’indice a impair; mais, si tous les polyndmes alternes 
sont d’indice pair, le nombre des termes positifs, diminud du 
nombre des termes ndgatifs, est dgal & +1 ou a — i, suivant que 
le premier coefficient a 0 , b 0 , c Q , . . de chacun des facteurs, et 
celui du produit a 0 b 0 c 0 . . est pair ou impair 


( I ) Ccs formules sont analogues & celles qui donnent cos (a -+- b) et bin (a + b ) 

( J ) Cette formule est analogue & la formulc de Moivre 
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213 . Classifications des diviseurs. — Soit un nombre quel- 
conque /i=a a £PcY , d6compos£ en ses facteurs premiers. Si 
nous posons 

A = i + a+a J + 4- a a , 

B = i + 6+J s + -i- &P, 

C = i + c + c 5 4 -4- cY, 


nous avons vu que le produit ABC. donne lous les diviseurs 
de n ; leur somme est £gale au produit ABC. , et leur nombre 
est (a 4- i)(p + i)(y + 0 ■ ■ • 

Posons maintenant 

A'= i — ci 4 - a 2 — 4- (— a) a , 

D' = i — b h- 6 s — 4- (— b )P, 

C' = i — c + e 3 - . 4- ( — c )Y, 


les termes positifs du d^veloppement du produit A'B'C'. . . con- 
tiennent un nombre pair de facteurs et sont du genre o, les termes 
n^gatifs conliennent un nombre impair de facteurs el sont du 
genre i; en les ddsignant respectivement par 8 0 et par , on a done 

280+28! = ABC. , 

2 8 0 -S8!= A'B'C' , 

il’ailleurs, on a 

T_rta+i 1 — (— n)<*+i 

A = -? A = -'-- 

I Cl 1 —Cl 

D’aulre part, le nombre des diviseurs 8 0 , diminu6 du nombre 
des diviseurs , est 6gal i o ou 4 i, suivant que le produit 
^ a H" 0 (P 0 (T ~l — 1 ) • j ci ul reprdsente le nombre des diviseurs, 

est pair ou impair. 

On peut se proposer de r^partir en deux groupes tous les divi¬ 
seurs d’un nombre n, qui sont les multiples d’une partie aliquote 
dden Soit d = a a 'bPcy r .. , tous les multiples de d, diviseurs de n, 
s’obtiennent en multiplianl d par tous les diviseurs de ( rt\d ), si 
done, dans les formules prdc^dentes, on dimmue respectivemenl 
les exposants a, p, y, de a', p', y', , on obtient pour 8' 0 et 8, 

les diviseurs de n , multiples de a?, qui sont ou ne sont pas du 
genre de d 



Cll APITnil X.X.1 


DIV lSEUnS DBS NOMBIIES 


385 


Oq peuL r^parlir les diviseurs d’un nombre suivant une autre 
rndthode, en groupanltous ceux qui donnenlle m6me rdsidu pour 
un module donne, mais cette classification repose sur la thdone 
des racines primitives, que nous exposons plus loin Nous nous 
bornerons a la repartition des diviseurs d’un nombre impair par la 
consideration des modules 4 el 6 , et nous supposerons que, dans 
le second cas, le nombre consider n’est pas divisible par 3 Ddsi- 
gnons par A" le nombre A ou le nombre A', suivant que a est 
congru&+ i, ou a — i, pour le module 4 (oupour le module (5) et de 
m£me pour tous les autres facleurs premiers; ddsignons pai‘ f 0 el 
par/, les diviseurs du nombre n qui sont congrus k -+- i ou a — i, 
pour le module considere , on aura alors 

S/u+syi = ABG 
X/u-S/i=A"B'G" , 

par addition et par soustraction, on en ddduua les sommes des 
diviseurs / 0 et f { 


214 Th6or6me de Dedekind — Nous nous servirons des resul- 
tats qui pi6c£denl pour dtablir plusieurs piopositions impoiLantes 
de M. Dedejuud. Soil n = . un nombre decompose, et 

considdrons le ddveloppenieiil 

ddsigoons par 3 0 el 3 ( les diviseurs qui soul du m6me genre que 
, ce produit est dgal & 23 u — So, 

Soit 8 une partie aliquote de n , nous formerons tous les 8 0 et 
tous les 8, qui sont multiples dc 8. On observera que les 8 0 et 
les 8, sont les multiples de cY _1 , par consequent, si 

ces diviseurs sont aussi des multiples de 8, ce sont des multiples 
du plus petit comultiple de 8 et de ( n\abc ). Soit M ce plus 
petit comultiple, on aura 

M = a«'iP'cY' , 

les differences a — a', (3 — ( 3 ', y — y', . . sont nulles ou dgales k i ; 
mais l’une d’entre clles, au moms, n’est pas nulle, puisque l’on 
E. L. — I a5 
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suppose 8 < n. D^signons par a', b' : c', Ies aombres premiers 
poarlesquels ceLte difference n’est pasnulle, les diviseurs S 0 et o,, 
qui sont des multiples de 8, sont donnas par le ddveloppement 

± M (i — a')( i — b') (i — c' ) 

Par consequent, les diviseurs 8 0 et 8 1 sont en in6me nombre. 
De 14 ce theor^me Si 8 d&signe une partie, aliquote d'un 
nombre n= a“£PcY ., les diviseurs de n, multiples de 8 et de 
(n'.abc ), se pcu tagcnt en deux groupes igalcmcnt nom- 
breux, suivant qu’ils sont ou ne sont pas du genre de 8 

On deduit de ce theor^me diverses consequences Considerons, 
par exeinple, la fonction G (/?) defime par la relation 

(i) F(i ) + F(^i) -+■ F(rf 2 ) -+- . -t- F(n ) = G («), 

dans laquelle le premier membre s’applique a tous les diviseurs 
de n, on en deduit la foi mule inverse 

U) F(nj = SG( 8 0 )- 2 G( 8 ,;, 

dans laquelle le signe de sommation du second membre se rap- 
porte a toutes les valeurs de 8 0 et de 8| que nous venons de de- 
Gnir. En effet, si Ton remplace dans le second membre de liqua¬ 
tion (2) chacune des valeurs de 8 0 et de 8 1 par la somme des 
valeurs de F qui correspondent a tous les diviseurs 8 de 8 0 ou de 8,, 
et si Ton fait la somme des dgalitds obtenues, tous les termes s’an- 
nulent deux par deux, a I’exception de F (/■&). 

Supposons, par exemple, que l’on veuille determiner l’expres- 
sion de la fonction cp ( n ) d’apr£s la propridte donn^e 

(3) <p(0 TC^i) ?( rf s)+ • -+- y(n)= n, 

il nous suffit de supposer G (n) = n, et par suite, d’aprfes (2), 

( 4 ) <p(ra) = SSo—28^ — (a — i)(b — i)(c — j). 

Ainsi les formules ( 3 ) et ( 4 ) sont inverses l’une de I’aulre, et 
ligalitd ( 3 ) caractdnse la fonction <p(/i)de n que l’on appelle l’m- 
dicateur de n (voir le Gbapitre suivant). 

Si I’on remplace dans la formule (1) le signe d’addition par le 
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signe de multiplication, on ddduit de mfime la formule inverse 


F (n) 


nGfSo) 

HG(8i) 


Prenons pour exernple la fonction ariihin^Uque F(/i) telle que 
cette fonction soil dgale 4 p pour n premier ou £gale 4 une puis¬ 
sance d’un nombre premier, et dgale 4 1 lorsque n est divisible pai 
plusieurs nombtes premiers differents, on aura evidemmeul 

( F(i).F(rf,) F(rf s ) .F (d n ) = ri 


21 b. Th6or6mes de Liouville et de Lejeune-Dirichlet . — Ddsi- 
gnons par x un nombre entier et positif, par f(x) et g(x) deux 
fonctions de#, et posons 

j F(:r) =/(!)+/(*)+/(3)+ ■+/(■*■)> 

Sui, b, c, , ddsignenttousles diviseursde x, Iesnombrcs ^ 
^, reprdsentent tous ces diviseurs dans un autre oidre. On a 
done l’ldentitd 


(a) j g( a )t(l)+sWj(- b )+e<.c)f( x -)+ . 

j =!(“)*'(;j+/<*)*■ (j)+/(«)*■ (^) + 

Donnons successivemcnt 4 x les valeurs 1, a, 3 , , n et fai- 

sons la somme des dgalitds obtenues. Dans la somme des premiers 
membres, on trouve £■(/?) pour toutes les valeurs de x 

J Vi ^Pi 1 7pP> 

en d^signant par q p I’entier de (n \ p) Par consequent, le coeffi¬ 
cient de g(p) dans la somme des premiers membres est F ( q p ) 

On a done 

m +g{n,)F(q a ), 

( =/(OG((7i)-H/(2)G(«7s)+- ^-f(ri)G{q n ) 

Soit, par exemple, g(x) = 1 et G(#) = x, alors 


M) F(grj) H— F(^*) -I- T F(y n ) — qif(l)~h ^2/(2) -+- + 9 »/( 71 ) 
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Ea supposant f(%) = cc : la formule ( 4 ) donne, en dtSsignanl tmi- 
jours par a(n) la somme des diviseurs de /?, 

(5) + a (n) = q\ -+- iqi -t- -\-nq n , 

mais, ea g^n^ral, pq p est le plus grand multiple de p qui ne sur- 
passe pas n, on a done cette proposition . La somme des diviseui .s 
des n premiers entiei s 6 gale la somme des plus grands multi¬ 
ples de ces nombres qui ne surpassent pas n 

La relation ( 5 ) pent s’dcrire auLremenl, si l’on pose 

n =pq P -±-r p , 

et si 1’on remplace pq p par n — r p , on obtienl 

ff(a)-t- -t-+ (/*]-i-/ j-t- -h/ w ) = /i 2 

Done, la somme des diviseui s des n premiers entiers, augmen¬ 
ts de la somme des restes que Von obtient en divisant n pai 
tous les enliers qui le prS&dent, est Sgale au carri de n 
Enfin, si dans la formule ( 4 ) on suppose f(x) = i, on en d6dint 
que le nombre des diviseui s des npremiers entierscst egat it la 
somme des quotients de npar les n premiers nombres. 


Exemple I. — Ddmontrer les formules 

q n \ + q™ + ■ -+-£« = q\ -+- ( 2 "‘ — 0 qi +■ (3 ,rt — i m ) q* + 

it i q<\ q*\ 

— - 4 - ^ » n / 1 

^2 Jrt I 14 J 0 J 

i i t Q\ <h 

q j H- l q* +1 q,i -+- l 1 2 2 3 i 4 

X?1 -+- Xtf* -1- -1- Xtfn = 71 H- (X — 1 ) (j -4— Xy s + X 2 <jr 3 + 

On remplace F(a?) successivement dans la foimulo ( 4 ) pm 


a?"*, 


i 

- > 
x 


1 

a?-t-l,’ 


X* 


On trouvera d’autres formules en lemplagant F(a"j pai 


_1_ 

a;(a?H-i) (a? -+- X) 


et a?(a- + i) (a" + X) 
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Example II — Demonlrer les formules 


q\q%q 3 - 

(f -H ^7i) (| -f- ^ a ) 



(i -t- g n ) = 2?i — 


On subsLiLuc e l’ideniit6 (2) une autre ideality dans laquellc les signes 
+ sont remplacds par les signes x , la multiplication des £galit£s obtenues 
donne l’identit£ 


on remplace ensuite G(a?) par x et F(a?) par x, par (r -+- x), 

Le lccteur trouvera un grand nombre de formules analogues aux prded- 
dentes dans 1 ’intdressant M^moire de M E Cesaro, qui a pour titre 
Excursions arithmdtiques d I’mfini Paris, i 885 
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CHAPITRE XXII. 

DE L'lNDICATEUR 


216 . De l’indicateur. — On appelle indicateur d’un enlierposilil 
donnd n (i\ le nombre des entiers de la suite 

11 i) 3, . , /i) 

quL sont premiers & n, et l’onddsigne ceile fonclion numdriquc pai 
o(rt). Puisque le nombre i est premier & lui-m6me, son indicii- 
teur est i; on a, pour les premiers nombres, 

?(') = !, <f( 2 )=i «p(3) = a, tp (4) = a, 9f5) = 4, 

Si a ddsigne un nombre premier, on a dvidemincnt 

?(«) = a — r, 

et 1’on observe que cette formule serait en ddfant si L’on conside- 
rait i comme un nombre premier, tandis qu’il estcssenticl de sup- 
poser cp(i I = i, amsi qu’on le verra plus loin (<). 

Pour qu’un nombre soit premier k n , ll faut et ll suffil qu’il no 
contienne aucun des facteurs premiers de n ; par suite, si l’ou re¬ 
tire, de la suite donnde des n premiers nombres, tous les lerincs 
quiconliennentau moins un facteur premier de n , les aulrcs terines 
reprdsenteront les nombres premiers a n Supposons d’abord quo 
n ne contienne qu’un seul facteur premier «, dlevd k unepuissance 
quelconque, les nombres entiers jusqu’4 n, non premiers a n. sonL 
les multiples de a 

a ' 3 a, , a, en nombre—, 


1 ?° nn6 k C f 6 {0DCtWU num6ric i ue ^ dc toticnt, ci 
designee par t(«) Le mot mdicaleur a StS employs par Cauquy. 
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et les autres entiers, premiers 4 n, sont au nombre de 


n 

n - } ou 

a 


n ( i- 

a 


Supposons maintenant que n contienne deux facteurs premiers 
a et b, dlevds Sides puissances quelconques, les nombres non pre¬ 
miers 4 n sont les multiples de a ou de b, c’est-4-dire 


a, 2ct, 3 a, 

b, 2b, 3 b, 


- ) a, en nombre - , 
a) a 1 



mais, dans ces deux suites, il exisle des nombres dgaux, multi¬ 
ples 4 la fois de a et de b, et par consequent de lenr produit ab 
A.msi, les nombres compt^s deux fois sont 


ab, 2ab, 3 ab, , (^j^j a b, en nomine ^, 

done, les nombres de la suite de i 4 n, qui ne contiennent ni a, 
m b, c’est- 4 -dire ceuxqui sont premiers a n, sont en nombre 


n n 

n - - 

a b 


n 

ab 


ou 71 ( i 


-i) (—i; 


En continuant ainsi, on arrive a d 4 montrer que, si n necontient 
que les facteurs premiers a, b, c , , l, inegaux deux a deux, on a 
pour 1’indicateur l’expression donnde par EnLEn f 1 ) 



11 reste 4 montrer que cette loi, lrouv 4 c par induction, est gdn4- 
rale Nous observerons d’abord que, si l’on d 4 signe par^ un nombre 
premier a n , le nombre des entiers premiers a n dans la suite des 
qn premiers nombres est qy(n), puisqu’en divisant tous ceux-ci 
par n , on reproduit q fois la suite des n premiers nombres 


(') Euleii, Theoremata arithmetica nova methodo demonstiata (Comm nov 
Acta Peli op , L VTIT, p. 74) — Speculations cuca quasdam insignes proprie- 
tates numerorum (Acta Petrop , t IV, p 18) 
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Soil done N le produit par n d’nne puissance quelconque d’un 
nombrepremier L qui ne divise pas n Les nombres de la suite des 
N premiers entiers qui sont premiers k n est 


Mais, pour oblemr les nombres de la sdrie des N premiers en- 
liers, qui sont premiers a N, c’esL-ci-dire an et 4 L, il faut dimi- 
nuer 1’expression preeddente du nombre des termes de la suile de& 
N premiers, qui sont divisibles par L, et premiers & n\ les nom¬ 
bres di visibles par L sont 


L, aL, 3L, 


,'N 




et pour qu’ils soient premiers 4 n, il faut et il suffit quo leurs coef¬ 
ficients 

12 3 N 

* 1 a ) 1 T 9 


soieni premiers k n\ or, d’aprds la fonmile ( 2 ), 1 Is sont en nombre 


done le nombre des entiers infdneurs et premiers a IN est 

, . , »(N)=5 T (.i(.-^), 

c est-a-dne 

*< n >= n H)M (-oo-t). 

la fonnule ( 1 ) est done g<5n<§rale On peut l’dcrire encore sousl’une 
des deux formes 


<?(*) = a«-!5p-i cTT- 1 . (a - r) (6 - .) ( c _ T ) 
9(n) = n-\* + \'JL_YJL + 

a Ad ab Ad abc ^ 


Exemple I — Verifier par la formule 
signent des entiers premiers deux k deux, 


d’EcLER que, si p, g, 7, 
on a 


?(pqr ) = <? (p) <p(<7) < ? (/’) 


fid- 
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Exemplc II — Demontrer directemenl, ou verifier que 1 ’indicateur d’un 
entier plus grand que 2 est toujours pan 


Exemple III — Ddmontrer directemenl, ou vdi ifier par la formule d’Eu- 
uiR, Jes relations 

tp (4 n) =2<p(2 n), 

<p(4« + 2)= Cp( 27 H-l) 


Exemple IV — be nombre des fractions irrdductibles plus petitesque 1 
et dont le ddnominatcur est n est egal 4 ep(ra) 

Exemple V — Le nombre des fractions irrdductibles qui ne sui pas- 
sent pas 1 et dont le ddnominateur ne surpasse pas n est dgal d 

= 1 «p (1) H- 9 (a) -+- -+-«?(«) 

On peut simplifier le calcul de S en se servant du theordme sur 1 ’indica- 
tcur du double d’un nombre (Ex III) 

Exemplc VI — Si a designe un nombie premier el n un entier quel- 
eonque, le nombre des entieis premiers & a, qui ne surpassent pas n, est 


n — E 


n 

a 


ExempleVII — Si a et b ddsignent deux nombres premiers difTdrents et 
n un cntici quclconquc, le nombre des entieis premiers i q = a a b$, qui ne 
surpassent pas n, est 


n— E--eJtE^. 

a b ab 


Exemple VIII. — Tiouver la somme des entiers mfdrieurs et premiers 
.1 n. — En supposant n > 2, si q est un nombre premier 4 n, ll en est de 
mdme de (n — q), son compldment k n, d’ailleurs pour n pan et > 2, le 
nombre in n’est pas piemier 4 n Done les cniieis mfdrieurs et premiers 
ft n se rangent en deux groupes compldmentaires pour former la somme n 
Ainsi, la somme clierchde est le produit de n par la moitid de son mdica- 
teur 

Exemple IX — Si A p ddsigncla somme des ju ,ara01 puissances des entiers 
iiifdricuis et premiers ft n, ou des pioduits p k p des mdmes nombres, on 
a 1’ideniiid symbolique 

Ap^(/i —A )p (Gesaho) 

Exemple X — Trouver la somme des puissances semblables des 
nombres de la suite t, 2, 3 , , x, piemiers ft x 
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Soit d un diviseui de x , on a la formule (n° 134 ) 

( x-h BV 8 — B" 

[«—1 -H 2 n ~ l -h — (x —-, 

v ' n 

, 4 lx \ n ~ i . (x dB) ll —(dB )' 1 

in - I+2 «- 1+ ^- nd“ ~ ’ 

par un procede analogue a celui qui conduit A revaluation du nombre 
<p(:r), on ti ouve, en designant par Ja somme chercbdc, et pat 

x = a“ 6 PcY le nombre donnd, la formule 


Q)«— Q n , 

cn supposant les nombrcs Q bds aux. nombres dc Bernoulli par les dga- 
litds 

Q„ = B„ (r — a"- 1 ) (r — b n ~ l ) (i — c n ~ 1 ) , 



Ainsi, en particular, si J’on ddsigne par 71(37) le pioduit des faclcuis 
a, b, c, , de a?, pri9 a^ec le signe -+- ou le signe —, suivant quo leui 
nombre est pair ou impau, on a 

aSj — xy(x), 

32 2 = tp(a?)[a? 2 - 4 - J 7r(a?)J, 

4S s = a?tp(a?)[a? a 7t(r)], 


Par les formules de Newton (n° 151 ), on ddduira les somrnes des produits 
deux d deux, trois d trois, , de tous lc 9 noinbre9 infeueurs et pre¬ 
miers a x (Nouvelles Ann de Math , 2 e sdrie, t XVI, p t57) 

217 Table des indicateurs — La connaissance de l’mdicateur 
d’nn nombre est d’une extreme importance pour les rcchercb.es 
ultdneures, il nous parait done indispensable dedonner les diverses 
valeurs de ces nombres Le Tableau suivant contient, dons une 
premiere colonne, les valeurs de l’mdicateur depuis 1 jusqu’a 100 , 
la seconde colonne ti contient tous les nombres qui correspondent 
a cet indicateur; la troisidme colonne p. contient le nombre des 
valeurs de n qui correspondent a l’indicateur. On remarquera la 
discontinuity des valeurs de 1 indicateur, car il n’existe aucun 
nombre n dont 1 indicateur <p(/?) soit dgal a l’un des nombres 

r 4 , 26, 34 , 38 , 5 o, 62, 68, 74, 76, 86, 90, 94, 98 
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Table des nombres gut correspondent a un mdicateui 
donne juiqu’a 100 
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218. Deux extensions de l’indicateur — On trouve line premiere 
extension cle l’indicateur dans la solution de la question suivante * 
Parmi les ft termes cons<§cutifs d’une progression arithm^tique 
dont la raison r est vm nombre premier & n, combien y a-t-il de 
termes premiers 4 n? 

Soit a le premier terme de la progression, nous pouvons reni- 
placer les termes de celle-ci 


(0 <3, a-h /, a -h 2 r, , fl+(/i-i);, 

par les restes de leur division par /z, car le plus grand codiviseur 
de deux nombres est dgal au plus grand codiviseur de l’un d’eux n 
et dureste de la division de I’antre par n. Mais on ddmontre lmmd- 
diatement la proposition fondamentale suivante 

Les restes de la division par n de n termes conseculifs d’line 
progi ession anthm&tique dont la raison r est un nombre entiei , 
premier d n , sont tous diff&ients et reprodmsent, dans un 
certain ordre, les nombres 


( 2 ) O, I, 2 , 3. , in — i) 

En effet, si (a -{-hr) et (a-{-ki), divisds par n, donnaienl le 
ineme reste, leur difference 


(*-A)#, 

serait un multiple de n, et puisque n est premier 4 /■, ll diviserait le 
nombre (A:— A), plus petit que lui, mais qui n’est pas nul 

Par suite, le nombre des termes de la suite (i) qui sontpremiers 
& ft, est egal au nombre des termes premiers 4 ft, dans la suite (2), 
et I’on a ce thdor&me 

Dans la suite de n termes consScuti/s d’une progression 
arithmitique dont la raison est un nombre premier & n , le 
nombre des termes, premiers & n, est igal d Vmdicateur de n 

D’ailleurs, en continuant la progression anthm^tique, on retrou- 
verait les restes dans le m£me ordre 

La seconde extension de l’indicateur rdpond 4 la solution du 
probl&me suivant * Parmi les n termes cons6cutifs d’une progression 
arilhm^tique dont la raison r est un nombre premier 4 ft, ddter- 
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miner le nombre de ces termes qui ont avec n= dh un plus grand 
codiviseur £gal ^ 3 Par des considerations analogues aux prdcd- 
denles, on peut reinplacer la progression (i) par la suite 

li 3, j n , 

mais les lermes doul il s’agit sont des inulliples de 3 et sonl 
dgaux 4 

o, 20 , 3o, , do. 

D’autre part, pour que le plus grand codiviseur de ho et 
de n = f /8 soit egal ^ 3, il Taut el il suflit que h et d soient pre¬ 
miers entre eux, par suite, le nombre demande est egal au nombre 
des Lermes de la suite 

1 ) 2 , 3 , , d , 

qui sont premiers a d, c’est-a-dire 6 gal a <p(d). Done, dans une 
pi ogressionarithmdtique de n termes cons&cutijs, dont la raison 
est un nominep/emier d n, le nombre des termes qui ont avec 
n = c /8 un plus grand codiviseur egal d 3 est dgal d Vindica¬ 
te ui de d 

219 Indicateur d’un produit — Nousallons ddmonlrer direcle- 
ment que Vindicatein duproduit deplusieurs nombi csprcmiers 
entre eux deux d deux est dgal au produit des indicateurs dc% 
facteurs. Prenons d’abord deux nombres p et q, premiers entre 
eux, ^crivons, ainsi qu’il suit, les pq premiers nombres, et desi- 
gnons (p — i) par s alin de snnpliGer l’^cnture 


1 

2 

h 

<■.7 

q-hl 

(7+2 

q-\-h 

(7 + (7 

2 q + I 

2(7 + 2 

2 .q + h 

2(7 + (7 

Zq -+- r 

3 q + 2 

3 <7 + h 

Zq-hq 

sq +1 

sq + 2 

sq + h 

4(7 +(7 


Pour que I’un des nombres de ce Tableau soit premier & pq , il 
faul qu’il soit s^pardment premier k p et premier a q Gonsid^rons 
une colonne verlicale quelconque, celle de rang h ; si h est pre- 
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imer 4 q, ll en est de m6me de tous Jes termes de la colonne, eL 
si h n’est pas premier 4 q , aucun terine de cette colonne n’est pre¬ 
mier 4 q . D’ailleurs la premiere ligne horizontal du Tableau con- 
lienlcp(<y) nombres premiers 4 q. Mgis, cliacune des colonnes re- 
pr^sente p termes constkcutifs d’une progression aritlimdtique de 
raison q et nous devons y cboisir les nombres premiers a p , d’a- 
pr6s la premiere extension de 1’indicateur, il y a, dans cbacune de 
ces colonnes, cp(/i) nombres premiers & p , niais, comine nous ne 
devons prendre que les colonnes dont le rang est un nombre pre¬ 
mier ik q , le nombre des teirnes du Tableau ('), premiers 4 pq , est 
donne par 

°KP9)-9(p) ?(?) 

Si Ton lemplace q par le produit gr/ 1 , les nombres /?, q, / dtanl 
premiers entre eux deux a deux, on a 

?(P 7M = <?(/>) ^<j! ) = o\p) tp(gr) <p(/), 

et cette demonstration s’applique 4 un nombie quelconque de (ac- 
tenrs premiers entre eux deux 4 deux 

On retrouve ainsi une seconde demonstration de la foimule 
d’EuLER, car, si l’on suppose 

n = au-b$c'i 

on a, par ce qui precede, 

o(/i) = o(a<x) tp(&P) cp(cY) 

et d’ailleurs 


<p(aa) = a«-i(a — 1 ), cp(6P) = &0-i (b — 1 ) 
par suite, 

'?<.«) = ^—(a-i;(6-,)( c _ g 

Considdrons maintenant deux nombres p et q , contenant les 
m6mes facteurs premiers rt, b, c, . avec des exposants quelcon- 


(■) On peut remplacer, a cause de la premidre extension de l'lndicateui, le 
Tableau d&s pq premiers nombres par pq termes d’une progression anthmdtique, 
pourvu que sa raison soit un nombre premier & pq 
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ques, et d£signons par 8 le produit des premieres puissances dc 
ces facteurs On a, par la formule pi£c<5dente, 


3 'tip) = P °( 8 )< 

8 ?(?) = 9 ®(3;, 

8 o(pq)=pq cp( o ; , 

et, par suite, 

?(/>?) = ?(/>) «p(?) 


Cette formule s’dtend k deux nombres quelconques p ] et q K , 
alors 8 ddsigne le produit des premieres puissances des diviseurs 
premiers communs aux deux facteurs. Plus gdndralement, d6si- 
gnons par p, q, i, . . des entiers quelconques positifs, par 8 1 le 
produit des premieres puissances de Lous les diviseurs premiers 
communs & deux quelconques, et non & plus de deux, des nombres 
donnds , par 8 2 le produit des premieres puissances de tous les 
diviseurs premiers communs a trois quelconques, et non a plus de 
trois, des nombres donnds, et amsi de suite On a la formule ge¬ 
nerate 


«P (P9 r ) = ?(/>) <p(?) ?(>') 


s, r So i 2 r s, i» 
<p( 3 l) L?( 8 2)J L?(S 3 > J 


D’ailleurs, puisque, pour 3> i, 1’indicateur de o est plus pent 
que 8, ll en r6sulte que 1’indicateur d’un produit de plusieurs fac¬ 
teurs n’cst jamais plus petit que le produit des indicateurs des 
facteurs. Pour qu’il y ait (fgalitd, ll faut et ll suffit que les facteurs 
du produit soient premiers entre eux deux a deux. 


220. Somme des indicateurs des diviseurs d’un nombre. — Sup- 
posons que l’on ait forme, dans l’ordre croissant, le tableau de 
tous les diviseurs 

i, 8j, 8 2 , 8j, ... n, 

d’un nombre n, et ddsignons pai 

7i, d\, d tl ds f , i, — 

les m6mes diviseurs dans l’ordre ddcroissant, de telle sortelrjue 
l’on ait 

c?a8/j=ti, 
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les nombres dh et 8^ etanl appel£s diviseurs conjugate Cela fait, 
partageons Lous les nombres de la suite 

(0 J ? 2 , 3, I n i 

en autaut de classes qu’il y a de diviseurs de n. Supposons que la 
premiere classe renferine tous les termes de la suite (i) qui sont 
premiers & n , que la seconde classe renferme tousles termes de la 
suite a^yant avec n le plus grand codiviseur 8 4 , que la troisi£me 
classe renferme Lous les termes de la suite a^ant avec n le plus 
grand codiviseur 8 2 , , et que la derm^re classe contienne le 

seul nombre n ayant avec n le plus grand codiviseur n 11 est Evi¬ 
dent qu’un nombre de la suite se trouve dans l’une des classes el 
ne se trouve que dans une seule Mais, d’apr£s la seconde exten¬ 
sion de 1’indicateur, les nombres des termes de cbacune des classes 
sont respectivement 

cp(/l), 0(0?!^, <p(rf S ), , «P(1), 

et I’on a ceLte proposition, due h Gauss ( Disq Antli , n° 39) . 

La somme des indicateurs de tous les diviseurs d'un nombre 
est igale a ce nombre 

A cause de I’imporlance de la proposition prdcddente, nous en 
donnerons une seconde demonstration. Nous avons vu (n° 207), 
que l’on forme le tableau de tous les diviseurs d’un nombre 
n = en prenantles diff£renls termes duproduit ABC 

ob I’on a posd 

A = [ -+- ci —f- o ® —i- 4- 

B=l4-&4-& 2 4- 4- 4- -4- &P, 

G = H- c + c ! + +c T '-1- -+- c^, 


Supposons que l’on forme aussi le produit A 1 B 1 C, ,danslequel 
ou suppose 


Ai = cp(i) -t- cp(a) 4-«p(a«’j4- 

Bi = tpC 1 ) 4-cp(6) 4- ..4-(p(&P')4- 
Gi = tpCr)n- cp(c") h- 4 - f(c r ') 4 - 


4- <p(a«), 
-t-cp(c Y ), 
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un Lerme quelconque du premier produit ABC. a pour expres¬ 
sion 

et le tenne coLrespondant du second produit A! B< C| a pour 
expression 

o(a a ') cp(c'' ,, ') , 

on, par la formule de I’indicateur duproduil, 

y(a a ' b$' c^' ) 

Par consdquent, puisque le premier produit donne la somme de 
Lous les diviseurs de n , le second produit donne la somme de tons 
les indicateurs des diviseurs de n, mais on a 

Aj = i —(- (r* — i)-t-(a2— a) -t- + (a <*—«“->), 

ou, plus simplement, puisque les Lermes se ddduiscnt deux & deux, 
= B) = b$, G|=c T , 

done 

AiBj C,. , 

ou, en d’aulres tcrines, pour tous les diviseurs 8 de /i, 

2 C P( § ) = n 

R&ciproqaement, toute fonction numdrique telle qucl’on ait 

2 l F(3) = n, 

poui Lous t les diviseurs d’un entier quelconque n , est identique & 
l’mdicateur (n° 214) En effet, si l’on suppose successivement, 
pour a premier, 

n = i, a, a 1 , , a a , 

on voit que, pour ces valeurs de n, les nombres W et^> sont dgaux, 
puisque l’on ne ddtermine & chaque fois qu’une seule valeur de TF 
par une formule lmdaire Puis, si l’on suppose successivement, 
pour a et b premiers, 

n = ab, a*b, ab s , a a 6*, a 3 b, a 3 b % , a 3 b 8 , 

E L - 1 


26 
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on trouve encore *F = cp pour ces valeurs de n, et ainsi de 
suite 

221 Troisi&ne extension de l’indicateur — Ddsignons par IF ( n') 
le nombre des entiers h de la suite 

0 , 1 , 2 , , (n— 1 ), 

tels que ( h — e,), [h — e 2 ), ,(/i — eh) soient des enUers pre¬ 

miers a /i, en repr^sentant pare,, e 2 , . e* des entiers quel- 
conques On a, pour deux nombres premiers entre eux, p et 7 , la 
relation 

W(p) W( y j = if (pij ) 

Cette relation se ddmontre, comme la formule de l’mdicalrur, 
pour un produit de deuxfacteurspremiers entre eux; d’nillcurs, hi 
fonction num<5rique *F devient identique h l’lndicaLeur <p, lorsquo 
I’on suppose e, = e 2 = e 3 = =e*=o 

Cela pos£, soienlrz un nombre premier etX le nombre des rcstrs 
diff£ rents de e,, e 2 , , e#, pour le module a ; on trouve facilcmcnt 

^(,<0 = a — X, et iF(a a ) =««-!(«_ X ) 

Supposons maintenanl /i= a“ 6 PcT..., ddsignons pai 
les nombres des restes difftrenls de la suite e t) e 2 , Cl , . .p a ,. 
les modules respectifs a, b, c, , nous aurons 

»F(n) = a«-i 6 P-i C T-i (a-l)(b - ^(c-v) , 

ou encore 

la ~ x )(*-(*)(«- v) 

En supposant e, = <>, = e , _. .= 0 , elX = p = v = . = 

on retrouve la formule de l’indicateur 

Exemple I - Trouver le nombre des termes de la suite 

I,2 » 2 , 3j 3 4j , n(/i - 4 - x), 
gui sont premiers & n 

ExempleII - Trouver le uombie des termes de la suite 

1 2 - 3 , = 3 4 , 3 4 5 , , „(„+,)(»+ 0 ) 

qui sont premiers a n 
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Exejnple III — Trouver Je nombre des termes de la suite de9 tuangu- 
laires 


r i 
2 



n(n -4- i) 

i 


qui sod t premiers a n 

Exemple IV — Trouvei le nombic dcs Lcimcs de la suite des pyrami- 
daux 

12.3 2.34 345 7? ( 71 -|- I ) ( /l + 2 ) 

— ’ “IT' ’ “ b ’ ’ ’ 6 ’ 


qui soot premiers 5 n 

Exemple V. — Soit <p(«) Je nombre dcs entiers non supiirieurs a 11 
nombic a et premiers avec lui, et ^(a, n) lc nombre des entiers plus 
giands que a, premiers avec lm et non sup 6 neurs k n, on a les foimule 9 

(1) V(i,n)+ 'I r (2, n) -i- -1- W(/i, /i) = tp(a) -+- cp( 3 ) -+- -I-(p(/i). 

(2) ^(r, n) -t-2'r(2, n) -t- - 4 - (/#—1) ^(/i — r, n ) 

= i[np(2) + 3 if( 3 !+ -+- n cf(/z)| 

En ellet, la difference 

¥(fl, v) — v —1) 

a la valeur 1 on 0, suivant que a cl v sont 011 11c sont pas premiers cntie 
eux Remplagon 9 successivcmcnt a pai r, 2, , (v — 1) et faisons l.i 

somme, il vicnL 

« - v -1 

^ [»I r («, vj — W(a, v— i)| = o(v), 

a = 1 

cn remplafant v par 2, 3 , 4, , n, cl cn faisant la somme dcs dgalites obte- 

nucs, on trouve la relation (1) On d6montre de mdme la formulc (2), en 
observant que la difference 

a, 1 F( a, v ) — a 'F (a, v — 1) 

prend la valeur a ou o, suivauL que a et v sont ou nc sont pas premiers 
entre eux ( Nouv . Corr, math., l. VI, p 267 ) 


222. Th6ordmes de M. J. Hammond. — Par la notation e-, 

a 

nous designerons le nombre 1 ou 0 , suivanl que ^ est ou n’est pas 
entier. Posons 

(1) v(») = E- + 5-+E^ + E^+ , 

K ' '12 3 4 

. . x x - X 

< j ( x ) = IE - 4-26— 1 - 3e — -f- , 

v ' 1 2 3 


( 2 ) 



404 l.[ vn k nr — la divisibility aritumetiqiil, 

les fonctions numYriques v(#) et <?(&) reprdseDtent respective- 
men t le nombre et la somme des diviseurs de lorsque x dYsigne 
un entier posilif, et s’annulent pour x fractionnaire (*) Si a: est 
egal an rapport de deux entiers positifs, n et m, nous oblenons 


( 3 ) 

( 4 ) 



n n n 

— e-He-H c -z -h 

ni 2 in om 


n n . n 

— Z -(-16-h3e -- 

111 2 III 0 III 


Nous avons encore 


,., / n \ n n ii n n ii 

( 5 ) o'! — ) — — e — -H -e-H 5— e -- h , 

' \nij m in mi 2 m 3 /;i 3 //i 

cette formule ne difF6re de la prYcYdente qu’en ce que, dans (4), 
les diviseurs du nombre suppose enlier, sont ranges dans l’ordre 
croissant, et dans (5) smvant l’ordre ddcroissant. D’ailleurs les 
seconds membres de ces deux fonnules sont nuls pour— fraction¬ 


naire 


On peut exprimer I’entier de n par m , au moyen de la formule 


‘O 


„ n 1 2 3 

E — — 6-H £-H £ — 

m m ni in 


ti 

-He - , 
m 


(') Lorsque p et q d£signent deux cntiers positifs, on peut 6crire 


2 = I[ 
? ?L 


I -H COS — 1 -H COB 

Q 9 


’]• 


par suite 


, P _ e P ±( I 

E — — E-1 


x x±a 

E — = E - 

a a 


On a done 


— p p 0 

e —- = e -j e - = r 


Les definitions des fonctions v(a?) et a[x) conduisent aux formules 

t 

v(—/?) = V(/7), <r( — p) = a{p), 

ct I’on doit consid£rer les valenrs de v(o) et de a(o) com me infinies, comme cela 
riisulte encore de ce qne tout diviseur de — p est un diviseur de p, et que tout 
nombre est un diviseur de 0. 
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puisque Jes e du second wembre, 6 gaux. a i, sont Lous multiples 
de m dans la suite des n piemiers enliers D’autrc part, tout en- 
ticr posilif n est dgal 4 la somme des indicaleurs de ses diviseurs, 
on a done la formule 


(7) « =e ".cp(i)-f-e ^.cp( 2 ) + e ^.cp(3)H- 

mais on deduit de la relation (6), en remplagant n par n' = n — 1 , 

n n n' 

b — = E-E —, 

m ni m 

par suite, la relation ( 7 ) devienl 

n = E j • -p ( 1 ) -t- E — • ep (a,) h— E ^ • cp (3) + -+- E — o (n) 

“ E 7 •?(!)-E \ o( 2 )-Ej- ? (D— -E 

En remplagant successivement n pai 1 , 2 , 3, , n, et en fai- 

sant la somme des dgalites obtenues, il vient 

( 8 ) ^re(n + i) = E^ cp(i)-f-E^.9(a)-f-E^.cp(3)+ +E--o(n) 

1 « »J It 

Si 1 ’on remplace n successivement par 1 , 2 , 3 , . , n dans la 

d’dquations lindaires qui 

1 

2 

3 

4 . 

5 

6 


formule ( 7 ), on obtient un sysldine (A 
donne 


(9) 


f(n) = 


10000 
11000 
i 0 1 0 0 
1 1010 

I 0 o 0 1 
11100 


On exprime amsi cp(n) par un determinant d’ordre n dans 
lequel la dermdre colonne contient les n premiers entiers, dans 

les ( n — 1 ) premieres colonnes, tout dldinent a s r est dgal 4 

c’est-4-dire 4 1 011 4 0 , suivant que /■ est ou n’est pas divisible 
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par s Annsi, la colonne de rang s se compose de (s _i) 

biuvis de i, autant de fois que possible. 

De meme, la formule ( 8 ) donne 


zeros, 


(IO) 


<p(/i) 


1 o o o o 

2 10 0 0 
3 j i o o 
42110 

5 2 111 

6 3 2ir 


I 

3 

6 

10 

i 5 

21 


La dermere colonne conlient les n premiers triangulaires, pour 
les autres, la colonne de rang s se compose d’abord de (s — 1 ) zdros, 
puis de 5 Aments dgaux & i, puis & 2 , & 3, , aiiss. loin que 

possible D’ailleurs, le determinant ( 10 ) se deduit du determinant 
I 9 ) cn ajoutant aux elements d’une ligne de celui-ci lous les ele¬ 
ments des lignes prdcedentes. 

Exemple I — Demontrci la foimulc 

» ( '0 = v(") (^) cp( 2 )+v(") <p(3)+ +v(^ o(n) 

II suffit de multiplier respectiveracDt les equations du systdme (A), de- 
duit dela formule (7), par 


eL d’ajouter en tenant compte des relations (2) et (3) 

Exemple II. — Ddmontrer la formule 

"‘"’-'(t) + + »(*)+ • +.(=) 

N suffit de multiplier respectivement les equations du systcme (A) par 

n J n n n n n 

1 1 ’ 2 B 2’ 3 E 3 ’ ’ 

eL d ajouter en tenant compte de9 relations (1) et 

223. Thdordme de Smith — Ce theordme donne l’espression 
du produit des indicateurs des n premiers entiers par un ddtermi- 
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naat du n wma ordre, dont tous les elements, Lels que Df sont les 
plus grands codiviseurs des deux indices r et 5 de 1’element con¬ 
sider. En d’aulres termes, si D, T designs Le pins grand codivi- 
<>eur de r et de s, on a 

(1) S±D]D| D" = 9 (i") cp (2 ) o(/i) 

On en dddmt la valeur de cp(/?) coimne le quotient de deux de¬ 
terminants d’ordres n et (n — i) 

La demonstration de ce Llieor&me repose sur les propi idles 
d’une fonction numerique i deux indices qui possdde des pro- 
pridlds analogues k celles de l’indicateur Si l’oii suppose 

n = aubficY 

on pent dcrire l’expiession de f(n) sons la forme 

cp(/i) = (a *— bP — bP~‘) (A— A -1 ) 

En efTectuant les produits du second rnembre dans I’ordre habi- 
luel (n° 67), nous ddsignerous le devcloppement par 

(2) tp( /l J = /ll /lj 4- /? 3 fltf -f- -|— fit;— 1 — n s , 

s represente le nonibre des teimes du developpement, qm est 
dgal a une puissance de 2 , dont l’exposanl renferme autant d’umtds 
que n renferme de facteurs premiers diHerents Les nombres /?,, 
n 2 , , n s ne representent pas tous les diviseurs de n , mais ne re- 

piesentent que ceux qui sont des multiples du quotient de n par 
abc /, d’ailleurs n t = n. 

Cela posd, considdrons la fonction numdrique p.(/t, 3 ), dans 
laquelle z ddsigne un entier positif et arbitraire, et n un entier 
donud, 

(3) V-(n,3) — Df M — P? (s -f-D“ a — — D=,, 

nous allons ddmontrer que la jonction de Smith possdde une 
propridtd analogue & celle du produitdes indicateurs En d’aulres 
termes, si n est le produit de deux nombres p et q , premiers 
entre eux, on a, quelle que soit la valeur de l’entier z, 


(0 


\*-{p,z) s) = 
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En efTel, on a, d’apr£s ( 2 ), 

? (P ) — Pi — Pi-^~P3—Ph -+- , 

( ?(?) == ?l-- ^b + 

tp (It ) = /lj — /ij -+- Tlj — Tl\ + 


mais, d’autre pari, puisque n = pq, on a l’identite 
V(p)-?(9) = ?(») 

Amsi, tout nombre n t est le produit de deux nombres p 3 et q k , 
premiers enlre eux, comme diviseurs de deux nombres premiers 
entre eux; par suite, 

D “i = D V 

Si I’on fait la somme de toutes les egalites analogues k la pre- 
cedente, apr&s avoir multiphe les deux membres de celle-ci par 
(— i) M >, on trouve preeminent la formnle (3) 

La fonction p.(n, z) de Smith est dgale d Lhndicateur de n 
on d zdro, suivant que n est ou rHest pas un diviseur de z En 
effet, supposons d’abord que « a soit un dmsenr de s; alors, ll en 
est de m6me de a a_l , on a done, par definition, 

p(fl a , z) — — D^«-i = a a — a a_1 = cp(«“), 

supposons maintenant n = il resulte, par la foi- 

mule ( 4 ), 

= ?(«)• 

Supposons que a a ne soit pas un diviseur de z, on aura 
z = a<*'js', avec a'<a, 

et, de plus, a et z 1 premiers entre eux. On a, par definition, 

*) = Da“ — 

mais le plus grand codiviseur de a “ et de z est egal an plus 
grand codiviseur de n a et de c’est-S-dire k a“', il en est de 
m^me pour le plus grand codiviseur de a a ~ 1 et des; par suite, 
si a a ne divise pas z , on a 


= 0 
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Ddsignons par £(/?) le ddtcrnunant dc Smith, defioi par 
£('0 = 2 ± D{ Dj) D«, 

ajoulons a la derm&ie ligne, ou de rang n = n u les lignes de 
langs /?, 3 , /i 3 , , et retranchons-en les lignes de raDgs /i 2 , 

ji,, , n s , la dermere ligne de deviendra 

i), n(n,2), , /i i), n(/i, n), 

ou, par suite des proprietes demontrees ci-dessus, 

o, o, , o, «p(/») 

On a done la formule de recurrence 

£(») = ?(") £(" — ') 

d’oi'i l’on tire 

t-(/i)=o(n) ep(// — i) cp(« — 2) tp(>) o(i) 

( u i- a 

Le determinant de Smith a la forme smvanLe 

i i i i 1 1 .i 

i a i 2 l 2 

i i 3 i i 3 

i 2 i 4 * 2 

1 i i i 5 1 

1 2 3 2 1 6 


i . n 

Le determinant est s^meiriqne, les (p — i) premiers elements 
de la i^ Lmo rangee sont respectuement egaux aux elements de la 
seconde diagonale, de rang (/? — i), ainsi que nous 1’avons figure 
en caracteres gras. En effet, le plus grand codiviseur de p et de q 
est egal au plus grand codiviseur de (p — q) et de q 

Lc theor^me de Smitu a did pubh6 dans les Proceedings of the London's 
Mathematical Society (yoi VII, mai 1876) II a ctd generalise par M Man¬ 
sion, clans le Messenger of Mathematics (octobre 1877), et dansle tornc II 
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.les -1 nnales de la Societi scientijique de Bi uxelfes Quant nus. foi-- 
mules de i\I Himmond, du numeio pnteddeut, dies sont ineditcs et nous 
ont t-le communiquees par M. Stlyesteb 

Les determinants de Smith et de M. Hammond sont u£s cur.eux, mom 
nuus devons fa.re observer qu’ils supposent, non seulement la decomposi¬ 
tion de n en facteurs piemiers, mais aussi celle de tous les enticis, jus- 
qu’a n C’e.l done, en quelque sorte, le Cnble d’En vtostiilne ti ansfo. mi¬ 
en delenmnanl 

Eremple I — Si tous les dements d’un deteimmant A n rangdes sont 
eqau\ a i, en exceptant ceu^ de la diagonale, pour lesquels afi designe lc 
nombre des diviseurs de p } la valeur du determinant csl i 

(Mansion ) 

Eremple II — Le deteimmant a n rangdes, dans Jequel cliaquc ele¬ 
ment est egal a l ou k o, sunant que le plus grand codiviscur des dcu\. 
indices est ou n’est pas un carr^ parfait, a pour valeui 

( — i)“+P + Y + 

en supposant que o a 6PcY A leprdsente la decomposition de la fnrlo- 
nelle n’ en ses facteurs premiers (Ci'SAHO ) 

2S24. Formulas de Legendre — Ces formulas ont pour but d<* 
detciminer le nombre des entieis jnsqu'a n, qui ne sont pas 
di\ isiblespat des nombrespremiers donnes 

cr, b, c, , /, 

inegaux deux a deux, dont le produitp surpasse n. 

En designant par l n le nombre cherchd, et en appliquant le 
ilitforeme sur les entiers approchds, k une umtd pres, par ddfnut, 


E- E-. 

E» = E « E J, 

ab b a 


on ddmonLre par un proeddd semblable k celui qui a servi k dtabln 
la forinule d’EuLER (n° 216) 

v E"+yE4-yE4 + 

Ad a Ad ab AA abc 

Ou troiue de mdme le nombre X 2n _i des nombres impairs, jus- 
t]u a (2 ti — i), cjuj ne sont pas du isibles par des nombres premiers 
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indgaux deux k deux, dont le produit p surpasse (2 n — 1 ) On a 
la form 11 le 


in -1 — n — 


n \ (a — \ ) 


« - 4 - 1; (ab — 1 ) 
ab 


Plus gendralement, consulerons les n premiers lermes d’une 
progression arithmdLique 

A—B, aA—B, 3 A.— B, , nA—B, 

dans iaquelle on suppose A et B premiers entre eux et B < A 
Ddsignons par x K le plus petit entier positif qui rend (Ax — B) 
divisible par le nombre premier a", ddsignons par x 2 le plus pelil 
positif qui rend (Ax — B) divisible par le produit ab de deux 
nombres premiers indgaux, et ainsi de suite. Le nombre dcs 
termes de la progression donnde, qui ne sont pas divisibles par 
des nombres premiers, indgaux deux a deux, dont le produit sur¬ 
passe (nA — B), est donnd par l’expression • 

a JU ab 

I 

On peuL supposer, dans les formules prdcedentes, que <7, b, 
c, ,/?, reprdsenlenl l’ensemble desnombres piemiers jusqu’d p , 
en supposant que le caird du dernier nombre premier p de cetle 
suiLe De surpasse pas le dernier Lerme n, (in — i),ou (An — B), de 
la progression donnde. On obtient alorsle nombre des termes pre¬ 
miers que renferme celte progression et ainsi , par exemple, la 
lotalitd des nombres premiers jusqu’^t n ou jusqu’4 (in — 0 

Ges formules ont dtd obtenues par Legendre, mais elles ont did 
|iisqu’ici de peu d’utilite, & cause de la longueur des calculs. Ce- 
pendant Piarron de MondiSsir est parvenu, en les transfoi mant, 
4 calculer le nombre des nombres premiers qui ne surpassent pas 
1 000000 (voir les Comptes rendus da VAssociation fianqaise 
au Congres du Havre, 1877) D’autre part, M. Sylvester vient 
de me commumquer la formule suivanLe 

Si l’on reprdsente par H ^ le nombre ^ lorsque sa partie frac- 
tionnaire est^> et Vender le plus approchi de ^ dans les auLres 
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cas, si I’on d^signe par a, b, c , ,p, tons les nombres premiers 

de 2 a p, en supposant que p 2 ne surpasse pas un nombrc pair 
donne 2 ;/, la totality des nombres premiers plus grands que n cl 
plus pel its que 2 n est donnde par l’entier de 

"-2 h 5 + 2 h 3-2 h 3s+ 
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LES RESTES 


225. Propri6t6s des congruences relativement & la division — 
Nous avons expose precedemmenL (n 08 32, 33 et 34) les proprietes 
fondamentales des congiuences dans leurs rapports avec I’addilion 
et la multiplication, mais cesdiverses propositions ne s’apphquenl 
a la division qu’avec certaines restrictions 

ThGohemf. I — Si deux no nib res sont congi us pour un mo¬ 
dule, i/s sont congrus pout un diviseui quelconque du module 
En effet, la difference de ces deux nombres est, par hypotliesc, un 
multiple du module, et, par suite, un multiple de l’un dc ses divi- 
scurs Mais la proposition reciproquc de ce theoreme n’a pas lieu 

TmLonEME If — Si deux nombres sont congrus pour des mo¬ 
dules dijfbrents, ils sont congi us, poiu un module egal ciu plus 
petit coniulliple des modules donnes. En effet, si deux nombres 
sont congrus pour divers modules, leur difference est un multiple 
dc ces modules et, par consequent, un multiple de leur plus petit 
comultiple. 

En particulier, deux nombres congrus pour diffdrents modules, 
premiers entre eux deux 4 deux, sont congrus pour le produit des 
modules 

Theoreme III — Lorsque les deux membi es d’une con¬ 
gruence sont des multiples d’un entier premia au module, on 
obtient une congi uence bquivalente en divisant les deux mem- 
brespar cet entiei . En effet, soit, pour un module quelconque m, 

ca = cb (mod m), 

et c premier 4. m\ par lrypothese, la difference c(a — b) est divi¬ 
sible par m , et puisque m est premier 4 c, il en rdsulte, par le 
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th^or&ne d’EucLiDE (n° 192), qne m divise (a — b), par consd- 
quenl, 

a ~b ( mod m) 

Plus gdn^ralement, si deux entiers, congrus et premiers au mo¬ 
dule m, divisent respectivement les deux membres d’une con¬ 
gruence, on obtient one congruence ^quivalenle, en faisant la divi¬ 
sion, sans changer le module En elfet, soit pour le module m, 

ac == bd, c = d. 


on ddduit de la seconde congruence 


et, par suite, 


be s= bd 


ac = be, 


d’oti I’on tire, par le th^or^me prdcddenl, 


a b (mod m) 

Theorems IV — Si les deux membres d’ une const uence sont 
dunsiblespar un enher c, ayant avec le module un plus grand 
codiviseur B, on obtient une cong/ uence equivalente d la con¬ 
gruence donnie en divisant ses deux membres par c et le mo¬ 
dule par d En effet. soit, par liypoth&se, 

ac = be (mod.m), 

ddsignons par d et m 1 les quotients premiers entre eux de c et 
de m par leur plus grand codiviseur 8 La difference 


c{a — b) = c'o (a — b) 

est un multiple de m'o, done c'(a — b) est un multiple de m 1 . 
Mais, puisque m 1 est premier & d, on en conclut que rri dimse 
(a — b). 

Plus g6n6ralement, si l’on a les congruences 

ac = bd (mod m), 
c == d (mod m), 

et si B d^signe le plus grand codiviseur de c et de m , dgal au plus 



CUAPlTlUi Will 


L K S ni'STKS 


415 


grand codiviseur de d el de «/, on a 



226 Restes de la progression arithm 6 tique —Pour un module 
quelconque m, tout entier est congru 5 un seul des nombres 

O 1,2, ,(/« — !> 

D’apr^s ce principe, on peut ranger tous les nombres en 
m groupes, par ceite convention que deux nombres appartiennenl 
k un in 6 me groupe ou k deux groupes diffdrents, suivant qu’ils 
sont ou ne sont pas congrus pour le module Le premier groupe 
comprend tous les multiples de m, le second, tous les multiples 
de m augments de i; le troisi^me, tous les multiples de m 
augmentds de 2 , et ainsi de suite En prenant arbilrairement un 
nombre quelconque dans chacun des groupes, on forme ce que 
Gauss appelle un syst&me comp Let de / estes poiu le module m ( 1 j 
Par exemple, on obtient un syst^me complet de restes en pre¬ 
nant m entiers cons 6 cutifs Les nombres d’un m 6 me groupe pos- 
s^dent un grand nombre de propn^t 6 s communes, ainsi, on peut 
les remplacer l’un par 1’auLre dans les congruences de module m, 
de plus, les nombres d’un m£me groupe onL, respcclivemenl avec 
le module, les m£mes codiviseurs D’apres cela, on rdunit les 
groupes en classes renfermanL tons les groupes ayanl avec le module 
m le inline plus grand codiviseur Soient o un diviseur quelconque 
de n et d le diviseur conjugud, de telle sorte que dS = n , puisque 
les m premiers entiers sont les restes d’un syslfeme complet, on 
voit (n° 220) que cp (<r/) d^signe le nombre des groupes contenus 
dans la classe qui renferme tous les nombres ayant avec m le plus 
grand codiviseur S En particular, cp(/n) reprdsente le nombre 
des groupes de tons les entiers qui sont premiers au module 
Nous avons ddmontr 6 que les restes de la division par m de m 
termes cons^cutifs d’une progression arithmdtiqne sont tous in^- 
gaux deux & deux, si l’on suppose que la raison est un nombre 
premier au module. 11 s reproduisent done, dans un certain ordre, 
les entiers 

o, 1, 2, , (/?? — i) 


(>) Gauss, Theona resicluoiuni biquadraticorum, t II, n° 42 
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Par consequent, sl a et in sont piemiers entie eux, la fonnp 
hnecurc(ax + b) enoendie unsyst&me complct de i esLes poiu' Le 
module m, lorsque Cony /emplace successivemeiit x par les 
testes d'un systeme complet 

227 . Nombres associ6s 4 1 pour le module in — En particulier, 
>i I'on considere les restes par ni des (m — i ) termes de la suite 

a, ia, 3 a, , ( m — i)a, 

dans laquelle on suppose a et m premiers entre eux et a *< in, 

1 1 exisle toujours un terme aa. de cetle progression, et un seul, 
qm donne l pour reste On dit alors que les nombres a cl 0 
sonl a&socies a 1 pour ce module (*), d’aiJlcurs, si a et m nc 
sont pas premiers entre eux, le terme cto. ne pent donner 1 pour 
reste 

Pom un module premia p, un entier, autre que 1, ou 
1/1 — 1), ne peut 6 lre 6 gal h son associd. E11 cIVel, lorsque I’on 
suppose cl = a, onen d&luit que (a 2 — 1), 011 que Je prodmt 

{a H-l )(a — [) 


est dmsible par/?, par suite, p £tant premier divisc (a-h 1) on 

' (t 1 e t> l’on en tire a =. i, ou a = (p _1) 

Lorsque le module est compose, I’etude des nombres dpnui 4 
leurs associes est imporlante en Arithmetique, utile dans les im¬ 
plications mdustnelles Elle sera 1’objet de ddrclonpements nllc- 
rieurs, aus Chapitres sur les Rdsidus quadratiques et sur les Lois 
anthmetiques du Tissage. 


La notion des nombres assoc.es famine l’dlude des d.v.seurs do 

“ * ceu * de ®»m. (* ± ,). En effet, en suppn- 

mant d abord les codtviseurs de * et iey, on peut supposer * el y 

prcmers entre en* Par consequent, sl uo nombre quelconque cl 
d.use (**±y), ce nombre est preuuer 4 a et 4 v, ddsiinons 
par P Passoce de r pour le module <1, nous anrons ' ’ & 


P (a? _ (j 3 a:)«± [ (mod d), 


r ‘J Gauss, Disq A nth , n° 77 
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et, si l’on d^signe par z le reste de la division de (3# par d, on 
voit qne d divise (3 n ± i) 

Plus gdndraleraenl, tout dwiseur d’une forme homog&ne 
f(x,y), dans laquelle on suppose x el y premiers enti e eux, 
est un diviseui de la forme /(is, i). D’ailleurs, cette propridt^ 
s’applique aux formes homogdmes contenant un nombre quelconque 
de variables 

Enfin, nous obseiverons quo, pour un module m, au lieu d’asso- 
cier k i les nombres premiers au module, on peuL les associer & 
1 ’un quelconque D des f(m) nombres entiers, premiers et infd- 
neurs au module. Par consequent,, si a el D sont deux nombres 
infdrieurs et premiers au module m, on peut toujours trouver un 
nombre a, et un scul, compus entre o et m, tel que I’on ail 

a a=D (mod./u), 
cette remarque sera utilise plus Lard. 

228 Restes du triangle arithm6tique — 11 est utile de connatlre, 
dans un Lr6s grand nombre de questions, les restes des lermes du 
triangle aritbm^tique par un module premiei ( J ) On a d’abord la 
proposition suivanle Si p est un nombie piemier, les coeffi¬ 
cients de la puissance du bindme d'exposant p sont dwisibles 
par p, en exceptant les coefficients extremes qui sont egaux 
a i En eflfet, soil le nombre entier, on a 

ni- P(P — 0 (p — q +- i) 

'- J M — - 7T“ - . 

i vi. 3 q 

lorsque q est compns enlie o et /?, le module p est premier a i, y, 
3 , . ., q, et, par suite, a q\ Done cette faclonelle divise le pro- 
duit (p — i) (p — 2). . .(/? — q -f- i), et l’on a 

Ct1,= o (mod p) 


(') Dans son Memoire sur la Iheorie des nombres, pidsenLg & I’Acaddmic des 
Sciences le 3i mai i83o, Cauquy indiquc diffdrenis proc£d£s pour simplifier Je 
calcul des restes du Liianylc antlimdtique (p a33-a44) —Voir une addition & 
la Gn du volume 


E. L — I. 


27 
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Prenons, par exemple, p=. 5, et construisons le triangle aritli- 
mdlique, en supprimant les multiples de 5, nous avons alors le 
Tableau prdcddent, danslequel chaque rectangle represente les cinq 
premieres lignes du triangle arithmdtiqne, les zdros sont remplacds 
par des points, et les termes de chacun des rectangles sont multi¬ 
plies respectivement par des nombres, reprdsentds en gros carac- 
tdres dans chaque coin supdrieur k droite, ces nombres repro- 
diiiuent eu-x-indmes les cinq premieres lignes du triangle de Pascal 
O n a done, en general, pour le nombre premier p , 

= GJ^ CJ^ (mod.^j), 

en designant par m { et n t les quotients approebes par defaut dans 
la division de m et de n par p , et par pi< et v< les restes positifs. 
On a, de mdme, en designant par et n 2 les quotients approches 
de m K et de n K et par pu et Vj les restes par p , 

(mod p) 

En remplagant successivement C"; i? C" 3 ,, . .., on a done 

Ga sCftCj^C};. (mod./?) 

Par celte formule, on ramdne le probldme de trouver le reste 
de C", par /?, & celui de trouver les restes de nombres Cji, dans les- 
quels u. etv sont plus petiLs que p. D’ailleurs le reste est nul, si 
l’un des nombres v est plus grand que le [a correspondent. En par¬ 
ticular, si in et n sont divisibles par p , on a 

, GJn = G"(mod p), 

hi m est divisible par p, et si n ne l’est pas, 

C"=o (mod p) 

Lorsque Ton a remplacd C" et C^,* oil pi et v ddsignent des nom¬ 
bres plus petits que p, on peut encore remplacer pi par son reste 
minimum suivant le module p En effet, si Ton dent la p lbmo ligne 
du triangle arithmdtique en supprimant les multiples de p , 


I, O, 0, 0, 


0, 0, I 
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et si l’on forme le triangle aritkmetique de bas en haut (n° 12), on 
tronve facilement, en supposant que l’mdice superieur de C soit 
plus petit que l’indice infdrieur, 


cjj-i = (— 

(mod p), 


(mod p), 

0^=( ,).(* +»(* + *) 

(mod p) 


Ainsi on a les theorem es suivants 

Si p est un nombre pienuer, les coefficients de la puissance 
du bindme d’exposant (p — 1) sont alternativement congrus a 
-l-i et a — i pour le module p 

Les coefficients de la puissance d’exposant (p — 2) sont res- 
pectivemenl congrus d la suite alternie des (p — 1) premiers 
nombi es entiers. 

Les coefficients de la puissance d’exposant (p — 3) sont res- 
pectivement congrus d la suite allei n&e des (p — 2) premiers 
nombi es ti langulaires 

Et ainsi de suite. 

Exemple I — Pour que tous les termes d’une ligne du Lnangle antlime- 
tique soient impairs, ll faut et il suflit que le rang de cette ligne soit unc 
puissance de 2 , dirmnu^e de 1 

Exemple II — Trouver la condition pour que le produit des termes 
d’une ligne du triangle arithm^tique ne soit pas divisible par un nombre 
premier p, el calculei le leste du produit par p 

Exemple III. — Trouver les restes des termes d’une ligne du triangle 
aritlim^tique par un module dgal & la puissance d'un nombre premier 

229 Th6or6me de Fermat. — Nous avons vu (n° 27 ) que si a 
ddsigne un entier quelconque, la difference (a B — a) est divisible 
par 10 et, par consequent, par 5 . En general, on a le theor£me sui- 
vant. 

Si Von disigne par p un nombre premier quelconque, et 
par a un nombre entier quelconque, la difference (a? — a) est 
un multiple dep 
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Ell d’ autres termes, dans un systdme de numdration dont la base 
est un nombre premier p , les puissances d’exposants i et p d’un 
nombre quelconque, sont termmdes par le mdme chiffre 

Pour ddmontrer ce thdordme, on remarque d’abord que la diffe¬ 
rence (aP — a) est un multiple de />, quelle que soit la valeur du 
nombre premier p , pour a = o et poura = i. II suffit done de 
faire vou'que, en admettant la proposition pour une valeur don- 
ude a, elle a lieu encore lorsque l’on augmente a de i. Mais on a, 
d’aprds le numdro prdeddent, 

(a + ipsa/'+i (mod p ), 

et, par suite, en retranchant (a + i) des deux membres, 

(a-hi)P—(a -h \)= aP—a (mod./?\ 

Puisque le second membre est divisible par p, ll en est demdme 
du premier. Done la proposition est gdndrale et subsiste pour les 
valeurs ndgatives de a 

On dnonce encore sous une forme diffdiente lejthdordme prded¬ 
dent : 

Si p ddsigne un nombre premie/ et a un nombre quelconque 
non divisible par />, la diffe/ence ( aP~ { — i) est un multiple 
de p 

En effet, on a 

aP — a = a(aP~ l — i), 


done p divise le second membre, mais p et a sont premiers entre 
eux, puisque p est un nombre premier qui ne divise pas a, done p 
divisc l’autre facteur du second membre. Ainsi 

flHsi (mod./?) 

Ge thdordme, remarquable par son eldgance et par son utditd, 
est le thdordme fondamental de l’Arithmdtique supdneure II a dtd 
dnoned par Fermat qui n’en a pas donnd de ddmonstration, bien 
qu’il ait assurd qu’il l’avait trouvde. Euler en a publid la premidre 
ddmonstration conforme k la prdeddente. 

La ddmonstration d’EuLER a dtd publide sous le titre Theoremata 
Arilh. nova meth demonstr. dans les Comm. nov. Acad. Petrop 
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(t. VIII, p 74 ) Ant 4 neui ement, Eoler n’etait pas encore arrive au r 4 - 
sultat ( Comm Petrop , t VI, p 106) Dans la faroeuse discussion entie 
Maupertdis et Konig sur le principe de la moindie action, celui-ci assura 
qu'il avait entre les mains un manuscnt autographe de Leibniz qui conte- 
nait une demonstration de ce thdoieme, confoime k celle d’EuLEB ( Appel 
aapublic, p 106) a Quoique nous ne voulions pas refuser de croue 5 ce t 4 - 
moignage, dit Gauss (Disq Ai ithm , n° 30 ),il est silrccpendant que Leibniz 
n’a jamais pubhe sa ddmonsti ation » Von VHistoire de I’Acaddnue de 
Berlin (1750, p i 3 o), et la demonstration de Lambert dans les Acta Eru- 
ditorum (1769, p iog) Pour nous, ll nous paralt impossible d’admettre 
que cette demonstration, si simple et si naturclle, trouvee par Leibniz, 
Euler et Lambert n’ait pu dtie imaginee par Fermat qui a non seulement 
Ynonce le theoreme, mais en a deduitde nombreu\ corollaires dont l’exac- 
titude a eie demontiee 

On peut donner du lliYorime de Fermat une autre demonstra¬ 
tion qui diffYrepeu de la precedente, mais qui conduit k une for- 
mule utile pour d’autres recherclies. En tenant compte des con¬ 
gruences du triangle arithmetique, on a, pour/? premier, 

(a + 6)/'afl/’+A/ 1 (mod p), 

en rcmplaganL b par (b + c), 

(a-+■ b-h c)i’= (b + c)i> (mod p), 

ou, en ddveloppanl (b c)p , 

(a -1- b -+- c)p ai'-h &/'-+- ci‘ (mod /?), 
et ainsi de suite, de telle sorte qu’on a la formule (*) 

{a b -h c . -+- 1 )p = aP-{- br-\- ci‘+ .+ li> (mod .p) 

En supposant a= b = c = . . = / = 1 , et ces unites en 
nombre quelconque, on retrouve le theoreme en question. 

Exemple I — Verifier la congruence 

2*773-1 = ! (mod 37.73). 

On a d’abord 

a 88 = 1 (mod. 37), 

2® = 1 (mod. 73), 


(’) On pent encore obtemr ceLLe formule, ainsi qne l’a fait Gaoss (JDisq Anthm , 
n°51), par le diveloppement de la puissance d’exposant p du polyndme 

(a + b ■+■ c + ■+■ l )., 
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et, par suiLe, 

2 BC =11 (mod 73), 

mais Ies modules 37 et 73 soul premici s cnti e eu\, on a done 
2 88 = 1 (mod 37 73), 

el, eii dlcvant & la puissance d’exposant j 5 les deux membres de la con¬ 
fluence pideddente, il vient, puisque 37 73 = 36.75 -+-1, 

a 87 73-1 = 1 (mod 37 73) 

Ccltc congi uencc monli e que le tbdoreme de Fermat peut s’appliquer 6 
des noinbres composes et que, par consequent, il n’a pas de rdciproque 
JNous montreions cependant que J’on peut, avec ceitames restrictions, 
donner un dnoned qui constitue la proposition rdciproque du thdordme dc 
Fermat (n° 240 ) 

II an ive, mais dans des cas assez rares, que (aP — 1 — 1) soil divisible, non 
seulement par p , mais aussi par p *, amsi ( 3 10 — 1) est divisible par 11 2 Pour 
a = 10, le nombre (10 2 — 1) est non seulement divisible par 3 , mais aussi par 
3 2 On a encore vdnfid que, poui a = 10 et p premier mfdrieui a rooo, il 
n’existc qu’une seulc autre valeur du nombie premier js, telle que Ton ait 

IOP -1 — [ (mod yD 2 ), 

cette vuleui cxceptionnellc est ^ = 487 = 2 3 6 +J. Geci montie qu’il ne 
faut pas toujouis se hflter deconcluie par induction dans I’etude des pro- 
pndtdsdes noinbres 

Exeniple II. — Ddmonticr que le quotient de (2/'- 1 — 1) par le nombre 
premici p n’est un can e que pour p = 2, 3 , 7 
En diet, pour p impaii cl dgal & (2(7 + 1), on ddduil 

(27— 1) (27 + 1) =px ' 1 , 

par suite, puisque les facteurs du premidi. membre sont premiers enLieeux 
1’un d’eux est un carre impaii et l’autre le produit pa 1 p d’un caird impan , 
done 

2<7 = j/ 2 ± 1, 

mais, en pienant le signe +, I’equaLion possible pour q = 1 est impossible 
poui q > 1, puisque le second membre est s= 2 ( mod 8) D’aulre pai t, en 
pienant le signe —, on a 


et, pai suite, 


27 = (j -h l)(j — 1 ), 

y — 1 = 2 


Exemple III — Existe-t-il un nombie premier />, tel que (2 P~ l —1) soil 
divisible par /j 2 ? 
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Exemple TV — Si a est un entier non divisible pai le nombie pre¬ 
mier p , on a la congruence des indicateurs 

ff(aP) e <p(a) (mod p), 

analogue a celle de Fermat 

Exemple V — Restes des nombrevparfaits pairs — Nous avons vu 
que tousles nombres parfaits pairs sont cboisis parmi les nombres (n° 208 ) 

e p = ap-«(a/' — 0> 

dans lesquels le second facteur est premier, par consequent l’exposant/? est 
aussi premici 

On voit que Tout nombre par fait pair, autre que 6, est divisible 
par 4 , et que tout nombieparfaitpair autre que 6 et 28 est divisible 
pai 16 

Tout nombie pi emier p plus grand que 3 est de 1 ’une des formes (6y -4-1) 
ou (6y -h 5 ), d’autre part, on a 

2 s = — 1 (mod. g), 

2 0l 7 =+ r (mod. 9), 

par suite, pour 

p = 6 q-hi, e t ,~ 1(2 —1) = 1 (mod 9), 

p = 6 q-^ 5 , e,, = 1(2® — 1) = 1 (mod. 9), 

done Tout nombre parfait pair , autie que 6, est un multiple de 9 
augments de i. 

II en r^sulte que si l’on fait le total des chiCTres d’un nombre parfait autre 
que 6, puis la somrae des cbilfres du total, et ainsi de suite, on ai 1 ive i 10 
ou & un multiple de 10 (Kiiaft, Novi Comm. Petiop , 1734) 

On a de m£me, pour le module 7, la congruence 2 3 s 1, par suite, pour 

p = 6 q r, e p == 1(2 — 1) = -t- 1 (mod 7), 

p = 6 q -t- 5 , e,, = a(2 a —1) =— i (mod 7), 

done Tout nombi e parfait pan, autre que 28, est un multiple de 7 aug¬ 
ments ou diminuS de 1 

De mdme, pour le module i 3 , la congruence 2" = — 1, appliquee aux 
nombres des formes 

p = \iq -+- 1, 5 , 7, 1 j 

donne cette proposition Tout nombre parfait pan, autie que 6, est 
un multiple de i 3 augmente de 1, 2, 3 ou 8 

^On a encore 2° = — l (mod ig), en appliquant ce resultat aux nombres 
d’EucLiDE pour les nombres des formes 


p = 187 + 1, 5 , 7, 11, i 3 , ] 7 , 
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il vient Tout nombre pctrfa.it pair, autre que 6 et 28, est un multiple 
de 19 augments de 1,2, 3 , 7, 10 ou x 5 
On a enGn 2 10 =— 1 (mod 25 ), en appliquant ce r^sultat aux nombres 
(1’Euclide pour les exposants p des formes 


p = toq -f- 1, 3 , 7, 9, [ [, 1 3 , 17, 19, 

on trouve Tout nonibreparfait pair, autre que 4 g 6 , est un multiple de 
i 5 augmente de 1, 3 , 6, m ou 16 

En combinant ce rdsultat aver le premier, il en rdsulte que Tout nombre 
parfait pair, auti e que 6 ou 496, est termini par I’ensemble des deux 
chiffies 16, 28, 36 , 56 ou 76 

On trouverait de mfime les restes des nombres parfaits pairs pour les 
modules ir, 23 , 29, 3 i, 37, 41, 43 et 1000 ( Mathesis, t IX) 

Exemple \J — Sur les nombres paifails impairs — On a le th^o- 
ifime suivant £nonc6 pai Lionnet (Nouvelles Annales de Mathimatiques, 
1879, p 3 o 6 ) 

S’il existe des nombres paifaits impairs, ils sont donnis pai la 
formule 

( 1 ) /i = a‘“+'P2, 

dans laquelle a disigne un nombre premie/ de forme ( 4 ? +0 et P 
un nombre impan, plus grand que 1, non divisible pai a. 

En effet, en conservant les notations du n° 213 , on aurait 

a/i = ABC , 

et puisquc n est impan, un seul des nombres A, B, G, est double d'un 
impair, A par exemple, et les autresB,C, sont impairs Mais, puisque 
a, b, c, sont impaus, on a 

A ==« + i, B = (3 -t- 1, G = y 1 1 (mod 2); 

il faut done que ( 3 , Yi soienl pairs et que (a -t- 1) soit le double d’un 
nombie impair, done, si Ton remplace a par ( 4 « + i) et ( 3 , y, • , par 
2 ( 3 , 2 Y> > 011 a 

(2) n = a'^btfcW 

d’autre pait, a 6tant impair, on ne peut faire que les deux hypotheses 
a = +1 et a=—1 (mod 4), par suite, a est un nombre premier de 
forme (4 q -+-1) 

D’ailleurs les nombres [ 3 , y, ne peuvent £tre tous nuls en m£me 
temps, car on aurait, dans le cas contraire, 

««+' — 1 


2a“ = 


a — 1 


ou 


a a (2 — a) = 1, 
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ce qui donnerait a — i et n = 1 D'o£i 1 4sulte encore cette pi oposition It 
n'existe aucun nombre pat fait impaii de foi me (47 + 3) 

Exemplc VII — S’d existe un uorubie impaii cL pnrfml, ce nonilnr 
csL divisible par quatre facteurs premiers lndgnux deu\ a dcu\ 

Exemple VIII — Soit /i 1 la somme des factcuispicmiei s dr n, cu ) enm- 
prenanl l’umte, soit rii la somme des facteurs piemicis de ;/j, ct ainsi dr 
suite. DYmontrer que Ie resultnl final sera toujours cgal n 3 on .i (i 

( OLTRAMAm: ) 

230 . Th6or6me de Fermat g6n6ralis6. — Eitluh a domic line 
gYn&alisation du th^or^me de Feiimat, sous la forme suivanle 

Si a et n sont premiers enUe eux, la puissance dr a, (font 
Vexposant est egal a Umdicateur de n, est congrar a i 
pour le module n. 

En efTel, on a pour p premier, non diwscur dc a , 
ai >- 1 = i + Up , 

si l’on dL6ve ilia puissance d’exposanl p les deux nienilnvs de IV- 
galitY prdcYdenle, en tenant comple des reslcs du Lvi.mgle arith- 
mYliqne pour Ie module p (n° 228 ), il vient 

o(/i-i)/» = | _j_ h'pi t 

si nous dlevons encore les deux membres k la puissance d’c\po- 
sant p } il vient 

aU>-Vi>* = i _|_ Wpi, 

et ainsi de suite Done, en posant P = p *. on a 
a<P (|, ' = i (mod P) 

Ainsi le lhdor£me est ddmonlrd pour une puissance quclconquc 
d’un nombre premier Gela posd, dYsignons par P, Q, 11 , des 
puissances de noinbres premiers indgaux deux a dcu\, par n Ic 
produit PQR .. , etpar a un nombre premier u n et, pur conse¬ 
quent, premier k chacun des facteurs de u, on aura 

(mod P), 
a?(Q 1 = j ) (mod. Q), 
a?™ = i, (mod R), 
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maiSj par la formule de i’indicateur d’un produit (n° 219 ), 

?(") = ?(?)?( Q)?(R). , 

par suite, en elevantles deux membres des congruences pr^c^dentes 
A une certaine puissance, de mannbre A obtenir 1’exposant cp ( n ), 
on trouve 

«?(«) = 1 (mod P), 

< 2 <p(«>=i (mod Q), 

a^n) = [ (mod R), 


puisque les modules P, Q, R, . sont premiers enire eux deux 
& deux (n° 225), on deduit 

a <pl«)=i (mod n) 

C’est dans cette congruence que consiste le ihdor^me de Fermat 
generalise par Euler (*). 

231. Deuxi&me demonstration des th6or&mes de Fermat et 
d’Euler. — D^signons par p un nombre piemier, et par a un 
nombre non divisible par p, et par consequent premier & p, les 
restes des termes consecutifs de la progression anthmetique 

a, 2 a, 3 a, , (j0 — 1 )a 

pai p sont m^gaux deux a deux et reproduisent dans un certain 
ordre tous les nombres entiers 

L, 2 , 3 , , (p l) 

Soil, pour le module p, 

a = /i, 

2a = r S) 

3 a S3 r 3 , 

(p — i)as r p - lt 

en multipliant membre 4 membre 

(p — i)' aP~ K = {p — OS (mod p) 


(') Eui/eh, Tkeoremataanthm novameth demonsbr, (Comm nov Ac Pe- 
trop , t VIII, p 74). 
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En divisant les deux membres de la congruence par la factorielle 
(p — i)I, nombre premier a on retrouve le premier YnoncY du 
thYorYme de Fermat, 

aP— { — i (mod p). 

Pour retrouver le second YnoncY de ce thYor&me, ll suffit de re- 
marquer que si a n’est pas premier an nombre premier /?, ll di¬ 
vise p on a done, pour toute valeur entire de a, 

nP ~ a (mod p) 

Pour dYmontrer le thYor^me d'EuLEn, dYsignons par a et n deux 
entiers premiers entre eux, remplagons successivement x dans la 
forme ax par les N nombres 

a tl ai , a a , , ay 

d’un systYme complet de restes premiers au module n, de telle sorte 
que l’on a N = cp ( n). Soit done 

aa v = b x \ 

Q O* 2 I 

< l ) act a = b s > (mod n) 

acts = b N f 

les nombres bb 2 , , by Torment un systYme complet de restes 

(n° 226) On a done, 

aidida .ax=b l b i b a 6x (mod. n), 

attendu que chaque facteur du premier membre est congru k un 
facteur du second. Si l’on multiplie membre a membre les con¬ 
gruences (i), on oblient 

a N ata s .ax (mod. n), 

et en divisant les deux membres de cette congruence par le second 
membre, premier au module, on a 

a$Ui) = t (mod n) 

232. Perfeotionnements du th6or6me d’Euler — Si nous dYsignons 
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par P, Q, R, . . les puissances des nombrcs premiers contenues 
dans un nombre n, nous avons les congruences 


a q>(P)=i (mod.P), 
a?(Q>== i (mod. Q), 
ar<pfR)= i (mod R), 


Cependant, si l’un des nombres P, Q, R, esl pair et dgal 4 a“, 
avec a> 2 , on doit remplacer l'indicateur par sa moitid, puisque 
l’on a, pour tout nombre impair a, 

a 5 * -1 =i (mod a a ) 

Cela posd, avec celte restriction que l’on vemplace 9 ( 2 “) par 
jcp( 2 “), lorsque l’on a a > 2 , ddsignons par ^(/i) le plus petit 
comultiple des mdicateurs de P, Q, R, , nous aurons 

(mod P), 
a ^lH)= t (mod Q), 
a¥ n) =i (mod R), 

et, puisque les modules sont premiers entre eux, deux k deux, 
a ^(n)==i (mod n) 

Nous donnerons au plus petit comultiple des mdicateurs de 
P, Q, R, ... le nom d hndicateur reduit de n Pour n dgal h 2 , 
k 4 , & une puissance quelconque d’uu nombre premier impair, 
ou au double d’une puissance d’uu nombre premier impair, l 5 in— 
dicaleur rdduit ^ (n) est dgal icp(/i), mais, dans tons les a litres 
cas, l’indicateur reduit est une partie aliquote de l’indicateur. 

Par consequent Si a etn sont premiers entre eux, La puissance 
de a , dont Vexposant est igal a Vmdicateur riduit de /i, est 
congrue d 1 pour le module n. 

On peut donner au thdordme d’EuLER un second dnoncd qui 
s'appliqne k tous les entiers x , premiers ou non, au module n 
Ddsignons par \ le plus grand des exposants des divers facteurs 
premiers contenus dans /i, et par p l’un quelconque des facteurs 
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premiers de n. Si x n’esl pas premier k P = p™, le nombre x esl 
divisible parjo, on a done, puisque it ne surpasse pas 1 , 

a7^(a7+ tn > — 1 )== o (mod P), 

par consequent, le premier membre de la congruence prec^dente 
esl divisible par P, Q, R, . et l’on a pour tout entier x , la con¬ 
gruence 

—i)==o (mod.ra). 


On a done le theor&me suivant 

Si x et n sont deux cntieis quelconques, ^(/a) Vindicatem 
r&dait de n et\ le plus grand exposant des facteurs premiers 
contenus dans n, on a la congruence 

x^(x' —r)=o (motl./i). 

Get enoned conduit k des consequences imporlanles, nous l’ap- 
pliquerons d’abord k la recherche des restes d’un poljn6me f(x) 
de degrd m pour un module quelconque n. Posons 

f (t) = X^(xM n) — l)g(x)-*r h(x), 

g{x) et h(x) designant respectivement le quotient etle reste de 
la division de f(x) par le bin6me — 1), le degre du poly- 

n6me h (x) est plus petit que 

Nous allons demon trer que la somme ^(«) -|-^ est toujours plus 
petite que n : excepte pour n egal k 4 ou k un nombre premier 
Posons 

8 = n — —A, 

et supposons d’abord que n soit dgal & une puissance d’un nombre 
premier P = /?*, dans ce cas 

8 = pH — 1 -TC. 

i° Si -re = i, on a 8 = o et alors n=p, 

2° Si Tt = 2, on a 8 = o pour p = 2 et alors n = 4 j mais 8 est 
toujours positif pour p > 2, 

3 ° Si 2, on a toujours 3 > 0, comme cela resulte de l’lnd- 
gali te 


= (!+/> — —!)(« — l)>Tt 
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Considerons mamtenantlecas general h = P.Q R . =p lz q yL /P.. ; 
on deduit des r^sultats precedents et de l’identite 


les in^galitds 


p n = cp( P) -+- /j - ”:-> 

p ^?( p )+*i 

Q;?(Q)+-*> 

R=7(R)4-p, 


cL, en mullipbant membre 4 membre, 

n > cp (/t) -+- X 

On a done le ib^or^me suivant 


Pour un module quelconque /i, toutpolyndme f(&) de degie 
quelconque est congi u d un polyndme h (x) dont le degie, tou- 
jours plus petit que le module n, ne surpasse pas i{/(«) + \ 


233 . Restes d’un Tableau de sommes ou de differences — En 
operant sur un Tableau de sommes ou de differences, ainsi que 
nous l’avons fait pour le triangle arithmetique (n° 228 ), c’est- 4 -dire 
en remplagant les nonibies du Tableau par leurs restes suivant un 
module donne /i, l’inspeclion du Tableau, dans chaque cas, donne 
un grand nombre de propri^s interessantes. On peut aussi se 
servir des formules du calcul des sommes et des differences et rem- 
placer les coefficients du bindme par leurs restes Nous donnerons 
ci-dessous quelques exemples 

i" Prenons d’abord, pour la premiere meihode, le module n = 4 , 
et rechercbons les restes des differences de x? pour des valeurs 
entires et consecutives de x. On forme, pour q impair, le Tableau 
p^riodique des restes, suivant le module 4? 


Resles 

de 

xl 

0 

I 

0 

3.o i 

. 0 

. 

3 . 

i> 

» 

Aa?? 

. i 

3 

. 3 

I . 1 

3 

3 

i 

» 

i) 

A 8 X 'l 

0 . 

2 

0 

2 0 2 

. 0 


2 . 

JJ 

i) 

A 3 a?'7 

. 2 

2 

. 2 

. 2 2 

2 

2 

. . 


Par consequent, les restes de A 8 #? par 4 sont tous dgaux. k 2, 
lorsque q est impair, et ceux des differences d’ordre superieur 
sont nuls 
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On dYmontre dela mYrae faqon que les restes de krx*! par 4 sont 
tous egaux 4 2 si q esl pair, eL ceux des differences d’ordrc supe- 
rieur sont nuls En particulier, Jes restes de A.r? par le module 2 
sont tous e g aux 4 i 

2° Dans Implication de la seconde m^thode, nous prendrons 
pour module un nombre p impair el premier, et nous calculerons 
les restes de A P~'xP~ { , pour des valeurs entiYi es consdcutives de x. 
On a, par une formule du calcul des differences 

(i) a:P-i = (jo — i) i, 

amsi les differences d’ordie (p — i) sont conslanles, quelle quo 
soil la valeur de x Pour determiner cette valcur consLanlc, re- 
prenons la formule sjmbolique (n° 76 ) 

A/'-' m 0 (u — l)^ -1 ! 

ll vient, pour x = o 

kp-ion-i = ( p — l )i>- 1_ c*_, (p — 2 )/'-«+ — i/'—*H- o/'-i, 

en appliquant le theoreme de Fermat aux puissances du second 
membre, on a 


A/'—iff/'-is(i —I)#'-! — ! (mod p\ 

ou, plus simplement, 

i=_ r ( mod p ^ 

en comparant ce resullatavec celui de l’ldentitd (i), on a 
(P — i ) 1 = — i ‘(mod p). 

Ainsi, pour tout nombre premier^, le produilde tousles enliers 
infeneurs kp y augment^ de i, est divisible par p, e’est l’enonce 
du theorYme de Wilson, sur lequelnous reviendrons plus loin 
3 ° Considerons, plus generalement, les restes de A x* par un 
module quelconquen. Parle dernier theoreme du numdro prece¬ 
dent, on pent suppose^ e g al au plus 4 (n- ,); ai l’on suppose 
compose et> 4 , on pent supposer q < n — y , e t alors les restes 
sont nuls; mais si n est egal k un nombre premier p, et si l’on fail 

q = h{p — i)+r, 


oa aura 


x<J~ x r 


et 


AP-l a? ?=A/’-I a? r (mod ph 



CHAPITRE Will 


LES RESTES 


433 

lorsque/ </>— i, la difference A? -1 .r?esL nulle; lorsqaer = p — i, 
on a comme au 2°, b^P~ x x e i =— 15 mais alors (p — 1) est un di- 
viseur de q. 

En resume, les icstes de A n ~ l xipar a sont constants Ils sont 
egaux . 

A — 1 , si n est un nombre premier tel que ( n — 1 ) dmse q, 

A + a, si n est £gal k 4 el si q est impaii , 

A 0 , dans tons les autres cas. 


234 ThAordme de Clausen et de Staudt (’) — On a, pour les 
no mb res de Bernoulli, V expression 



dans laquelle on disigne par A f/ un nombi e cutter et pa/ 2 , 6 , 
c, , l tous les no mb res premie/s qui sin passent de 1 tons les 
diviseu/s de q 

En eCfet, nous avons IrouvA pour B f/ I’expression 




A, 

2 


Aj_ Ai 

3 4 


.H-t-l ) 7 


_^Z_. 

7 + 1 


D’aprAs les rAsultats prAcAdenls, les fractions da second membre 
se rAduisent A des entiers' ; lorsque 1 c dAnominateur n est un 
nombre compost > 4 > ou loisque n estun nombre premier tel que 
(n — l) ne soit pas diviseur de q. D’ailleurs, pour n = 4, la frac¬ 
tion — {A 3 se rAduit k un nombre entier, puisque l’on doit supposer 
q pair, atlendu que les nombres de Bernoulli d’mdice impair sont 
nuls, A 1 ’excepLion de B| II ne reste done que les fractions dont le 
dAnominateur est un nombre premier p qui surpasse de 1 tout di¬ 
viseur de q ; dans ce cas, la fraction se rdduit & un entier diminuA 

de -■ c. o. f. d 

P 


(*) Staudt, Journal de Crelle (l XXI, p 7a) — Clausen, Astronomische 
Naehrichten La demonstration da texte est plus simple que celles que nous 
avons pubh6es dans Mathesis (t III, p. a 5 , et t XI, p. 9) et dans le Bulletin de 
la Society mathematique 

E. L. - I. 28 
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On a, pour les premieres valeurs de q : 


Aq = Aj — An — 


Ah — + 2, 

Aib = — 6, 

Aib = -+• 56, 

A 20 = — 5*2.8, 
Ajj = + 6l93, 


= Ajj — + 1 , 

Ajn = — 
Aao = + 
Ajb = — 

Abo = -+- 
A32 =— 1 t 


A27+1 = 

86576 , 
i4 a55i8, 
27 a g8-i3o, 
6oi5 80875 , 
in63 16766 


o» 


Exemple I —Si q est un nombre piemiei eL (o.q -+- 1) un nombie com¬ 
post, le ddnominateur de B s? est 6 

Exemple II — Si q et q' sont premiers enlrc cu\, Ic dunomm.iLeii 1 
de B 2?? ' est divisible par le snudme du produit dcs ddnominalcurs do H 2(/ 
et de B a? ' (voir une ddmonsti ation dc M Radicke dans la Noirvclfc Cm - 
respondance malhimatique, t VI, p 69, 1880) 


235 . Th6or6mes de Genocchi et d’Adams. — On dcduiLiinim' > dia- 
tement du th6or6me dnonc^ dans le nuindro prdcedenl quo le pi n- 
duit 

(0 x{x<i — \)B q , 

est entier, quel que soil Ventier x II suffil de ddmonlror (jiio lo 
coefficient du nombre B ? est divisible par tous les nombres <|m 
surpassent de 1 tous les diviseurs de q Or, pour p premier, on u 

x ( xp ~ 1 — i ) = o (mod.jo), 

et, pinsque (p — 1) divise y, on a 

x{x f i —i) = o (mod p) 

En particulier, pour x = 2, les nombres 

G 7 = 2(1 — uv)B q 

sontentiers. Ce th^or^me a £t£ &ionc£, mais ddinonlrd aulremenl, 

par Genocchi (') Nous en avons donnd une autre demonstration 
au n° 142 


(‘) Ginodchi, Sur les nombres de Bernoulli (Ann de Tortolim, i85a) \ou 
aussi Nouv Ann de Math , 1877 » P i5 7 
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M. Adams a calculi, parl’emploi du th^or^me de Staudt, la Table 
des nombres de Bernoulli jusqu ’4 B 12J| ( ! ) Pour verifier ces cal- 
culs vraiment laborieux, puisque les num^rateurs des douze der- 
mers de ces nombres ont plus de 80 chi fires, I’auteur a Mooned eL 
demontrd le thdordme smvant . Sip 3 est an nombi epi enuei, 
le numdrateui de B.,^ est divisible pen p. De plus, il a observd 
que, si p ddsigne an nombre nnpciii el premier, diviseur de q, et 
non divisear da ddnonimateiu de B 2? , le liiimeratear de l$ lq est 
divisible par p, mais l’duteur ajoule qu’il n’a pas obtenu la de¬ 
monstration de celte proposition, bien qu’il ne doute pas de son 
exactitude. Nous allons donner la demonstration du premier tbdo- 
ldme, en rdservanl pour le second volume la demonstration du 
second theordme de M. Adams 

On a, par ce qui precede, 

3 ___ 

2/ ' 2(1 — -A' 1 ) (l -I- H') 

D’ailleurs G Jj0 esL entier, impair, et divisible par p , comme 
cela rdsulte d’une formule du n° 14 - 2 , mais p ne peut diviser le 
ddnominateur de la fraction prdeedente, done p restera en facteur 
dans le numeiateur de B 2p 

Exemple I — DdmonLier, poui p premiei, la foimule 
nO n +,,-i= (n — i)G„ (mod p) 

236 . Restes des nombres d’Euler —Nous avons vu (n° 145 ) que 
les nombres d’EuLEn sont donnds par la formule rdcurrente 

(E4-i) b +(E — 1 o 

Les nombres d’indice impair sont nuls, et les nombres d’indice 
pair sont entiers et impairs ; de plus, Scherk. ( 2 ) a ddmontre que les 
nombres d’indice pair sont terminds alternativementpar leschiffres 
1 et 5 Ces propridt^s sont des cas particulars des suivantes. En 
tenant compte des r^sultats obtenus pour les restes des termes du 


( 1 ) Adams, Journal de Borchardt, t LXXXV, p 269 

(») Journal de Cielle, t LXXIX, p 67 — Pour plus de ddveloppements, voir 
nos articles dans le Bulletin de la SoeiAte mathematique 
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triangle aritbm^lique pour an module premier (n° 228 ), la formule 
pr£c£dente donne, en supposant /? = (/?— i) ct p premier, 

E/j-i-+- E^_3 -+- E/,-15 -+- -+- E 2 + E 0 = o (mod p), 

on a done cette proposition Si p est un nombre piemiei, la 
somme des nombies eulenens dont Vindice ne surpasse pas p 
est divisible par p 

De m&me, on obtienl les formules 

Ep-M = E s J 

e p+8 = e 4 | (mod p) , 

Ep +S =s E 8 i 


et, en general, pourun nombre quelconque /i, cntier et positif, 
Ejn-f/ifp-i) = E Srt (mod p) 

Par suite Les restes des nombies euldriens, saivant un module 
premiei p, se reproduisentpdriodiquement dans le mdme 01 dre, 
dans une pdi lode de (p — i) / estes 

Nous avons etendu ces propriety aux noinbres euldriens des di¬ 
vers ordres, et k un grand nombie de coefficients diff^rentiels 
Nous appelons nombies euldriens d'oidie a, en supposant a en- 
tier et positif, les nombres entiers donnds par la relation s^mbo- 
lique 

E ljrt [E'-+- E* + E®'-+- 

dans laquelle on remplace, apr6s le d^veloppement, les exposants 
de E', E", ... par des indices. On d^montre, comme ci-dessus, la 
relation 

Ea,n+A(p-i) = E ai#l (mod p) 

237 . Restes des sommes des puissances semblables des entiers 
infGrieurs 4 un nombre premier. — D^signons par S„ la somme des 
puissances d exposant n des (j> — i) premiers nombres entiers, ct 
par p un nombre premier 

Nous a lions d^montrer le thdor&me suivant : La somme S n est 
congrue a — i ou & o ,pour le modulep, suivant que n est ou 
n est pas multiple de (p - r). En effet, si ,i est un multiple de 
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(p — 1), Lous les lermes de S„ sonL congrus a 1 , d’apres le thdoi^rae 
de Feumat, eL, puisque la somme a (/>— 1) Lermes, on aura 


S,i = — r (mod p) 

Pour le secood cas, ob n o’esL pas muUiple de ( p — 1), consid6- 
rons Iaformule symbolique [n° 132 , formule ( 3 )] 

f"-[^(S + 1)"— S", 


si l’on y remplace x par p eL S 0 par (p — 1), il vienl, eu supprimanl 
les multiples de p , 

G}i -4- C® S, t -2 -+- -+- CJJ -1 Si = o (mod. p ) 

Mais Sj est divisible par y;; par suite, en faisant n = 2, on en 
d^duit que S 2 est aussi divisible par p, puis S a , S*, . . , jut>— 
qu’& Sp_ 2 . 

On arrive aux m6mes r£sulLats, en partanLde la formule syinbo- 
lique (n° 134 ) 

( n->r i)S„ ti? (p -+- B)« +I — B"-*-', 


on mulLiplie les deux membres par/il, et I’on sail que n I Ii„ esl un 
nombre entier 


238 Th6or6me de Wilson. — Nous avons vu (n os 227 et 233 ) 
que, pour un module p, impair eL premier, les entiers inf^neurs a p 
peuvent 6lre associ^s deux 4 deux, de telle sorte queleur prodmL 
soit congru & 1 pour le module p D’autre part, a 1 ’excepLion des 
nombres 1 et (/> — 1), aucun autre nombre ne peut 6lre 6gal £1 son 
associe; amsi les nombres 

2, 3 , • , ip — 2) 

s’associent deux £1 deux, leur produit est congru £1 -f- 1 pour le mo¬ 
dule/), on a done 


(js-i ) 1 = + 1 (mod p) 

En multipliant les deux membres par (/> — i), il vient 
(/> — 1)' H- r = o (mod p) 



L1VRE III 


438 


— L \ DIVISIBIL1TE 4RITHMETIQUE 


Eq d’aulres terrnes, le p/oduit de tous les entiei s inferleurs cl 
an nombie premie/ p, augment& de i, est divisible parp ('). 

Lo/squep n 3 est pas premie/, mats > 4 , lepz oduit des (p — 2) 
p/emiei s nomb/es est divisible pa/ p — En eflet ■ 

i° Si p n’est pas un carr6, ll esL decomposable en un produit de 
deux facleurs m^gaux conlenus dans la suite des (p — 2) pre- 
imeh nombres, 

2 0 Si />> 4 est egal k un carr6 ft 2 , la factorielle {p — 2) I con- 
lient les deux facleurs ft 3 et 2ft 2 , elle est done divisible par yj , 

3° Si p= 4 , le produit des deux:ou des trois premiers nombres 
esL congru k 2 pour le module 4 

Le iheor^me de Wilsojv donne une condition n^cessaire et suf- 
lisanle pour qu’uu nombre soil premier; inais ll est inapplicable 
en pratique Cependant, od suupliGe le calcul en remplagant les 
nombres de la seconde partie de la factorielle (p — i)I par leurs 
complements kp, on en deduit d’ailleurs quelques consequences. 
Nous consideierons deux cas, suivant que le resLe du nombre im¬ 
pair et premier p par 4 est 1 ou 3 
i° Si Ton suppose p = l\q + 3 , on a 


[(29 + i) 1 ]*—r = o (inod./j) 

Par consequent, pour que p = ^q-\- 3 soit un nombz c pre¬ 
mier , il fuitt et il suffit que le reste de la division de la facto- 
1 telle {p.q-\r-\)\ paz p soit ± 1 Cependant, on peut determiner 
dans quels cas le reste est + 1, et dans quels cas il est egal k — 1 ( 2 ) 
2 0 Si Ton suppose p = 4 q -b 1, on a 

[( 2< ?) , ] s + 1 = 0 (mod p ) 

Par consequent, pour que p = ^q 1 soit un nomb/e pre- 


(■) Warinq a tnonci ce theordme, sans demonstration, dans les MecUtationes 
algebraicce, en I’atlribuant & Wilson, 1’un de ses dldves Warino avoue que la de¬ 
monstration lui paralt d’autant plus difficile qu’il n’y a point de notation pour 
designer spdcialement les nombres premiers La demonstration du texte esL due 
a Gauss (Disq Anthm , n° 77 ), celle du n“ 233, qui repose sur le calcul des 
differences, est une simplification de celle de Laoranqr 
( 5 ) « Il n’est pas facile de dire a pi ion lequel de ces deux nombres (ag + 1 ) I± 1 
est multiple At p » (Lebesque , Introduction a la Theoue des Nombres, p 8a) 
Nous montrerons plus loin qu’il faut prendre +1 ou - 1 , suivant que Jc nombre 
des non-residus quadraliques de p, compns entre o et \p, est pair ou impair 
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mier, il faut ei il suffit que le lestepar p die carre de la fac- 
Loi lelle (iq) \ soil egal cl — 1. De cetLe proposition, llr^sulte en¬ 
core que touL nombre premier de la forme (4 q -b 1) divise (# 2 + 1), 
c’est-a-dire uoe somme de deux carr^s premiers entre eux. 

239 Restes de la progression gdometrique. — S011 a un module 
quelconque, d^signons par tji l’indicateur r£duit el par a un nombre 
premier k n\ nous allons dtudier les restes des Lermes de la pro¬ 
gression g6om<*trique 

t, a, « 2 , a 3 , . 

de raisou a, divis^s par n. D’abord, onne trouve aucunreste nul, 
puisque a et n souL premiers entre eux, d’ailleurs, tous les restes 
sont premiers a w, et puisque leur nombre ne pent surpasser 1’indi- 
cateur ^(n) de n, on trouvera deux puissances diff^renLes, a s et 
a s+t , donnantle m6me resle. On a done 

(mod n), 

et puisque a s est premiei au module, il vient 
a 1 = 1 (mod. n) 

11 existe done une puissance de a qui donne r pour resLe, ce 
qui resulte d’ailleursdu Lh6or6me d’EuLEn. Mais, parmi toutes les 
puissances de a qui donnent 1 pour resle, la plus miporLante a con¬ 
sider est celle dti plus petit exposant, enne tenant pas compte de 
l’exposant z6ro Soil done g le plus petit exposant tel que l’on ait 

as = 1 (mod n), 

on dit alors que a appartient ci Vexposant minimum gpour le 
module n , mais, pour la rapidity du langage, nous dirons que g est 
le gaussien de a pour le module n 
Les g premiers resLes des puissances, 

(0 1 , a, i a* -1 , 

sont Lous difibrents, car si I’on avaiL 

a s+t==a s (mod 11), 

on en d&luirait a 1 = 1, et g ne serait pas le plus petit exposant 
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qui correspondraiL au reste i L’ensemble des resLes de la suite (i), 
tous distincls, et en nombre g s’appelle la periode dii nombre a 
pour le module n. Les restes suivants, des termes de la progression 
geomYtrique, reproduisent indYfimment la mfime pYnode , on a, 
en eflet, 

as = i, aB +l = a , — o s , (mod n ) 

En gYnYral, sil’on dYsigne par q le quotient et par r le reste de 
la division de s par le gaussien g, on a 

s — qg + r et a s = aisa' == a’ (mod n ) 

Amsi deux puissances a s et a'sont congrues ou non pour le mo¬ 
dule n, suivant que leurs exposants s et t sont congrus ou non, 
pourle module g, gaussien de n. En parlicuher, si l’on a a s = i 
le reste de s par g est Ygal a o, il en rYsulte que les cxposanLs des 
puissances de a qui donnent i pour resLe sont tous les multiples 
du gaussien. Mais, par le Lb^or^me d’EuLEii pcrfectionnY, on a 

a'J't") =■= r (mod n) 

Pai consequent, le gaussien de a pout le module n est un 
diviseui de Vindicates /dduit de n, et les exposants des puis¬ 
sances dea qui, dwisdes par n, donnent pour reste i, sont tous 
les multiples du gaussien. 

Example I — Poui un mfime module, le gaussien du produil abc . 
de nombres premiers au module est un diviseur du plus pcLit comulLiplu 
des gaussiens des facteurs 

Exemple II — Si I’on ddsigne par x abed, . ct A, B, G, D, . des 
nombres enLiers, et si Ton pose 

<?(®) = A.a* + B6* + Cc*+ , 

on a, pour tout nombre premier p, quelle que soit la valeur du nombre h, 
enticr et positif, la congruence 

tp[a? + h(p — i)] == tp(a;) (mod p) 

Exemple III — Soit g le gaussien de a pour le module picmier p, 
demontier que la somme des puissances q'™* 1 des Lermes de la peiiodc 
est congrue ioou kg, suivant le module q, scion que l’exposant q esl 
ou n est pas multiple du gaussien g 
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240 . R6oiproque du th.6or6me de Fermat — Soit un nombre im¬ 
pair quelconque n, nous avons vu que la difference n — <p(/i) est 
toujours positive, et n’est dgale & i que pour n premier, d’autre 
part, l’indicateur rdduiL n’est jamais supdrieur a l’lndicateur 
<p(/i). Par consequent, lorsque le gaussien de a pour le module n 
csL dgal k ( n — 1), il enrdsulte que n estndcessairemenLun nombre 
premier, mais, si l’on a la congruence 

0"-'=] (mod n), 

les exposanls des puissances de a congrues k 1 ’uaiLl, qui seraient 
mfdneurs £ (/z—1), ne pourraient 6tre que des multiples d’un 
certain diviseur de (n — i), on a done la proposition suivante, 
que l’on doit considdrer comme la rdciproque du thdor^me de 
Fermat. Sia x —i est divisible pat n, pour x dgal ci (a — i ),et 
n'estpas divisible par n pour x 6 gal d une partie aliquote de 
(/? —i), le nombre n est p/emier 

Nous avons dnoned poui la premidie fois ce tlidoreme en 1876, au Con- 
gi ds de 1 ’Association franpaise pour l’Avancement des Sciences, & Clermont- 
Ferrand, dans une Nole intitulde Sur la recherche des grandsnombr es 
premiers. Nous en donnerons, dans le second volume, un grand nombre 
de corollaircs 

Exemple I — Soit 


a = 3 , n = 65537 = 2 lfl 4 - 1, 

Ics diviseurs de (n — 1) sont 

I, 2, 2 s , 2 3 , 2*, 2°, , 2 16 . 

Si 1 ’on calcule les rcstes par n des puissances de 3 dont les c\posants sont 
dgaux. aux termes de la suite prdeddente, en observant que cliaquc leste 
s’obtient en divisant par n le carrd du reste pideddent, on trouve 

3 , 9, 8r, G 56 i,— 11088, . , h-i, 

et, puisqu’il n’y a aucun reste dgal & 4-1 avanl le dernier de la suite, on en 
conclut que 2 18 -t- i = 65537 est un nombre premier 
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CHAPITRE XXIV. 


LES FRACTIONS CONTINUES 


241 Fractions continues. — Pour dormer une valour approchec 
d’uu nombre fractionnaire posiLif x = (a\b), on prend le quo¬ 
tient q Q le plus approchd par ddfaul et Ton pose, en se reporlanl 
aux notations du n° 189, 

, i b 

r =q o H- } avec x t = — , 


(jo est nul pour x < t, mais entier et positif pour x >» r. En genr- 
ral, jj, est un nombre fractionnaire > i, pour dvaluer ce nombre, 
on prend encore le quoLient q { le plus approclid par ddfaut, ct 
l’on pose 

r /•, 

X\= q iH- j avec x^ = — , 

/‘a 

de nidme, si 1 on designe par q> le plus grand enlier conLenu dans 
Jr,, et si Ton pose 

r > 9 

■ r a=7s+—> avec jr 3 =—; 

x i / 3 

on obtient par le remplacement de x, et x 2 dans 1’expression dcx 


X — <J o -f- 


X — (Jo -+■ 


+ —» 
«*2 




9 2 H-5 


et ainsi de suite. Mais le calcul des quotients q 0 , q^ q 2i . } 

revienL k l’opdration de la recherche du plus grand codiviseur de a 
et de b , on a, en gdndral, 


x p —i — q n -1 -+- — j 


avec 


a? - Cp=1 

x p - --— 

• n 
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L’op^ration se trouve necessairemenl limitde aprfes un norabre 
Pirn de divisions, on a amsi 

i 

x — q$ H- 


H-• 

On diL alors que Ton a d^veloppd x en fraction conLmue , les en¬ 
ters <jr 0 , q lf q 2 , , q n bont positifs et s’appellenL quotients in- 
complets, le premier peut £lre nul, mais Lous les a litres sont au 
moms egaux & 1 , el le dernier a 2 , car si l’on avait q n = 1 , on 
pourrait remplacer le quolienL pr^cddent q n ~i par (y w _|-i-i) 
On dit encore que les fractions 

J_ 1 1 

Vi’ q j ’ ’ q,i 

sonL les fractions int&granles, les nombres x lf x», , x„ sont 

les quotients complets. Les fractions continues successives for¬ 
ces de 1 , 2 , 3, . , n fractions int^grantes sont appel^es f 1 ac¬ 
tions convergentcs, mises sons la forme de fractions ordinaires, ce 
sont les r&duites successives On a d’ailleurs ce lh6or6ine 

Tout nombi e positif entiei on fractionnau e, est, d'une 
seule mani&re, egal a une fraction continue 

Considerons trois nombres quelconques positifs x, y, z , ranges 
par ordre de grandeur croissanle Si le premier quotient mcom- 
plet de x et de z est le inline, ce sera aussi le quotienL incomplet 
dey } on aura 

x — q 0 -h y = q 0 -t- — , z = q 0 -h — , 

' L 1 j\ z I 

et les quotients complets x {) y { , n, seront ranges par ordre de 
grandeur d^croissante De m6me, si x t eL z { onl le m6me quotient 
incomplet q { , ce sera celui d cy it et l’on aura 

r r r 

X\=q\~\-—i y i —q i -{ -, z\ — q\ -I- — , 

x<l y% -»S 

les quotients complets x 2) y 2 , Zo seront ranges par ordre de gran- 
deur croissante, et ainsi de suiLe; d’oCi r^sulte ce second thdo- 
r6me 
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Lorsque trois nombres positifs, ranges par ordre de gran¬ 
deur, sont d&veloppes en fractions continues, les premiers quo¬ 
tients incomplets qui sont communs aux deux fractions ex¬ 
tremes sont aussi les premiers quotients incomplets du no mb re 
inter midiair e } et les quotients qui compl&tcnt les t/ois frac¬ 
tions sont aussi ranges pai ordre de grandeur 

D’ailleurs, ces quotients coraplets sonL ranges dans Jc mflinc 
ordre de grandeur que les nombres donnYs (x,y> z), ou dans I’ordrc 
contraire, suivant que le nombre des quotients lnconiplcts com¬ 
muns est pair ou nnpan 

242 Calcul des rYduites — Les premieres reduitcs de x soul 

qo yu<7i +1 qoqiqi ■+■ q a+ yu 

j q\ qiq-i-'ri 

nous les designerons respectivement par 

,/o fl fi 
- 1 - ) — * - > 

So S i Si 

Ghacune des premieres rdduites peuL se former cn multiphanl 
les deux termes de la prYcYdente par le quotient mcompluL auquel 
on s’arrfile, et en ajoutant respectivement les deux piodmts ob- 
tenus aux deux termes de la fraction anlYprdcddente. Ainsi Ton a, 
pour les premieres valeurs de p, 

(|) ( fr—qp fn -1 + f/i-i > 

( Sp = qpgp-i-+- S/i-i 

On dYmontre que ces formules sont genuralcs et s’oppliqucnt 
pour toutes les valeurs de jo, en remplatan t 

q p pai q p+ _L . 

qj >-M 

Par consequent, les numerateurs et les dd nominate urs des 
reduites successwes sont des entierspositifs et croissants, nous 
dYmontrons plus loin que les reduites calculecs par ces formules 
sont des fractions irrYductibles. D’autre part, si I’on remplace le 
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quotient incomplet q P+ i par le quotient complet x p+i , on a, pour 
x, I’expression 

( 2 ) x — X/> f 1 ^ 1 . 

Xp-^xSp-^- Sp —1 

Pour les theories qui vont suivre, il est utile d’indiquer une 
forme spdciale du ddveloppemenl d'un nombre en fraction conti¬ 
nue. Puisque Le dernier quotient q„ (complet et incomplet) est 
plus grand que 1 , on peut le remplaoer par 

(Hn — 0 -+- y > 

ct augmenter ainsi le nombre des fractions mtdgrantes de la frac¬ 
tion continue. La valeur de la fracLion continue resle la mdme, 
inais on a introduiL une fiaction convergente intermediaire 

fn — fn — l 

9 

q n — q n — I 

cependanL, on doit observer que cetle transformation ne peuL 
s’efTecluer que pour le dernier quotient, complet et incomplet, et 
qu’on ne peut I’uppliquer aux aulres quotients incomplets Par 
*10110 : Le nombre des ft actions mtcgrantcs d’une fraction 
continue est, ci volonte, pair ou impair 


243. Difference de deux rdduites — La difference A de deux Tr¬ 
ibutes consdcutives a pour expression 


<Pou Pon tire 


fp <-i _ f_p _ <7/n-i //>-i 


fp gp 


f p+\ gp +1 



fp-iffp-i 
fp 8p 


h 

- J 

Sp 


par consequent, les differences A p et A p _, ont des numerateurs 
eganx et de signes contraircs, mats, pour les deux premieres rd- 
duites, ce numerateur est 1 , on a done 


( 1 ) f P -iffp-fpSp-i = (.-') p - 

En d’autres termes, la difference de deux rdduites consdeu- 
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Lives d’une fraction continue a pour numdiateui i, et pour 
ddnommateur leproduit des denominateurs des deux i eduites 
On a les egalitds 

— 1 — — = + 1 , 

h _jA_ 1 

g\ g\ g\gi 


fn fp-i __ , (- 0 ^-^ 

gp g p—\ gp—ig/) 

en ajoutant, on Lrouve 

_j_|_ + ( 

g/i go gog\ g\gi gp-igp 

An lieu de commencer 4 la premiere rdduite, on peul commen- 
cer a une reduite quelconque, on a done cette proposition • 

La difference de deux rdduites quelconques d’une faction 

continue est dgale & la sonime alteinde de fractions ddciois- 

santes dont les numdrateurs sont dgaux a i 
* 

244 Propri6t6s des r6duites — De la formule (i) du numero 
precedent, on deduit que tout codiviseur de f p el g p , on de f p 
et fp-i, ou encore de g p et de g p _ K divise ± i. Par consequent, 
on a cette proposition . 

Les rdduites d'une fraction continue sont irrdductibles, les 
numdrateurs, amsi que les ddnominateurs de deux i eduites 
consdcutives, sont premiers enti e eux. 

Plus g6neralemenl, considerons une reduite ( f p \ g p ) de rang 
quelconque, et ddsignons par x p le quotienL complet correspon- 
dant, nous avons, par la formule ( 2 ) du n° 242, en remplagant 
a 'P+ l P ar ( r p • r p+i)> 

x _ r p fp r p +1 fp-i 
r pgp-+- r p+-igp—d 

mais les deux termes de la valeur de x sont deux fonctions 
lindaires el homogenes de r p+i et de r p , dont le determinant des 
coefficients est dgal a ± 1 Done (n° 195) * 
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Si Von remplace un quotient incomp tel (Tune ridmte pai 
un quotient complet igal d une fraction in eductible, la ir- 
duite obtenue est in dductible 

Nous avons vu que loute reduite est egale & une somme allernde 
de fractions decroissantes; ll en est de mfirne de la dernidre, egale 
a x, d’oii il r^sulte que les rdduites de tang impair sont ciois- 
santes et ne surpassent pas la dermi/e; les leduites de rang 
pair sont decroissantes et ne sont pas plus pelites que la dei- 
mire. 


Si 1'on figure les rdduites par des longueurs porters sur une droitc a 
parlir d’un point fixe, on a une representation gdomdtuque tres simple 
des propridtds prdcddentes Nous pensons, avec Claude Bernard, que « la 
Science doit toujours expliquer le plus obscm et le plus complexe par 
le plus simple et le plus clair ». On dcmontre de la mdmc fagon que 
la somme des n premiers terraes d’une sdrie alternde dont les termes dd- 
croissent en valeur absolue jiisqu’d zdro a une limite finie et ddtcrmmde, 
comme la serie liarmoniquc alternde 



bien que la somme des termes positifs soit infime, ainsi que celle des 
termes ndgatifs Par le mdme proeddd, on ddmonlre encoie qu'une sdrie 
de cette nature, que Ton appellc senn-convergente, a pour limite un 
nombre quelconque, positif ou ndgatif, lorsque 1’on modifie convenablc- 
ment l’ordre des termes, ou s’approclie alternativement de deux nombres 
quelconq.ues, dans ce dernier cas, la somme, quoique fime, n’a pas de limite 
detci mi nee. 

24B Approximation des r6duites. — La difference enlre une re- 
duite quelconque et la valeur d’une fraction continue ne surpasse 
pas, en valeur absolue, la difference entre cette reduite el la sui- 
vanle. On a done, en valeur absolue, 

x fp ^ /f-h fp 

Sp S p- i-i S p ’ 

mais le second membre est une fraction dont le num6raleur est egal 
4 ± i etle ddnominatcur 6gal au produit g P g P +f Par consequent, 
la difference entre une fraction continue et l’une de ses reduites ne 
surpasse pas, en valeur absolue, une fraction ayant pour numera- 
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Lear l’unite, et pour denominaleur Ie produit da denominaleur de 
la reduite par celui de la suivanie. A fortiori, la valeur absolue 
de cette difference est plus petite qu’une fraction de numerateur i 
et dont le denominateur est dgal au cari’d du denominateur de la 
reduite 

Si une fj action quelconque approche plus eTune fraction 
continue qu’une i iduite ( f p : g p ) de / ang quelconque, ses deux 
tcrmes sont respectivcnient plus grands que ceux de la t iduite 
considdrie. 

En effet, cette fraction est necessairemenl comprise entre cette 
reduite et la prdcedente, par consequent, si nous la developpons 
en fraction continue, ses premiers quotients incomplets seront 
y 0 , q x , qn, . ., q p _i ; lc quotient qui la termine sera > q p , done 
ses deux termes sont plus grands que ceux de ( f p : g p ) 

On peut donner plusieurs autres expressions de la difference 
entre une fraction continue et ses reduites Posons 


Oil — X 


h 


et remplagous x par sa valem Lir6e de la formule ( 2 ) du n° 2-i2, il 
vient 

/.x 3 (— >V' ... j (— \)P+'T p + l 

( l ) O/J - y . tit On-1 - , 

gp ( x p+\8p -+- gp -\) gp -1 {&p+i gp -+- gp- 1 ) 

par suite, si nous ddsignons par 9 un nombre compns entre o et 1 , 


8,, = (-!)/> 


_0_ 

gf> 


et 8 y, 


g p— 1 
gpKpIri 


Op —1 


Nous allons cherchei la condition ndcessaire et suffisante pour 
qu’une fraction donnee (/: g) soit l’une des reduites du develop- 
pement d’un nombre x en fraction continue. Developpons la 
fraction ( f'.g ) en fraction continue, et designons par (p — 1 ) 
et p les indices des deux derni^res reduites. Pour que x admette 
la reduile ( f p \ g p )> il faut et il suffit que x soit compris entre 
cette reduite etla precedente; par suite, si, dans la valeur de 8 p , 
on suppose x p+] > 1 , on aura, en valeur absolue, 
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Eq particuher, cellc in<*galite esl v<5rifit$e, lorsque 



R&jiproqueinent, si Fiodgalitd (3) est vdrifiee, il en est de mdme 
de rin<§galil<§ ( 2 ), on Lire done de la formule ( 1 ) une valeur dc 
x p+ 1 , plus grande que 1 , on aura, par consequent, 



CependanL, si lc signe du second membre de I’mdgalild ( 2 ) 
n’^Lait pas le inline que celm du piemier, on augmenterait d’unc 
fraction mtifgranLe le ddveloppcment de (f : g), aiusi que nous 
I’avons explique au n° 242 

Done Pour qiVune fi action don nee (/: g) soit l'une des 
reduites d’un no mb re x ddveloppc en ft action continue, UJaut 
et il suffit que Von ait, en valeiu absolue, 


en designant par g p _\ et g p les denominate in s des deux der- 
indi es 1 edmtes du devcloppcnicnt de (/: g) en fraction continue 

246. Renversement des fractions continues. — Nous dirons que 
I’on renverse une fiaction continue loisque l’on £cnt tousses quo¬ 
tients incomplets dans l’ordre oppose au sens oidinaire. On a, par 
la I 01 de fonnation des reduites, 



ii Ton reinplace successivemcnl, dans les seconds membres, les 
tractions par d’autres ^qiuvalentcs, I’appJication ldp^tde de ces 
forinules donne 
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Par consequent, loiscjue Von remerse Vord/e des quotients 
mcomplets d'une fraction continue, la fi action continue i en- 
versee esl egale au quotient du numhateui de la de/nie/e 
/ dduitepar le numerateui de lapricedente, et Varanl-dei mdre 
rdduite de la fi action i enversde est egale au quotient des de no¬ 
minate un des deua dei met es rddiutes de la fraction donnec 


247 Addition des fractions continues. — Considdrons deux frat- 
lions continues 


f JL 

g n 


= ( J <H- - - 

71-+- 




4 =».+ - 

g,< *i 


plagons la seconde a la suite de Ja premiere en ajoutanl le premier 
quotient mcomplet s 0 de la seconde au dernier, q„, de la premiere, 
nous formons ainsi une fraction continue 


F»+/. 

Gh+/i 


— q o-t- 


i 

77+ 


I 


f7« -+- i- 


i 

s I -4- 


I 


dont le nombre des fractions mt^grantes est (/> / d), en considc- 

rant (^i + So) comme un seal quotient mcomplet Nous allons 
calculer les deux dernieres rdduites de cette fraction continue, an 
moyen des deux demises rdduites de chacune des fractions conti¬ 
nues donndes En effet, si l’on reraplace 

r 

C 1 ft P^ 1 ~\ -~ ? 

& u 

dans la loi de formation des r^duites (n° 242), on irouve 

^ = fng'p + fn—if pi 
^ n+i>= gaff], + gn-if ',,, 

d aiIleursF w+/ ,etG w+/ , soDt premiers entre eux, puisque la r^duito 
(f'p • gp) est irrdductible (n° 244) 

On pent supposer »,= o; alors les foramles prdeddentes, que 
nous appeUerons formates d'addition des ft actions continues, 
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peimetlent dc calculer les i-eduites d’une fraction continue, en la 
ddcomposant en deux ou pLusieurs fiactions continues succes- 
sives. 

248. Multiplication desfractions continues.— Elant donude une 
fraction continue, on peut la prolonger, aulant de fois qu’on veut 
par des fractions continues identiques & la premiere cl former des 
fractions que nous appellerons/?e/ lodiques. A.insi, la fraction sm- 
vanle contient trois pii lodes 


r ln 

Nous ferons observer que nous donnons icl une cerLainc exten¬ 
sion ala definition ordinaire des fractions penodiques, pour retro li¬ 
ver cedes que l’on consid^re habituellement, d suffit de supposei 
^o=o. Si la fraction contient h periodes, le nombre des frac¬ 
tions integrantes est egal a /i/?, rnSroe pour q a = o, car nous nc 
considerons pas < 70 ) comme un quotient incomplet. Si, dans 

les formulcs d’addilion, nous reinplagons n par /in, nous obte- 
nons 

, _ v ( ^ hn+p ~ gp i' hn f p ^hn— 11 

Q/tit+p = gp Q/111 “I - f p G’hn— 1 j 

p etant au moms egal & 1 En remplagant p par (h — i)/i +/i, 
nous obtenons les formules 

F/lil+p— —!)«+/< + ftl— 1 ^(/i—1JM-I-/JJ 

= g uG|/j-I)S+/|H" g It— l E(/2— \)H+P> 

II est preferable de se servir des formules ( 1 ) qui permeilenl de 
calculer separement les nnmerateurs et les denominateurs des r6- 
duites, de n en n ('), mais les formules ( 2 ) sontparfois utiles. Eu 

(’) Ges formulcs correspondent aux formules de SuirsoN dans la Tngonom<5- 
Lrie reclihgne 
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parUcuIier, nous ddmontrerons que I’on a celte propudtd des frac¬ 
tions continues pdriodiques 

E/< n f n 

&/in -1 gn-l 

En efiet, si l’on fait p = n dans la premidre des fonnules ( 2 ) el 
p = (n — 1 ) dans la seconde des fonnules ( 1 ), on obtient 

F(/i+l);i —fn G/^k- t - /"«—1 F/t/i— 1 1 
G(/t+i)K-i = git—i G hn ^~fn—\ G/j(i— 1 1 


d’ou l’on ddduit 

gn-l P[/iH),l AG,A,„ i-, =/„-,(*, t -l F A » -/«G/,„-i ) = 0 

En particular, nous avons les fonnules 

Fs« ~/n(gu -‘i-fn- t Ji Fi/i-i = fn-\ ~i~ J ngn-l> 

G in = gfi Jngn — 1) G s „_| = gn-\(g,i-\-Jn- 1) 


249. Fractions continues symdtriques. — Nous dirons qu’uue 
fraction continue esl symdtnque, lorsque lous ses quotients incom¬ 
plete 4 dgale distance des extremes sont egaux deux a deux. Soil 
done la fraction continue syinetnque 

?<H-'-; 


(7« -+-- 

I 

7,-h - 

7u 

Nous pouvons supposer q 0 > o, car, s’d en dlait autrement, nous 
remplacenons la fraction donnde par son inverse II rdsulle lnund- 
diateinent des rdsultats obtenus sur le renversement d’une fraction 
continue (n° 246), que gn — fn ~\, d’ailleurs, une fraction ne peul 
dtre ddveloppde que d’une seule manidreen fraction continue, par 
consequent si la // action continue (/„ : g n ) esl symdlnque, on 
a Vegahtd = gn, el rdciproquement. 

Mais la relation fondamentale 



0) 


fngn- 1— fn—lgn = I)“ 1 
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devienl, dans celle hypothdse, 

fngn-l = , 

done f n divise le second membre. Rdciproqueinent, si deux 
nombres fetgsont lels que f divise ( g 2 ± 1 ), la ft action (/: g ) 
est d&veloppable en ft action continue symeti ique. D’abord /el 
g sont ndcessairementpremiers enLre eux, converlissons (/: g ) en 
fraction conlinue, de telle sorie qne le nombre n des fractions inld- 
granles soil impair ou pair, smvant que / divise (^ 2 + i) on 
( g 2 — i), ddsignons par g 1 le quotient correspondanl, on aura 

fng'= —0"- l i 


mais, si Ton ddsigne par y„_, cL les deux lermes de 1’avanl- 
dernidre rdduile, on aura la relation (i), d’oii 1’on lire, par diCTd- 
lence avec la relation prdcddenLe, 

Jn (g — gn-l) — gn(git —/»-1 ) 

Mais/„ on /est preunei a g„, done /„ diviserait (g „— /„_,) qm 
esl plus petit que lui, on a done 

g gn— 1 Cl go. —/h— i) 

la derni&rc dgalitd exprnne la condition de symdlrie Ainsi, lorsquc 
/dmse ( g 2 + i), la fraction (/: g) est une fraction continue symd- 
trique contenant un nombre impair de fractions inlegrantes, et le 
nombre des quotients incomplets q 0 , q { , q n est pair, si J 
divise (g 2 — i), la fraction continue s;yradtrique, dgale 4 (/ I g), •» 
un nombre impair de quotients incomplets, et n est pair 
Lorsqu’une fraction conlinue est symdtrique, on peut calculer 
les deux demises rdduiLes, lorsque l’on connait les deux dernidres 
rdduites qui correspondent a la premiere moitid de son ddvelop- 
pement Considerous d’abord une fi action symSt/ ique paire, 
c’est-4-dire une fraction symdtrique contenant un nombre pair 
de quotients incomplets, et supposons n = 2 v i ; soil la fracLion 



i 
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ddsignoos par (/ v _, : " v _ ( ) el (/ v : g v ) les deux deinitres rdduites 
qui correspondent & la premiere moilid de la fraction continue, 
el par ^ v +i le quotient coinplet qui suit <y v , nous avons Lrouvd 

f n _ /v^v-n + /v—i 

8 H J V 4 - 1 + £v —1 

mais, d’aulrepan, jt V4 .i esl dgal & (/ v :/ v _i), on a done 

<0 , „ 

Puisque la liaction (/„ : esL sjmdtnque, on a/„_, = et 

I’on lire g „_, de la relalion 

/«/?■// -1 ~ fii-iffn = (— 0 " = (fvffv -1 —/v-l^v ) 2 i 


-/vfv+/v-lfv 1) 

Xlt—l = S V ^Tv-1 

Les formules (i) el (m) resolvent la question pioposde pour 
/i = av+ I, c’esl-^-dire pour le cas d’une fraction conLinue, qui 
esl symdlrique el paire. 

Si la fraclion conlinue esl syindlrique el linpaire, on pent 
J’dcrire sous la fomic 


on a ainsi 

<a) 


^=7.+ ' 

Xh q i 


7v-1 


xqy xqv-*r 


— j 

< 7 o 


en ajanl le soin de remplacer la fraction mLdgranle mddiane 

i i 

par — -f —, on oblienl alors, comine ci-dessus, en remplaeant 

29\l U (7y 1 f * 

■#v+i par ( i /’ v _| ifv)-, 


( 3 ) 


fn — 9 /v/v-1 j 

8 n — f')X'l — I + fi-lg'i ~ fn- \, 
§n— 1 = ? §') 8 v—1 


!2£)0. Sur les decompositions des nombres en carr£s. — Les rd- 
sultals prdeddents condiusenl a une ddmonstiaiion d’un thdordme 
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important que nous letrouverons dans une throne beaucoup plus 
g&idrale 

Tout divi&eur (Tune somme de deux can 6s piemiers entre 
caxest une somme de deux carves En effei, si yd 1 vise une somme 
<le deux carres premiers cnLre eux, f divise (n° 227) 1 ’expression 
{g 1 ■+- 0 Done, si Ton convertit (fig) on fraction conlinue, on 
oblicnL line fraction symdtrique paire, et l’on a 

/ = fiv+i =/*-*" /v-i • 

Plus particuberement, tout diviseur premier d’une somme de 
deux carrds est une somme de deux carr^s, mais ll ne faut pas 
en conclure que tout norabre premier soit une somme de deux 
caries Gar aucun nombie piemierp = 3 ( mod 4) ne pent etre 
la somme de deux cat vis entiers ou fractionnaivcs. En effet, si 
1 ’on avait 

iT" 7 2 

P — I, "+" — 7Z > 

J i y i 

le nombre p diviserait line somme de deux carrds et seraiL une 
somme de deux carrds entiers, ce qui est impossible puisque 
ceLLe somme est congrue & 1 011 £1 2 , et non & 3, pour le mo¬ 
dule 4 

Nous donnerons une aulre demonstration du lh£oi6me prece¬ 
dent, qui repose encore sur la theorie des fractions continues, 
mais ou l’on ne consid^ie pas les fractions s^metnques Plus ge- 
neralement, nous demonlrerons , d’apr£s une methode due £1 
M Heumite, les trois th£or6mes suivants Tout diviseur de la 
fonne quad/ atiqae (ci- -h kb-) est de la mime forme, loisque 
A = 1 , 2 , 3. 

En effet, ainsi que nous l’avons demontre (n° 227), ll suffit de 
considerer les diviseurs premiers de la forme ( x 2 -+- A) Supposons 
done, pour p premier, que l’on ait 

r 2 + 1 = 0 (mod p) , 

developpons en fraction continue la fraction (x \ p ), dans laquelle 
on peut supposer x<^^p Les denominateurs des reduites vonl 
en croissant, jusqu’A p ; designons par g n et g»+\ les deux d6no- 
minaleurs cons^cutifs clioisis de telle sorte que leuis carr^s com- 
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prennent le nombre p On a done 

( r f-y r ■ 

\P SnJ " l) 2 ’ 

ou bien 

(.Xgn—pfnY < ~r~ <P , 
ft «M 

eL en ajoulant kg' n clc pari el d’aulre, iL vienl 


(*■<?« P fn ) a +■ kffl < P + kgl 

Mais, en ddveloppant le premier meinbre, on voit que celui-ci 
est un inuliiple de p CeJa pose, supposons d’abord k =■ i , le 
second rueinbre ne peul dealer ip , par suite, Je premier meinbre, 
qui n’est pas nul et qui est un multiple de p, est piecisemenl egal 
a p , et I’on a 

(Xffn —pfnY + g}, =p 


Snpposons k = a , le second membie ne pent surpasser 3/;, on 
a done pour le premiet meinbre la valeur p ou ip, et par suite 
Tune ou l’autre dcs representations 


— Pfn) 2 +*ff? t =P, 




+ ffn =P 


Enfin, si A = 3, le premier meinbre sera dgal hp, ip ou 3/;, la 
seconde hypolli£se est impossible suivant le module l\, on a done 
Tune ou l’autre des decompositions 


( x sa pfn ) J + 3 g\ = p , 

J (— 7**)'+ n-r 


251 Multiplication des fractions continues sym6triques. — Dans 
le cas particulier des fractions continues syrndtriques, les for- 
mules de multiplication se simplifient 4 cause de f n _ { ■=. g n } ainsi 
Ton a, en remplagant n par hn, puisque la fraction restc symd- 
trique (n° 249), 

PaA/i = 2 F/ lw G/ t , t , 

Gshn = 2G -h(— l) nA_l = , 

Gj/tn-i = 1 G/ ln G/ t(t _i. 
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Posons, d’autie part, d’apids Je n° 249, 

_ f n P hn 

§ n— I L/, n _ 1 

on en dddml, par la relation fondarnentale, 



o 

7 

. = n- 

, -i- (— 

et, par suite, 

^ 2hn—i — 

Gihn = P 

fin-1 ■+■ A G^„_ 

Enfin, si l’on 

pose 




Xy-i-i = 

G(t 

Y - AC V 


on voit que les formnles precddentes donnenL 


X 


2 hn 



9 _ f 1 

Yihn \hn Y hn 


de telle sorte que Xo/^ cl Y 2 a« sonl rcspectivement la moyenne 
anlhmdtique et la moyenne harmonique de et de YPar ce 
procddd, on peut calculer les rdduites X^ en doublant continuel- 
Icment 1’indice, et obtenir ainsi X;>« M et Y 2 “,m sans calculer les 
fractions mlermediaires (Voir VAddition X) 


FRACTIONS CONTINUES GENERALISEES. 

252. Algorithme d’Euler. — Cumulants. — La notation des 
fractions continues est souvent incommode dans la pratique; ii est 
prdfdrable de se servir de l’algorithme d’EuLEii ('), afin de gdnd- 
raliser la thdorie etl’emploi des fractions continues ordinaires 
Prenons des nombres quelconques, positifs ou ndgatifs, entiers 
ou fractionnaires, 

?o, ^i) q 2) • i qm , 

et forunons une suite conunengant par o,i, que nous reprdscnte- 
rons par 

«. II Quj Qij Qsi j Q«, j 


(’) Euler, SoIuLiq problemalis anthmelici de inveniendo nume/o qui, pet 
datos numeios divisus, rehnquat data residua (Comm Ac Petrop , t VII, 
p 46) — De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo (Nov 
Comm Pehop., t XI, p a8) — Gauss, Disq Anthm , ri° 27 
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el de telle sorle que chaque terme se calcule successivemenL an 
mo)'en des deux precedents el du nombre q correspondant, par la 
Ioi de r^cuirence 

Q« = ^«Q/i—i “i - Q »-2 • 

On effeclue le calcul de la fagon suivanle, de gauche & droite, 


1 

1 

Qo 


I7i 

?3 


1 


7o 


(7o(7i< 72 + (7s + (7o 

(7sQ4 + Ql 


1 

Qo 

Qi 

Q* 

Q» 



Si les nombres q sonl enliers el positifs, Q w designe le rnimtha- 
teur de la fraction donl le developpement en fraclion conlinue 
donne les quotients inconiplets q$, , q„, mais, dans le hut 

de la simplification eL de la generalisation, nous ddsigncrons, avcc 
Kulcti, le nombre Q„ par le s_ymbole 

[ *7oi (7 11 (7s> i (7 a 1 > 

et nous duons que cettc expiession lepresenlc le cumulant ties 
(n + i) elements q a , q t , <y 2 , , q nf pris dans un ordre deter¬ 

mine Avec cette notation, la loi de recurrence s’ecrit 

[tfoitfn i <7«] = 7«[!7oj <7ij >7"-11 IS'oi ?7ii t(7n-*l 

Lorsque lous les elements sont egaux a i, le cumulant de n ele¬ 
ments est egal au Lerme u n+{ de la suite de Fibonacci Mais, plus 
generalement, en laissant aux elements du cumulant des valeurs 
arbitrages, on apergoit que tons ses lermes sonl dissemblables et 
ne peuvent se reduire entre eux, par suite Le nomb/c da 
lermes du cumulant de n Aliments quelconques est Agal au 
lei me u n+i de la suite de Fibonacci 

Au lieu de prendre poui valeurs initiales les nombres o et i, 
nous pouvons prendre les nombres i el o, tout en conservant la 
m£ine loi de formation, nous formons ainsi des nombres R dont 
les premieres valeurs sont 

Ro= o, R| = q\, 


1 , 0 , 


R* = s f ig f *+i, 
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On voit lmmtfdiatemeut que <y 0 n’entie pas dans les valeurs 
<lc R, d’aillems R 0 = o, R, = Pai consequent, ]es autres va- 
Icill's s’obtiennent avec les elementsdu cumulanl, en suppnmant^o 
On a done 

I (7s> »(7«] 

Considerons enfin line suite S ayant pom valeurs inniales 
S 0 = b et S| = a ; el calculons successivemenl les autres termes 
par la loi de formation 


S/i — (]n S/i—i -I- S, ( — j 

On apcrooil, par Je calcul des premiers lermes, comme pour 
les resles oblenns dans la recherche du plus grand codlvisenr de 
deuv nombres (n n 189), que Ton a, pour toute valeur de n, la 
formule 

S a — fi \ n -T- b Y n , 

dans lat|uelle X„ el Y„ nc contiennenl m a , m b. Si l’on fait < 7 = 1 , 
b — 0 , 011 a done 

Xu = [70, 91 ’ ’(/«]) 

el si J’on fail a = o et b = 1 , on a 

Yii-ftfi.gs, 1 <7n ]■ 

Par consequent, on a pour l’expression de S w+( , calculde par 
nunulants, en prenant pour valeurs miLiales S 0 et S,, deu\ 
nombrcs quelconques, b et o, 

S/, = a. [ <7oj <7i 1 > #«] + b [q u g 2 , i7«l 

D’ajlleurs, en supposant arbitraires tous les dldinenLs du cumu¬ 
lanl, ainsi que a et b , tous les Lermes de S w+1 sont dissemblables, 
el leur nonibre est £gal au tenne u„ + n de la suite de Fibonacci. 

253 Propri6t6s des cumulants. — Si l’on remplace, dans la 
derm^re formule du numdro prudent, b par v el a par q 0 , en 
prenant cj l9 . , q n pour Elements du cumulanl, on a 


(0 > !7«] — 7i> f(7i> 172' Qu] -+- [( 72 ) ^3) j <Jti\ 
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D’ailleurs, nous avons Irouvd plus haut la foimule 

(a) i ?«] = [?#i 7i' i ?«-i] ■+■ [ <J\i i<7«-2] 

Nous ddmontrerons d’abord celie proposition . Si Von change 
lous les signcs des n elements d' un cumulant, on mulliplie 
celui-ci par (— i) n En eflfet, celte propndtd a dvideunment lieu 
lorsque le cumulant se compose de 1 , 2 , 3, lermes. Suppo- 
sons qu’elle soit verifide pour les cumulants de (n — 2 ) et de 
(n — 1 ) dldments, la formule ( 2 ) nous montre qu’elle est encore 
vdrifide pour n dldments. Done la propndtd subsisle pour un 
nombre quelconque d’dldments du cumulant 

On a aussi la proposition suivante . Quelle* que soienl les va¬ 
le urs des dldments d'un cumulant, on a la 1 elation 

(3; [y 0 ,. 1*1 h ] [(7 1 ' »0ii-i] — [?o. -t<7»-i 1 [ f /i> >7«1 =(— 0" _l 

En eflet, lorsque les dldments du cumulant sont des nombres 
entiers et positifs, la fraction continue 


f/o ■+■ 


q 1 -1- 1 


qt 


esl dgale u la rdduite (n° 2i2 ) 


<ln 


fn r _ [?u q 1 , , y.. ] t 

gn L?i» 1 q h J 


ct nous avons trouvd la relation 


.fngn-\-fn-lg„ = (— l)"" 1 , 


mais la mdthode de raisonnement qui nous a perims d’dlablir cetle 
formule ne suppose pas que les nombres q n sont des critiers, ct la 
mdthode s’applique & des nombres quelconques, entiers on frac- 
tionnaires, positifs ou ndgatifs Par consequent, la relation pro- 
posde est ddmonlrde. 

Enfin, on a encore le thdordrae suivant Un cumulant ne 
change pas de valeur si Von renveise Voidre de ses dldments 
En d’autres termes, on a 1’dgahtd 


U) 


[q o> q i> 


q n] — [^/»j 
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En eflet, cette propudtd est vdrifide lorsque Je nombre n des 
dldments du cumulant est dgal i 1 , 2 ou3; snpposons-la vdrifide 
pour les cumulants de (n — 2 ) et de (n — 1 ) dldments Mais si 
l’on renverse, dans la formule ( 2 ), I’ordre des dldmenls qui sont 
supposes arbilraires, 011 a 

= ^0 f?") 7 «-1 > *]\ 1 F^nj 7«-i, j(7aJ> 

si I’on compaie celte formule avec la formule ( 1 ), on en ddduil 
munddiatement I’exactitude du Lheordme dnoncd 


254. Fractions continues gdndralisdes. — On a encore considdrd 
les fractions continues sous la forme generate 




I) I -i- flu 


n 1 


b\ H- 


b,i 


dans laquelle les a el les b sont des nombres quelconques, posilifs 


: galifs; on 

oblicnt pom 1 

les prciuidres iddiiiles 

f 0 - a 0l 


go = 1 1 

J\ ~ b\Jo 

-h a,, 

gi = b\, 

fs "= &./, 

+ ^a/ui 

1 

gi = b* g\ ■+■ a i got 

* J 

J n — bnfn ■ 

1 

1 -+- U/iJu-i 1 

3 

gn — b,i g n —1 + ting n-i 


On pourrait amsi Lirer f„ et g n sous forme de determinant, 
mais ll n’y a aucun avantage k cette transformation. On ddmonlre, 
comme pour les fractions continues ordinaires, quela loi deforma¬ 
tion des deux, termes des rddmtes est gdndrale La relation fonda- 
menlale devient 

fpgp- 1 —//-.^ = ( 1 tt\U i • ftp 1 

mais les idduites ne sont plus des fractions irrdductibles O 11 a 
encore la sdne alternde 


Li — I± — rtl _ ° 1 ai + ,l ' a '- 01 

gp go gogl gigi gift* 




a 1 s 


a 




gp-\gp 
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Enfin, oq peut remplacer ces fractions continues, au moyen de 
l’algonthme d’Ei/LEn, en posant 

b\ l)$ ft i ^3 

q o = «o, ?i= — > q* — ~~~ n 5 q* = —— j 

it | CM « | «J 


Exemple I — Ti ansformei cn fractions continues ordinaires les fi actions 


i 



a -+- - 
b 


i 


i 


c 


i 

of 


On trouve pour la premiere, 
mcomplets 

Cl , ( b -r 


en supposant b et c> i, les quotient 

i), i (c-i), 


et pour la seconrle, en supposant b, (c — i) et i, les quotients m- 
complets 

a, (c — i), i, (c — 2 ), i, (c/ — i) 

Exemple II — Calculei les i£duites suecessives de la fiaciion continue 
g£neralisi*c 


On trouve 

,f 1 2 . h 2 _ 2 f ,i h 

ffo 1 5 El ~ a ’ Ei ~ 3 ’ ‘ Ett ~ « +1 ‘ 

Exemple III — Galculer les r^duiles de la fraction continue 



On Irouve 

A _ 2 II = 1 A _ _i5 — i 

<?o i’ ^i 3’ Ei 7 ’ ’ En ~ a"" 1 " 1 — i ’ 

Remarque I — Lorsque i’on d^veloppe un nombre fiaetion- 
naire en fraction continue ordinaire, on prend constamment le 
quotient incomplet par d^faut, on pourrait prendre constamment 
le quotient incomplet par exc&s, et alors toutes les fractions lntt' 1 - 
grantes anraient — r pournum^rateur 
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Remarque 11. — On peat aussi prendre le quotient le plus 
approchd, soit pai ddfaut, soil par excds, et alors les fractions in- 
tdgrantes auront pour numdraleur, soit -f- i, soil —i, d’aprds lu 
suite des calculs 

Remarque III — Enfin, on peut encore ddvelopper un nombre 
fractionnaire en prenant alteinativement les quotients approchds 
par ddfaut et par exces. On oblient, dans ces diffdrenls cas, des 
fractions continues gdndrahsdes qui peuvent dire allies dans la so¬ 
lution de certaines questions (') 

255. Ddveloppement du cumulant d’dldments dgaux. — On pen I 
se proposer de ddvelopper le cumulant 

[r, x, x, , 

dont tous les dldments en nombre n sont dgaux a On trouve, 
pour les premieis ddveloppeinents, 

[x] =.j, 

[x, x] = x*-\- i, 

[x, x, x~\ = x 3 -\- i.x, 

[r, x, x, x \ = 3 r* -I- i , 

[ x, x, v, x, x ] = x a -\- (\ x 3 -+- 3 a , 

On voit ainsi que le cumulant de n dldments dgaux a x esL un 
pofyndme en x de degrd 11 , que nous ddsignerons par (f>,/(x) 

II ne contient que des termes dont les exposants sont de indine 
paritd, d’ailleurs le tableau des coefficients reprdsente le triangle 
arithmdLique dont les bgnes sontplacdes paralldlement k la diago¬ 
nal descendante On a ainsi 

(i) cp« =x>‘-\r G,\_ 1 ;27«— 2 -t- C£_ 3 a?«- c -i- 

on vdnfie facilement, a posteriori , 1’exactiLude de cette formule, 
par la loi de formation 


©n+i— ~t-<pn—i ct epo = i, 


( l ) Gauss, Disq arith , n° 177 
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en Lenant cornpte des propri^t^s fondamen tales du triangle arith- 
inelique (*). 

Consid^rontj la fraction continue p&nodique 



P’ 

le calcul de ses reduiles se d^duit facilement de ce qui prdc6de; en 
efTet, si l’on pose, d’apr£s la fornuile (i), 

l**; 'V n =p» — +i- , 

la r^duite de la fraction continue prec^dente, contenant n foit, lo 
nombre/j et (/i — i) fois le notnbre*/, a pour expression (»F„. 
et Ton supposeia = i. 

Les resultals pr 6 c£dents conduisent A des formules unpovlantcs 
pour led^veloppement des fonctions num^riques du second ordrc. 
Si I’ou consid^re la suite rdcurrente donn^e par la relation 

b n +1 — p LI n — (j U u ~ |, 

avec les conditions imtiales defimes par deux noinbrcs qucl- 
conques U 0 etU|,on d^duil linm^diatement (voir n" 179) 

( 3 ) U«+i= Ui»P„- 7U 0 ^„_, 

Exemple I — Ddmonliei I’ideouid 

n j = a « - G,i_, a«- * + G * a« ■-v _ 

II suffit de supposer/j = a, q = i, dans la formule(?), en sc repoi-tant a 
I txemple If, du nurndro precedent. 

Exemple II — Dt5monlrei la formule 



sin^ 63 f ° ,DQUleS (0 GL (2) corres P° ndeat ddveloppcmenls Lien c.mnus de 
et de cos/ii! smvant les puissances de cost, oblcuucs pour la premise fo,s 
par VitTE {Opera, Leyde, 1646, p. 295-399) 
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En pailiculier, pour/i = i eL q = r, on letrouvc la foimule (n° 86) 

ii i n 

- 4-h 4 -— - 

12 J J n (n — i) n -+-1 

INTERCALATION ET MEDIATION 

256 Intercalation des suites. — Soit line suite dc uombies 
quelconques, 

rt, b , t ; • , //, /j /, 

ddsignons par Sy, lenr soinrae, par Ny, leur nombic, par Ty, lem 
soratne altern^e (-f- a — b -f- ), el enfin par s = a + /, la sornmu 

des extremes Intercalons dans cliacun des (Ny,— i) inlervaJJes, 
formds par deux termes oonsecutifs, la sonune de ces lermes; nous 
formerons une autre suite 

ct, 4- b t b , b 4- c, , /, / 4~ /, 

ayant les m£mes lermes extremes el donl nous ddsignons Je 
nombre des lermes, leur sommc et leur somme alLern^e pm 
Nyj + |, Sy} + | etTyj + | 

On Lrouve ais^ment 

I N /i-t i — 2 N fi i, 

S /H-1 — iS /)-- s, 

T/,+ i = — S/i 4- s 

Prenons une premiere suite imtiale S 0 et foriuons successive- 
mentd’autres suites par le proc6d^ d’intercalalionquenousvenons 
d’employer. Remplagons successivement p par les nombres o, i, 
a, 3, , (/? — i), dans les deux premieres formules pr£c6dentes; 

ii vient 


N, = aN 0 —i, 

S i — 3 So 

— s -, 

N s = iil\| — i, 

S a = 3S, 


N s = aN 2 -i, 

S 3 = 3 S a 


' * 1 ? 

IN/j = aN/j-i — i, 

S !> = 3 Syj—] 

i — s 


Multiplrons respectivement les £galit6s obtenues pour ]\ pai 

2 s , 2 , 1 , 

E. L. — I 3o 
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et les £gaht£s obtenues pour S par 


3 />-*, , 3*, 3, i, 

faisons les sommes des ^galit^s oblenues, nous avons aiosi les for- 


mules 

/ N p = 

2/' (No — 0 + 1, 

(a) 

) s,= 

3 p So+ 3P_I 5. 


/ T, = - 

2 


Plus particuli^rement, si la suite mitiale se compose de deux 
terraes de soinme s , on a plus sunplement, 

N/j = i + 2 p , 

S/j = (i + 3 p) 

T/i — (. 3i*— i) ^ 

Exemple I — Calculei les six premieres suites quo Ton obticnt pai 
intercalations successives, en partant de i et i 

Exemple II. — D^montrei que les deux plus grands tcrmcs de la suite 
oblenue apr£s p intercalations sont 6gaux au terme u p+i , de la suite de 
Fibonacci, et que leurs rangs sont donnas par I’expression 


i -I- iP-* ± 


2 P-i — (—f)P 

3 


Exemple III. — On donne n nombres a 0 , b 0 , c 0 , . , h 0 , A 0 , l 0t on 

forme une premiere suite, ai,6j, c 1t , en rcmplapant chacun d’eux par 
la somme de Lous les autres, et ainsi consecutiveracnt, trou\ei l’cxpres- 
sion des termes de la suite d’indice p 
En ddsignant par s 0 la soinme des nombres donnas, I’un d’eux, c 0 par 
exemple, devient 


_ (n — t)p— (— t)p 


(— i)Pc 0 


(Ed Gollignon.) 


257. De la mediation. — Consid&rons 
posiLifs 


b 

— et 
a 


d' 

c ; 


deux fractions k termes 
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inLercalons entre ces deux nombres une fraction ayant pour nu- 
radrateur et pour denommateur la sorame des num^rateurs et des 
denommateurs des fractions donndes; nous obtenons une fraction 
que nous appellerons la m&dianle des deux premieres Lorsque 
les denominateurs a et c sont egaux & i, la mddiante devient la 
moj'enne arithm^tique, mais il n’en est pas de m^nae dans le cas 
general (n° 84) 

Amsi, par ce procede dit de mediation, dont on trouve de 
nombreuxcxemples dans les ouvrages d’ARcmMEOE et des g6om6tres 
de l’Inde, nous formons, avcc les deux fractions donndes, la suite 

b b -t- d d 

(i) — j - } -• 

a a-\- c c 

Posons ad — be = A, nous Lrouvons pour les differences 

d b __ A b -+- d b _ A d h ■+■ d _ A 

r a ~ tic* i/H-c a a (a -+- c) c a -+- c c ( a -+- c) 

Par consequent, si l’on intercale entre deux fractions quelcon- 
ques, a terraes posilifs, leur fracuon mediante, on oblient une 
suite (i) de trois fractions & termes positifs, rangdes par ordre de 
grandeui, et les differences de deux fractions consdculives ont le 
meme numerateur A Intercalons les deux mediantes dans les 
deux intervallcs de la suite (t), repetons le meme procede sur la 
suite obtenue et continuous dememe, nous formerons ainsi des 
suites de fractions i Lermes positifs, rangees par ordre de grandeur, 
et la difference de deux fractions consecutives a constamment A 
pour numerateur 

Redproqucment, si l’on a trois fractions consdcuLives 

b y d 

— ? — > — i 

axe 

telles que leurs differences successives aient un numerateur egal 
au numerateur de la difference des fractions extremes, la frac¬ 
tion (jr x) est la mediante des deux autres. En d’autres termes, 
si l’on a 

y b ad — be cl y _ ad — be 

x a ax ’ ex ex ’ 
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on en deduil 

z = a-+- c, y = b ■+■ d 


Heprenons la suite ( 1 ) et mtercalons les deux m^diantes 


7.b -+- d b -i-zd 

-et -: 

205 + c fl + 2C 


el Les odI pour mediante et pour difference 
3 (f?-hd) 3 A 

x - - - g£ - - - - — 

3(a-t-c) ( 2 rt -+■ c) (a -t- 2 c) J 


par consequent, dans les suites obtenues par les mddiantes succes- 
sives de deux fractions, une fraction quelconque est egale, mars 
non ldentique, a la mediante des deux fractions qm la compren- 
nent. 

Eu particulier, supposons A = i, alors les deux fractions don¬ 
ees sont lrreductibles, et il eu sera de ratoe de Loutes les frac¬ 
tions mediantes obtenues Oil a done ce thdor^me 


Si Von mtercale continueLLement les mddiantes de deux 
ft actions u riductibles et dont la difference a pour num&ra- 
tew Vunits, toutes les fractions obtenues sont m dductibles et 
ran gees dans chaque suite par ordi e de gi andeui, la difference 
dedeux fractions consicatives apour numirateui Vunite , toutc 
fi action est dgale h la midiante des deux fractions qui la 
compiennent. Enfin, les numiraleurs et les denonunateurs 
de deux fractions consecutives sont premiers entre eux. 


Pour determiner le liombre des fractions d’une suite de mt 5 - 
dianles, les sommes de ses num^rateurs, de ses denonunateurs on 
les sommes alternees, il suffit de se reporter aux formules du nu- 
mero precedent 

Consideions deux fractions continues dont les n premiers quo¬ 
tients lncomplets sont les monies et dans le m£rae ordre 


i 


i 


7i +- 
qi- 


-t- 


9 


b 

“ ! 
a 


P 

G 


r 


x 


q \-1 - 

9i -+- 


i 





U 

A 
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nous allons ddmontrer que la fraction mddiante de ces deux 
fractions peut s’obtenir en remplagant les restes (b a) et (d * c ) 
par leur m^diante En efifet, d^signons par (B w _ 2 A„_ 2 ) et 
• A,,^) les rdduites qui correspondent aux (n — a) et aux 
( n — r) premiers quotients incomplets, nous avons 

B _ (bya -4- ct) B„ _| + h B /( _; 

A {byi, -t- n) A h _] 4- b A /( _ 2 

D _ (d q,i -+- c) B /t _i + d B n -i 

^ {dg n -+- c) A„_| 4 - d A w _ 2 3 

cet. deux fractions ont pour medianle 

B + D _ £ b -+- d q„ -f- a -+- c J B^—i ■+■ b -+- tl B , t — 2 

A "t" B n—i -+- b -t- d A „_ 2 

On a done 


IM-_D 
A H— (j 


d’ailleurs, si les fractions i Lermes potuLifs ( b.a ) eL (d : c) nc 
surpassent pas i, leur medianle cst comprise entre o el i. 

258. Suites de Brooot. — Ces suites ont 6 l 6 considdr^es pour 
la premiere fois paf Brocot, dans un int^ressant opuscule sur les 
calculs de l’horlogene ('). Elies proviennent de Intercalation suc¬ 
cessive, par voie de mediation, des deux 1‘racLions ^ dansl’m- 

Lcrvalle desquelles sc trouvent tous les nombies commensurables 
positifs La premiere suite obtenue esl 

0 I r 

i ? I o’ 

en nous bornant aux nombres commensurables com pus enLre o 
et i, il nous suffit de conserver les deux premiers termes, pmsque 


?i 


tj « -i- 




it 4 “ 0 


(') Calcul des louages pat approximation, nouvelle methode, par Biiocot, 
horloger (Paris, 186a). 
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lesnombres comraensurables inverses des premiers se irouveraienl 
places, dans les suites successives, k £gale distance de la fraction j • 
Avec cetLe restriction, nous fornoons les suites 


o 1 

T 

0 I 1 • 

1 2 1 ’ 

0 I I 2 I 

i 3 2 3 i ’ 

0 I I 2 I 3 2 3 I 

t 4 4 5 2 5 3 4 i ’ 

0112I3 2 3I4352534 1 

154738 572758374 5 i’ 


Up u], uj, ul ul 

Nous allons ddmontrer que toutnombre commensurable & lermes 
posiLifs apparait dans l’une des suites et, par consequent, dans 
toutes les suivantes, nous avons ainsi deux probl£mes k r^soudre 
1 0 Determiner l’mdice de la suite et le rang du terme de cette suite 
qui contientun nombre donne (b\a) \ 2 0 Determiner la valeur d’un 
terme de rang donne n dans une suite [3^, d’indice donne 
En d’autres Lermes, supposons 



ll s’agiL . i° de calculer toutes les valeurs de n et de p qui corres¬ 
pondent k deux nombres donnes a et b posilifs et premiers entre 
eux, 2 0 de calculer la valeur de b el celle de a qui correspondent 
aux valeurs donnees n tip de deux entiers positifs 

Nous observerons d’abord, par la loi de formation des suites, 
que tout terme 11 * apparait dans toutes les series suivantes, etque, 
si p augmenLe d’une unitd, 1’indice 11 se trouve multiple par 2 , 
on a done, pour lout entier positif a, la formule 


Pi 

Pn 

P 3 

P* 

P* 



= u 


n 

P\ 
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par consequent, pour connaiLre les diverses places occupees par 
une fraction donnde, il suffit dc savoir le rang qu’elle occupe dans 
la suite, quand el 1 c apparait pour la premiere fois, ainsi que l’m- 
dice de cetLe suite 

Eq parLiculier, on a i*-{-=-|-, la fraction -j- appaiafl done, au 
rang ii — q.p~\ dans la suite d’indice p\ on retrouve ainsi le 
nombre N p = (i + 2 p~ { ) dcs lermes de la suite, il en rdsulte que 
Ton a toiijours /? ^ 2 P ~ l . 

En second lieu, on voit tout dc suite que le second terme u' q 


d’ 11 lie 


suite quelconque est 


ff’ 


par consequent, 


si, dans cette fonmile, nous reinplagons successivement a par 
les valours 1 , 2 , 3, . . (p — j), et<y paries valcurs coni piemen taires 
(p — 1), (p — ■>), ,2,1, nous obtenons 




..w- 1 _ 1 


ti 


w- 1 
/» 


r 

1 


Ainsi, on pent ccilcalci direcLemenL la suite d’indicep, sans 
calcalcr les suites precedentes, en 6 cnvanl les inverses desnom- 
bres on tiers 


i 1 1 

“ J —- 9 ’ *" 9 

P P—' P-* 


I 

J 


eten lnlercalanl dans les mlervalles successifs, par mediation, des 
niddiantes en nombres 


0, i, 3 , 5 , , (2i'- s —1) 

Pour determiner les indices qui correspondent a la premniie 
apparition d’une fraction (b : a) comprise entre o el 1, nous la 
d^velopperons en fraction continue ordinaire. Soit done 


H-1 

qn 






q «- 
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’ */// dYsignaut ties entiers positifs, avec la condition 

q n > i 

On a done 

7 i-i-' « 

dans la sYne d’mdice (< 7 i H- i), les deux fractions qm comprennenL 
(b\a) sont consYcutives, puisqu’elles ont pour rangs n = i cl 
n = i, par consequent, puisque, dans la succession des suites, 
Loutes les fractions sont rangeespar ordre do grandeur croissantc, 
cette fraction ne pouira se trouver pour la premiere fois que dans 
une suite uIL^neure, et comprise enlre les deux fractions extremes 
des megaliths pr^cedentes Gela posY, intcrcalons les medianlcs 
enlre les fiactions continues 


ces deux fractions ont les mdmes quotients lncoinplcis, on pent 
done faire cette operation surles fractions j cL J, faisons rj 2 inter¬ 
calations successives par mediation, ia fraction qm precede™ la 
derm£re des deux pr^dentes (i : q s ) sera 


( J \-i-, 

mais (i :q t ) aura pour rang a?, dans Ja sene d’indicc (r/, -f- y a ). 
Par couadquem, la fract.on (y, + J.) apparaU p0Ml . U pi . umi . l , 0 

fo.s dans la sdr.e ayant pour ,ndice (y, + y,) au rang , 

elle apparail done dans la suivante au rang •>'/■+ 1 _ a ; si I’on 

remplace q 2 par (q 2 - h.), on voit que la fraction 


<J\ 


j 


?s + i 


apparaiL, pour la premise fois, dans lassie d’indicc (n. + a, 4- 0 
au rang ' 7 1 ~ / 


273+1— t 
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On a ensuiLc 

i 


i 


o 

i H- 

I 



b 

a 


i 


Vi + 


i 


i 

7s H— j 
i 


i7* 


dans Jn sdrie d’indice (7i i), let. denv fractions qui com- 

prennent ^ sont consdcutivcs et ont pour rangs 1 ct 2 , en rcpdtant 
le nidme laisonnement, on voit done que 


'/<+ -; 

appaiail, pour Ja premiere fois, dant. la suite [3 qui a pour indice 
(71 + 7 j+ 73) et au rang n = 2^(2^— 1) + r 

II est facile de conlinuer I’applicalion de la mdlliode prdeddente 
el d’en dddmre ce tlidoremc . Si /’on clengnepen 7,, 70, 73, . , 

7,2 les quotients incomplets d’une ft action compriseenti eoet 1, 
celte fraction appai aft, pour la pi enubre fois, sous forme a /v 5 - 
ductible, dans la suite de Jhocot dont I’indice est tgal a la 
somme des quotients incomplets, et le rang qu'elle occupe aprrs 
7 dans cette suite a pour expiession le cumulant 

(— l)"- 1 [l,— >7 1,— a7i, . , ( — I ) n-i 27h ] 

La premiere pariie de ce llidordine a eld enonede par Halphen, 
mais ddinonlrde d’une autre manidre (*) On a cette autre propo¬ 
sition : La suite de Brocot d’indice p se compose de toutes les 
fractions irreductibles, comprises entie 0 et 1, dont la somme 
des quotients incomplets de leur dtveloppcment en fraction con¬ 
tinue 01 dinaire, ne surpasse pas I’indice p de la suite. 

Dans la suite ( 3 ^,, les Lermes u n p de lang n impair reprdsenlenl 
les fractions mddiantes de la suiLe ( 3 ^ On a done encore cc 
iheordme Les fi actions irr&duclibles, comprises entie 0 ct 1, et 
dont le dSveloppement en fraction continue ordinal/e donne 
une somme de quotients incomplets egale d p, sont en nombre 
xP~ i 


(') Halpdfn, Sur des suites de //actions analogues a la suite de Faiiey 
(Bull Soc math, l V, p 170, Pans, 1877) 
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Enfm, la somme des quotients lncomplets d\inefraclion(^ 
comprise entreo et i, r^duite cn fraction continue no pent snr- 
passer p Par consequent. Dans La suite de Bioeot de rang p, 
on t/ouce, pour la premise Jois, loutes Les fractions irrcduc- 
tibles dedenonunaleurp, cesfractionsy so/u cn nombre <p (p), 
indicateur de p, dans cette suite et dans les smeantes 


259. Suites de Farey — On peut encore se proposer tic ranger 
sunanl 1’ordre de grandeui croissanLe toutes les fractions irmlue- 
libles donl le d&aominateur ne surpasse pas un nombre donno , on 
obtient des suites consid<3r<$es par Fahey ( j ), qui a dnonce lo i Inju¬ 
re roe sinvant 


Si Von range par 01 die de giandeur tonics tes fractions 
uieduct idles, coinpuses enlie o et i, el dont le denominatnm 
ne surpasse pas un nombi e donnd, chacunc dc cos fractions 
esl la mediante des deux fractions qui la compi ennent 

Nous appellerons suite de Faiey d’indice p la suite ortlonnoe 
des fractions n-rdduclibles, comprises enlre o cl i, dont les ddnuini- 
naleurs sont tons les entiers qui nesurpassenl pas }> Nous aliens 
montrer comment on peut former directemenl cello suite cl deter¬ 
miner le nombre de se, termes. Considdrons In suite des fractions 


1 P p i p — 'i ' V ^ 

inlercaloos entre ebacune d’elles la nnld.ante, aulam do lm, 
nous lepourrons, mats en nWranlquelca fractions dontlc dduo- 

nir r« De S “ rp ? e pasp; n0US r ° rmons a,nsl »»« i»oo..i- 
' T , B ,“ 0C0 7’ d ° 0t P ro P r ^^ s Pondameniales subs,stunt, 
ou es les fractions obtenues sont irrdduclibles, ranges 

discus ScT^ 1 " ’ Ch | C “ ne ^ fraCtl0ns est 4 6“ le J mddiunlo 

Uonfcon I ,U ‘ 13 C0 “P r “ aaat . Ia d.ffdrcncededoux frac- 

cutifs ou den/fu” P0U1 num ^ rateur 1 . deu * nnmdratcura const;- 
cut,Is, ou dear ddnommateurs sont prem.ers entve etn 


le Bullelm de In VuKUpTihmMh, u " P eu ditKrciite par Riuaydnus 

Caucus «s«M,ta«/u ? us(P ar , s , l8l B), c l dSmcmlrS pe u cpri, p„r 
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On peul d’ailleurs simplifier le calcul prdcddent en se bornant 
k ^intercalation des fractions jusqu’ik i, on obtient les aulres en 
reLranchant les premieres de i 

Pour determiner le nombre des termes de la suite de Farey 
d’indice p, on observe que ceLte suite se compose de toutes les 
fractions irrdductjbles, ayant pour ddnominateurs i, 2, 3 , . , p , 

par consequent, en tenant compte des fractions extremes “ el on 
a ce thdor^me . 

Le nombre des fractions de La suite de Faiey de rang p esl 
6 gal d 1 augment& de la somme des indicateurs des p premia s 
nomb/es, c’esl-ik-dire a 

rP 

l + <p(l) + cp( 2 )-+- + <p(>) = IH- / cp (p) 

Si l’on reLranche ce nombre du nombre des termes de ia suite 
correspondante de Brocot, on en ddduit encore cette proposition ' 
Les fractions irrdductibles comprises entre 0 et 1, dont le ddno- 
minateur surpasse />, mais dont la somme des quotients mcomplels 
dans le ddveloppemenL en fraction continue ne surpasse pas p, 
sont en nombre 



Enfin, on peul encore considdrer des smLes analogues a celles 
de Farey 5 on peut ainsi astremdre les numdrateurs a la condition 
dene pas ddpasser un certain nombre donnd 

Exemple I — Former la suite de Farey, d'indice 7 — On trouve 



M Sylvester vie nl de publicr plusieurs Mdmoires foit intdressants sui 
la Partition des nombies et sur les suites de Farey, nous y reviendrons 
ultdi leurcment 


SUR L’EQUATION IND&TERMINEE ax-y by ~c 

260 . Objet de l’analyse inddterminde du premier degrd. — On 
sait que tout systdme de n Equations du premier degrd, & n incon- 
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nues, donne un systdme unique de solutions, lorsque le determi¬ 
nant A des coefficients n’est pas mil; mais, lorsque A est nul, le 
■.ystdme est impossible on inddtermind. Dans ce dernier cas, le 
nombre des equations distmetes surpasse celm des inconnues d un 
entier que l’on appelle l'ordre de Pinddtermination ; alors on pent 
se proposer de ne rechercher que les valeurs entieres des incon¬ 
nues. Nous supposerons, dans ce qui suit, que les coefficients des 
inconnues et les lermes connus sont to us entiers, car s ll en etait 
jutrement ll suffirait de multiplier les deux meinbres de chaque 
equation par le plus petit comultiple des denoinmatcurs, dans les 
constanles rdduiLes & lenr plus simple expression. \2 Analyse Hi¬ 
de lei nunee da premier degr 6 a done pour objet de rechercher 
les solutions entires d’un systdme inddtermind d’equalions du pre¬ 
mier degre et a constanles entieres 

Considerons une ou plusieurs equations de la forme 

ii) a x -+- by cz -+- — n , 

tout codiviseur des coefficients a, b, c, ... divise necessairemcnt 
/?, si les inconnues sont entities Par consequent, pour qu’un sys- 
Leme indetermine soil possible, ii fanL d’abord que, pour chaque 
equation, le plus grand codiviseur des coefficients divide 1c lermc 
eonnu; par suite, on peul supposer ces coefficients premiers en Ire 
eux D’ailleurs, on doit observer que cette simplification ne mo- 
difie m le signe des inconnues, ni le nombre des syst&mes de so¬ 
lutions. 

Pour abreger le langage, nous appellerons systeme minimum 
tout systeme de solutions entires pour lequella somme des carrds 
des inconnues est la plus petite possible, et systdme positif tout 
systdme de solutions entities pour lequel ii n’y a aucune mconnue 
negative 

Enfin, nous appellerons syst&me nigatif, tout syst&me oil l’unc 
an moms des inconnues a une valeur negative 

261 . Sur la partition des nom.bres. — Lorsqu’il ne s’agit que 
d une seule dquation, on peut supposer n non ndgauf, car s’il en 
etait autrement on changerait les signes des deux membres On 
peul aussi supposer positifs les coefficients des inconnues, car si un 
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coefficient etait n£gatif, on changerait le signe de l’inconnue cor- 
lespondanle 

La lecbercbe de tousles syst^mes positifs de liquation (i), donl 
Les constantes sont enti&res et positives, constilue un probl^me qui 
rentre dans la Partition des nombres Comme Euler I’a montr£, 
ce probime revient h litude du d^veloppement de 

i 

ordonne suivant les exposants croissants de £. Eq efiel, en suppo- 
sant £ <; i, on a 

=! + $« + +R«, 

— yjj, — n- V‘ + \' b + + \ yb ■+■ + Ua. 

Y^j c = l + \ c -+- S IC -+- +R c , 


sl l’ou muluplie membre a membre, on obtient une expression de 
la forme 

i + Ai \ -+- Aa 5* ■+■ -+- . + R/i, 

dans laquelle A„ est pr6cis6ment dgalau nombre des syst&mes po- 
sitjfs de liquation (i). Les nombres a, £>, c, ... dtant donnas, et 
premiers entre eux, le coefficient A« est une fonction de n que 
nous d£signcrons par w(n) 

262 Resolution de liquation & deux inconnues. —Soit liqua¬ 
tion 

(i) ax-h by = c, 

dans laquelle n&us supposerons a et b positifs et premiers entre 
eux, etc non n^gatif. Le cas de a = i, ou de b = i, peut se traiter 
directemenl, mais ll rentre dans la tb£orie g^n^rale comme celui 
de c = o. Soit done a > b > i On tire de liquation donn^e 


ax — c =— by. 
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hi Ton remplace x par les valeurs 

o, i, 1 , {/> — r). 

on forme une progression anthm^tique de raison rt, et, puisque a 
el b sont premiers entre eux, on Irouvera une valeur x l de x et une 
ucule, telle que o <^x'<^b, pourlaquelle on aura 

a x’ -+- by' = c, 

y' d^signant un entier positif, nul ou n^gatif On determine amsi 
une solution ( x', y ! ) pour Jaquelle x 1 a la plus petite valeur pos¬ 
sible, entitle et non ndgaLive 

Ajnsi l’dquation (1) est toujours po'ssible et, d’une premiere so¬ 
lution quelconque [x 0 , yo), on deduit loutes les autres paries for- 
m Liles 

x = sr 0 -h bt, y=y 0 — at, 

L ddsignaut un entier quelconque 

Pour Irouver une premiere solution de l’dquation (1), on dd- 
veloppe (a'.b)en fraction continue; si l’on d^signe par (a; ( 3 ) 
la reduite de rang (n — 1), qui prdc^de lmmediatement ( a : b) : 
on a 

a p — ba. = ( —1)», 

d’oii la solution 


a?o = (—i) n cp, yo = — (— i) n ca 

Lorsque les coefficients a et b ne sont pas tr6s grands, on peuL 
encore calculer une premiere solution au moyen du thdorkme de 
Fermat, si b est premier, et au moyen du th6or6me d’EoLER, si b 
est compost, avec les perfectionnements que nous avons indiqu6s 
au n° 232 En effet, on a, pour a et b premiers entre eux, 

aty i (mod b), 

et si I’on pose 

cc Q = ca [ p£*J— 1 , 

l’expression (c — ax 0 ) est divisible par b 

263 Syst&mesminimums — On a, pour la somme des carr^s des 
inconnues, 

x s-+-ys=(x 0 -+-bt)*+(yt — aty, 
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d^signons par t la valeur de L qui correspond au minimum, on 
trouve 

_ ayp— bx n 
a'--yb* ’ 


et en remplagantla solution (^ojJKo) par celle quel’on d^dmtdes 
fractions continues, on a 


X = { — 


ax -+ b p 
a t -+- 6 s 


Pour que x soit entier, ll fant ct ll suffit que (« J + b a ) divise c, 
attendu que (aa + 6 ( 3 ) et ( aa-\-bb) sont premiers entre eux, 
comme fonctions lineaires <Je a et de b dont le determinant des 
coefficients est £gal a ± i (n° 195 ). On a, dans ce cas, le syst^me 
minimum unique 

ac be 

J ~ «a_4- ft' y = a*-h b *’ 


Lorsque x n’est pas entier, ll est compns entre deux nombres 
eutiers cons£cutifs l K et t 2 = t { -+- i , si 1’on d£signe par p, et — p a 
les resles correspondants, on obtient les deux syst6mes 

b i )a 1 = ac — b p ( , (a s -t- b i )x i = ac -+- b p s , 

(a s -4- 6 s )jki = be 4- apt, (a s -t- b*)y« = be — ap s 

Lorsque p, = p 2 = j (a* 4- b J ), on obtienL deux syst6mes mini- 
mums, pour qu’il en soit amsi, ll faut et ll suffit que a et b soient 
impairs et que c soit un multiple impair de 4(# 3 + 6 2 ). Mais, si 
p t et p s sont difF£rents, on n’obtient qu’un syst^me minimum qui 
correspond au plus petit des nombres p, 011 p 2 . 

On peut 1 eprdsentci les systemes dc solutions, sur un plan, au moyen d’un 
systfime d’axes iectangulancs,iitoute solution correspond un pomtdecooi- 
donn^es (x,y) On voit imm^diaiement que les points qui correspondent 
i toutes les solutions sont des points £quidistants sur unc droite AB d£tei- 
minee pai OA = (c a)eiOB=(c.6 ) 

Les coordonnees du pied P de la perpendiculairc abaissdcde 1 ’origme 0 
sur la droite AB sont positives ct £gales a 

ac be 

a*-hb*' 

Lc systiimc minimum, en nombres cntiers ou fiactionnaires, correspond 
au pied P de celle perpendiculairc On observera d’ailleurs que la mdthode 
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de=i fractions continues donne la solution (a?0)JKo)t en moindrcs noinbies, 
qui rapproclic le plus de —c’cst-ii-dii e qui s’dloigne Ic plus du sys- 
luiie minimum 

Celle figui ation geomdtriquemontre encore lmin^dia lenient quo le nombre 
diw sjstemcs positifs est dgal au quotient approchd, pm ddfaut on pm 
e\ces, de c par ab, que le nombre des sysl£mes positds diminuc de i, j, 
J . q, lorsqu’on diminue c de ab, iab, Sab, .. , qab , enfin, quc I’cqun- 
1 10n proposee ne peut a\oir plus d’une solution ea nombrcs non n^gatifs, 
lorsque I’on a c <,ab 


1264 - Th6or6mes de Faoli et de Ces&ro< — Pour determiner le 
nombre ra(c) des syst^mes posiLifs de liquation 

0 • flr + by = c, 

nous consid&rerons, en premier lieu, liquation 

,J I l-hp=g, 

dans Jaquelle ). el p. sont les mconnues, alors le nombre des sys- 
lemes positifs est 6gal 4 (^ + i) Gonsid^rons, en second lieu, 

I equation 


i i. 


a t -h by = /, 


' designantun entier non ndgalif < Puisque toules les valours 
enueres des mcoanues dounent pour ax et by des progressions 
■iiillimetiques de raisons ± ab, il ne peut ouster plus d’un sys- 
teine posilif Dds.gnons, pour J’dquauon (3), par x' la plus petite 
laleur entiire et non negative dea, et par/ la valeur correspon- 
daale de y qu, peut dtre positive, nulle ou negative Sir n'osl 
pas < o, dquation (3) posside un systime positif, alors 

J [ GSt lun lles aombres o, i, a, , (b — 2), (b - i), 

^ u °) r i 2 ) .,(a — 2), (a — 1) 

Sitif,"alors' °° * y ' < °’ l ’ 4q “ l,0n (3) n ’ admet oucun po- 


Jr' est I'un 

—y 


des nomb 
» 


■ea o, 1 , 2 , 

1, 2, 3 , 


,(t>~2),(b- l ), 

»(«-I) 
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Considerons maintenant le cas general, et designons par q et 
par r l’entier el le reste non negatif de c par ah Posons 

(4) a? = x'-hlb, y=y-hna, 

liquation (i) devient 

(2) X + p=gr 

Pour que les valeurs de x et de y fourmes par les formules (4) 
ne soienl pas negatives, il Taut et il suffit qu’il en soit de m^me de 
X et de p lorsque o, raais si l’oo a y 1 <C o, il faut supposer 
p > o Ainsi la recherche des systdmes positifs de liquation (i) 
revient, pai les formules (4), a la recherche dusysteme positif dc 
liquation (3). En modifiant un dnonce de Paoli, on a la proposi¬ 
tion suivante : 

ThGoreme. — Le nonibre des systkm.espositifs de VEquation 
ax -+- by = c 

est kgal ci l''cutter q de c par ab , on «(</-(- l), suivant que 
l'equation 

ax + by = c — (jab = ; 

est impossible, on possible } en entie/s non nkgatifs 

Plus g^nrralement, si l’on d^signe par c et c 1 deux nombres non 
n^gatifs donl la difference soit egale ft mab, on a la formule 

Tji(c) — ra(c') — m, 

pour c'= r> on retrouve le theor6me precedent 

Il reste done 4 determiner le nombre m(r) egal ft o ou ft i, en 
supposant o /*<C ab. On observera d’abord que 

7u(r) = i 

Jorsque / est nul, ou divisible par a, ou divisible par b, alors 
Time des inconnues est nulle.On observera ensuite que 

n(r) = o, 

si / non divisible par a ou par b est plus petitque (a + 6), puisque 
E L - I 3 i 
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x elj soot au moms 6gaux 4 i Pour les autres cas, consid^rons 
deux valenrs / el i J dont la sorame soit £gale 4 ab, nous allons 
d£montrer que Von a 

rs(r) -4- rs(r') = i ou =1, 

siiH'cint que r est, ou n'est pas, divisible pat' Cun des coef¬ 
ficients II suffit dvidemment de supposer 7'non divisible par l’un 
des coefficients, altendu que de I’ 6 galit 4 

r -t- /' = ab 


ll i&>uUe que r et /' sont en rngme temps divisibles ou non divi- 
sibles par a ou par b. 

Soit raj(r) = i; alors on a 

o < a?'< b, o < j r < a, 

el la seconde Equation peut s’ 4 crire 

a(x-hx') -T- b(y y') = ab\ 

le nombre (x + x 1 ) qui n’est pas mil, divisantfc, estau moms egal 
a 6, de m 4 me (y + y 1 ') est au moms £gal 4 a et le premier mombre 
seiail plus grand que le second Au contraire, si vs(r) = o, on u 
/<o, et Ton obtient pour la seconde Equation le syst 4 me positif 

x = b-x', y=-y'. 

Plus g£n 4 ialement, si l’on d^signe par c et c 1 deux nombres non 
n^galifs de somme nab, on a 

ra(c) + w(c') — n-hi OU = n, 

smvant que c est ou n’est.pas divisible par Tun des coefficients 

Pour determiner si ra(r) est o ou i, en supposant 0^7-<^ ab, 
on peut employer un proc 4 d<$ direct, en formant tous les nombres 
de la forme (ax -hby), qm ne surpassent pas i ab. Si l’on suppose 
d abord r divisible par l’un des coefficents, on toil que lesentiers 
r divisibles par a, compns entre o el ab, sont en nombre (b — i) 
de nuirae les entiers r divisibles par b sont en nombre (a-,)’, 

, o estle seul nombre divisible a la fo.s par a et par 6; done! 
le nombre de ces valenrs de r pour lesquelles r est divisible par 
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1 un des coefficients est (r/ -f- b — 1) Les auLres sont en nom bre 
ab-a — b-v- r ou (a — i)(i — i), 
par consequent, il y a 

I(a — i)(b — i) 

valours de i pour lesquelles ro(/) = o. Ce theor^me a ete enonce, 
mats demontre autiement, par Cesaro ( 1 ). 

On a, par suite, ]a formule 

tb(o) + ra(i) + ro(2) + -+- w(ab — r) = ab — \ (a — i) (b — i), 

et, plus generalement, 

tu(o) -h Tn(i) tu(i) -f- -+- rs(qab — l) = ^ (qab -+■ a -+- b — i) 

Mais il restait h trouver la valeur de lorsque est donne 

Si l’on se reporle & la consideration des sysLemes minimums, et 
si I’on designe par —1— pi le reste positif minimum et par — p a le 
teste negatif maximum de la division de 

(— \) n ~Haa -+- 6(3)/ pai a 2 -I- 6 s , 


on liouve, pour ces sysLemes minimums, 


x % = 


ar — ip, 
a 2 -+- 6* ’ 


hr -t- ap t 
a 2 -hb 2 ’ 



ar-hbpi 
a 2 -t-b 2 * 
br — apt 
a 2 -+- 6 s 


Un seul de ces systeraes peut fitre positif, done . 

Th£oreme. — Pom que Vequation 
ax -+- by = r 

soit possible en nombres enticrs non ndgatifs, il faut et il suf- 
Jit que Van des nombres (ar — 6p f ), (b/ — «p 2 ) ne soit pas n 6 - 
gatif, ou que lem prodint ne soit pas positif. 

Les formules precedentes donnent d’ailleurs les deux sysLemes 
mini mums 


(>) CesarOj Sui diveises questions d’Aiithrnctique (Soc roy , Liege, i883) 
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Exemple I — R6soudre I’equatioa 

35a; -+- ny = 201 

On a 


a — 35 , 

b = 24, 

r = 201, 

a = 16, 

II 

GO. 

n = 3 , 

= — 

92 et 

Pi= 68, 


d’ou l’on tire le systdme posilit 

x= 3 , y = 4 

Exemple // — Le nombrc toial des sysL^mes positifs des n Equations 
x -+■ 2jK = n — l, ix-i-3y=n — 2 , , -+- (ti-h i)/ = o 

esL 4gal & n 

265 . Sommes de fractions simples. —On appelle// action simple 
toate fraction dont le d^nominateur est une puissance quelconque 
d’un nombre premier a et dont le num^rateur est compns entre o 
el a. Consid^rons d’abord une somme de fractions simples dont 
les d^nonunateurs sont des puissances diflferentes de a, soit, par 
exemple, la somme 

x \ , , i x a. 

a a a ct —! a ’ 

dans laquelle X \, x^ . , x a sont des enLiers positifs plus petits 
que a, en supposant que x x ne soil pas nul On a 

x _ X\ -+- ax 2 4- a a a? 3 -f- -i -a*—'x a 
a°-~ a* ’ 


ceLte fiactLon est lrr^ductible, puisque ancdivise pas a:,. Par con¬ 
sequent, la somme de fractions simples, ayant pour d^nominaleurs 
des puissances diflferentes d’un m£me nombre premier a, est une 
fraction lrr^ductible dont le d^nominateur est 6gal au plus grand 
denommateur de cesfractions 

Considerons une somme de fractions simples dont les d^nomi- 
naLeurs soot des puissances diff^rentes de deux nombres premiers 
a et 6, en d^signant par a et (3 les plus grands exposants de a et 
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de b dans les denominateurs, cette somme sera, d’apr^s ce qui pre¬ 
cede, 

x_ y _xb?-hya a ' 
a a iP a“6P ’ 

la fraction qui represente cetle somme est meductible, puisque a 
premier a x et a b diviserait xbP. Par suite, on a ce ih^orfeme ge¬ 
neral 

La somme de fractions simples dont les denominateurs sont 
inegaux deux ci deux est une fraction n reductible dont le d&- 
nomuiateui est egal auproduit des plus hautes puissances des 
nombres p/emiers contenues dans les denominates s. 

Rdciproquement, si deux sommes de fractions simples, dans 
cliacune dcsquellesles denominateurssontmigaux deux a deux, 
sont dgales, elles sont identiques. En effet, les deux sommes sont 
des fractions irr^ductibles egales, par consequent, les denomina- 
teurs sont egaux et composes des memes facteurs premiers, de 
plus, dans chacune des deux sommes, les plus grands exposants 
des puissances d’un m^me nombre premier sont egaux. 

Soit done 


asi_ 

a“ 


g~g 

a “-1 


Zi 

6 ? 





A 


+ 


Za 

6P 


£\ 
cY 


si l’on multiplie les deux membres par a a ~ { &PcY. , on en deduit 
que — x\ ) est divisible par a\ et puisque x et x 1 sont positifs 
et plus petits que«, on en conclut x x = x\ En supprimant les deux 
premieres fractions egales, ondemonlre dem£meque# 2 = j 
et ainsi de suite. 

Si l’on etend le nom de fi actions simples & des fractions dont 
les denominateurs sont des puissances d’un enlier A > 1, et dont 
les numeraleurs sont plus petits que A, la proposition pr^c^dente 
subsiste, avec sa reciproque, pour des nombres quelconques A, B, 
G, , posilifs et premiers entre eux deux k deux. 


266 Decomposition des nombres fraotionnaires en sommes de 
fractions simples. — Considerons d’abord le cas d’un nombre 



48b LIV R E III — LA DIVISIBILITY AI1ITHMETIQUE 

fraclioonaire irreductible dout le denomiuateur est le produit de 
deuxentiers positifs A eL B premiers entre eux, et donL le num6- 
rateur N est un entier positif ou ndgalif, mats non nnl L’dquation 

AY + BX = N 

pos^de une infinite de solutions, on a done d’une infinite de ma¬ 
nures la decomposition 

_N_ _ X Y 
AB - A + JtT 


Soient x et y les restes positifs des divisions de X par Act 
de Y par B, nous obtenous 


x 

AB “ A 



E designant un nombre entier positif, nul ou negatif, mais a' 
est compns entre z 6 ro et A, et y entre zero et B 
Remplagons B par le prodmt BG de deux nombres positifs pre¬ 
miers & A et premiers entie eux, nous aurons / 

N x y 
ABC “ A + BC +Ji ’ 

en decomposant la fraction (y ; BC), on dedui t 

n x y z' _. 

ABC ~A + B + C +El 

eL amsi de suite. Par consequent, toute fraction irreductible donl 
le denommateur est le produit d’entiers positifs et premiers entre 
eux. deux a deux peut etre decomposee en une somme de frac¬ 
tious, comprises entre o et i, augmentee d’un entier positif, nul 
ou negatif 

11 iesulte d ailleurs du numero precedent que cetle decomposi- 
tion est unique, b.en qu’elle puisse s’effecLuer de plusieurs ma¬ 
nures differentes. 

Remplacons A par A“, B par BP, nous aurons done l’dgulud 

(l) N _ X y z 

A«BPCY _ A“ + Bl + Cr + + E ’ 

da ns laquelle Louies les fractions du second membre sonL irreduc- 
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tibles et comprises entre o et i. Divisons x par A, puis le quo¬ 
tient par A, et ainsi de suite, comrne s’il s’agissait d’dcnre le 
nombre x dans le syst^me de numeration de base A, et suppo- 
sons (n° 30 ) 

x = x x -+- A 2 a’ 3 H- . -+-A a - ] ;r a , 


nous obliendrons, en divisant les deux membres par A“, 


X X | Xi x 3 x a 

A« ~ a« + + ‘ + A 5 


les numerateurs # a , # 8 , .. x a sont des entiers positifs, plus 
petits que A, qui peuvent £tre nuls, & l’exception du premier x 
En operant de m£me pour les autres fractions du second membre 
de regahte (1), on en deduit 


N 

A*BPCy 


E 


X 1 Xi 


, r « 

A* A*-' 

- -4- 

+ A 

y± . _zl. 

i— 

. ^P 

BP Bp- 1 


+ B" 

Z\ ~2 


Z Y 

Gy + Gr-‘ 

H- 

+ G" 


Done, tout nombre fractionnaire irreductible dont le deno- 
minateur est le produit de puissances d’entiers positifs A, B, 
C, ..., premiers entre eux deux a deux, est decomposable en une 
nomine d’un entier et de fractions ayant pour denominateurs les 
puissances de A, B, C, . .et pour numerateurs des entiers posi¬ 
tifs respectivement plus petits que A, B, G, ... Si ces nombres 
ne peuvent dire decomposes en produits d’autres nombres, la de¬ 
composition est unique, d’aprfcs le numero precedent, mais elle 
peut 6tre obtenue de diversen mameres. 

En particular, si Ton remplace A, B, G, . .. par des nombres 
premiers «, 6,c, . .megaux deux 4 deux, on a ce theoieme 


Toute fraction irrdductible est, d’une seule niam&re, 6 gale a 
La so mine de fractions simples, augmentie d’un entier positif, 
nul , o une gat if 

Etemple I — Decomposei r en fractions simples la fiaction -—^—• 

00.17 

118 

On tiouve --+--= h-t 

3 5 17 
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Lorsque J’on salt diviser g^ometriquemcnt la circonfiSi encc cn p , <7, r, 
parties 6gales, on saura la diviser en pgr parties dgales, si lcs nom- 
bres p, q, r, sont impairs et premiers entre cux deux £l deux, et, pai 
suite on saura la diviser en lApqr . parties ^galcs Les seulsnombtes 
p,q, r, connus actuellement sont les nombies piemicis 

3 , 5 , 17, 257, 65537 , 

et le nombie suivant seiaiL (a 128 + i), qui a 39 clilfTres, si Ton pouvait d<$- 
monlrer que ce nombre est premier (voir n° 34 , Ex I ) 

Exemple II —D£composei en fi actions simples le nombic - 0 - ^^ 0 ^ 1 . 

1271808720 

On trouve (Disq A nth , n n 317 ) 


i i 


2* 2 J 


1 

2 


1 



1 

3 


4 , 1 


5 7* 


3 

7 


5_ 

id 


7_ 5 ? 

47 4 " 5g 
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NOTES ET ADDITIONS. 


I. — Sur la partition des polygones (a 0 57) 

D’apids une communication qui nous a 4 t<§ adressee par M. Cayley, lc 
theoicmc ( 5 aouci§ A Ja page g3 doit Aire aLtnbuA a Kijikmann, qui I’a d£- 
montie dans son MAmoiie On the k-pat titions of the r-gone, publie 
dans lcs Philosophical Transactions (t GXLVfl, bond res, 1857) 

D’autre pait, nous avons repu de M 6 lie Perrin, professeur a i'Ecole 
J -B Say, Jcs remarques suLvantes Soit ABC HKL un polygone de 
(n -t- 1) cdtAs, choisissons AB pour base prmcipale, et designons par n t , 
a t , a a , , a n les c 6 t 4 s BC, CD, DE,.. , KA Si, par cxeinple, lc tuanglc 
ABG fait pai tie d’une decomposition, le sommet G decompose le pei imAtre 
BCD GHK en deux polygones ayant pour bases puncipales BG ct AG, 
qui remplacent AB, de mdme, si le triangle BGE fait partie d’une decom¬ 
position, ll separe le polygone BCDEG cn deux autres, et ainsi de suite, 
on classe ainsi, dichoto/niquement, les (n — 1) sommets du polygone, 
autres que A et B 

Plapons, sui une ligne horizontale, les cGt£s 

6ti, a j, a 3 , . , ct n , 

et supposons, pour fixer les idAes, que n est egal A 8 Si le point G fait 
paiticdela decomposition, il sApare a B dea B et nous representerons cette 
premiere decomposition par 

(&i, at, a 3 , aa & ), (a Bl « 7 , a s ), 

puis, si BGE fait paitie de la decomposition, nous separerons a lt <z B 
en deux par 

at, a B ), (a/,, «b))> {a a , a 7 , a%), 

et ainsi de suite. Pai consequent, si 1 ’on considdrc la decomposition du 
polygone de 9 cdtes, dans laquelle on a trace les diagonales GK, GA, GB, 
GE, BE, GE, on peut representer cette decomposition par le symbole 

(((a,), (a t , a 3 )), (a 4 , a B )), ((a 0 , n 7 ), (<ar 8 )), 
ou 


a 1, a a , a 3 , a 4, a B , a 3 , a-j, a% 
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En general, a touLe decomposition d'un polygone de (ra + i) cdtes, en 
(n — 1) triangles, coiiespond une mannire d'obtemr Je produit de n fac- 
teuis a |, a t , a 3 , , a n , par (/i — i) multiplications de deux facLeurs, en 

effecluant suivant I'oidre des indices, et inversement Par consequent 
Le nonibie des manieies d’effectuer le produit de n facteui s a l} a 3 , 
, a n , an moyen de (n — i) multiplications de deux facteuis, pris 
dans I’ordre des indices , est igal au nombre des decompositions d’un 
polygone convexe de (n-t-i) cdtes en triangles, par des diagonales 
qui ne se coupent pas a. 1 ’inlii leur du polygone 

On en deduit facilement cel autie LluSoreme Le nombre des manibres 
d’ejfectuer le produit de n facteui s, au moyen de (n — i) multiplica¬ 
tions de deux facteui s pris dans un ordre queIconque, est igal au pro¬ 
duit du nonib/e des decompositions du polygone de (n- 4-1) cdtes en 
triangles, pat le nombre n ] des permutations des n facteurs 


Fig 76 


a-i 

a 2 

a 3 

a k 

a 3 

a 3 

a 3 

a% 


La figure ci-jointe nous montie encore que le nombi e des mameres d’m- 
terpr£ter une fraction £tag£c de n termes (n° 82 , Ex II) est £gal au nombre 
des decompositions d’un polygone de (n + i) cfltes en triangles 

Et amsi le nombre des classements, par voie dichotomique, de n objets 
ranges dans un certain ordre, est dgal au nombre des decompositions d’un 
polygone de (ra + i) cdtes en triangles, par (n — 1) diagonales qui ne se 
coupent pas & l’mterieur du polygone 


n — Sur le probldme des renoontres (n° 123) 

Le nombre Q B des pei mutations de n lettie*>, ou aucune lettie n’occupe 
la place que lui assigne son rang dans Palphabet, est dgal au nombre des 
substitutions lrr^ductibles de n lettres 
Cette mdme question a &t& tiaitde par Laplace et gdndralis£e, au moyen 
de la thdorie des fonctions generatrices, dans la Thiorie analytique des 
Probability {OEuvi es, t vrr, P 242) 

De la formulc 


Q/i-i-i— (m i)Q# + (—i) n+J 
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on d< 5 duit, en remplapant n successivement par i, 2, , n, et en faisant 

la somrae des £galit£s obtcnues, 


Q/i+i = SnQ /t H-const , 

la constante dtant £gale & 0 on a r, suivant que n est pair ou impair 
On peut obienn diverses propuStes ariLhmetiques des nombres Q„ On 
remaique d'abord que deux nombres cons£cutifs sont premieis enlie eux, 
par suite de la foimule (2) du n° 123 De plus, Q„ +1 est divisible par n , 
comme cela rtisulte de la premiere formule de la page 2i3 De la formule 
symbolique 

( P - 4 - x Y tjj (Q - 4 - x -+- 1 ) n , 
on dddmt la formule gen£rale 

f CP -has) *Ao/( Q +3; + !), 
et, par exemple, en supposant 

f(x) = z r (z — \) s , 

il vient 

(P -h %)' (P hr cc — i) s «it*(Q-i-a;-i-i)'’(Q-t- xy, 
et pour x = 0 

Pr(P_,y^Qs(Q + ,)r 

Si I’on 1 emplace / par un nombic premier p, en observant que P„ est 
divisible par p, pour nz?p, cl en tenant comptc des restes du triangle 
arithmetique, il vient 

Q/h-s=— Qs (mod p), 
on en tire, plus gdn£ralement, 

Qhp+s = (— 1 y*Qs (mod p ), 

ct ainsi les lestes de Q rt pai p se lepioduisent pdriodiqueraent 


m — Sur le problfeme des manages (n° 123) 

Nous ddsignerons par F ct H, avee les indices de 1 a n, les n femmes et 
leurs mans respcctifs, puis, par 

l n lc nombre des peimutations des n manages qui sont confoimes & 

l’£nonc£, 

» qui pr^sentent le seul d£faut de Gnir 

pai i, 
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v„ le nombre des permutations qui pr^senLent un seul d^faut, k Per¬ 
ception de commencer ou de finir 
par 1, ou de finir pai n, 

p„ » qui se termment par t et prdsentent un 

seul autie ddfaut 

Supposons que les n manages soient assis autour de Ja table dans l’une 
des X B dispositions cherclides et que survienne un manage que nous desi- 
gnerons par F^i et H n+1 , alors les convives se serrent de manure k 
ouvrir deux nouvelles places formant un intervalle que nous pouvons ima¬ 
gine!’ situd imm£diatement k gauche de Fi Alors F B+1 se place dans cet 
intervalle, et si son man s’y plagait, la permutation serait fautive, mais le 
man H b -i-i peut changer de place avec les n mans, & Perception de deux, 
Hi et celui qui est & la gauche de Fi Par consequent, par cette intercala¬ 
tion, nous obtenons (n — 2)X B dispositions Mais on peut encore obtenu 
d’nuties permutations, conformes £ Pdnonce, en commen^ant pa 1 les per¬ 
mutations fautives de n manages, que nous avons designees par p. B , 

'hii P« 

i° Supposons que, dans Japermutation qui precede I’ariivde des nouveaux 
venus, le man H t soit a la gauche de sa femme F ( , dans ce cas, le manage 
d’indice (n + 1) peut se placer a la gauche dc F ( , mais le man H B+1 doit 
^changer sa place avec Pun quelconque des mans, & Perception de Hi, on 
obtient ainsi {n — i)p B peimutations des mdnages. 

2 0 Supposons que la permutation qui pr£c£de l’arrivee des nouveaux 
venus soit une de celles que nous avons designdes par v B , alors lc mdnage 
d’indice (/n- 1), se plapant k la gauche de Fj, la permutation cst fautive, 
mais on ne peut la rendre conforme & l’£nonce que par l’£change de H, I+ i 
avec le mai 1 qui se trouvait & c6t6 de sa femme, on a ainsi v„ permutations 
des {n -4- 1) manages, distinctes des prdeddentes. 

3 ° Si la permutation qui pr^edde Parnvde du (n-Hi) liDB manage est une 
de celles que nous avons designees par p„, le premier ddfaut se trouve cor- 
1 igd par Pmtercalalion de F B+1 & la gauche de F t , et le second ddfaut par 
Hft+i, qui remplace le man qui se trouvait 4 c6td de sa femme, tandis que 
celui-ci vient se placer entre F[ et F B+1 , par suite, p B permutations dis¬ 
tinctes des pi£ct 5 denies 

fnveisement, si l'on consid&re une permutationquelconque X/j+i dc (n-+- 1) 
manages, conforme aux conditions de P£nonc£, le depart du manage 
(ra-i-r) conduit 4 Pune des quatre dispositions que nous avons d 4 sign 4 es 
par X„, [±„, v B et p B On a done la formule 

0 ) X B+ , = (n — 2)X B -t-(ra — 1) (jl b -+- v b + p B 

Pour obtenir d’autres formules, nous reprendrons la figuiatiou sur un 
Ichiquiei de /i 1 cases (p 21 5 ), en d£signant par a, b, c, d, e, les cases 
que nous aurons 4 considtirer plus spicialement {Jig 77) Les peimuta- 
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tions sans defaut (X„) sont celles qui coriespondent au piobleme des 
n tours placdes sur les cases de I’dcliiquiei, a l’excepuon des cases de la dia- 
gonale ac, des cases siluees immddialcmcnL au-dessus, et de la case b 
Nous supposerons toutes les cases blanches, a I’exception de celles que 
nous venons d’mdiquei et que nous considdreions comme noircs 

Les dispositions dans lesquelles une toui occupe la case a, et les (ft — i) 
autres tours sont sur des cases blanches, out dtd ddsigndes pai , celles 
dans lesquelles une scule tour occupe une case uouc autre que a, b, c, 
sont des v, M cn6n, celles ou une tour occupe une case noire autie que a , 
b , c et oil, en outre, une tour occupe la case a, constituent la cate¬ 
goric p n 

Si nous considdrons l’une des permutations p., t et si nous suppi inions 
par La pensee la Iigne et la colonne renfcimant la case a, il reslc un dchi- 
quier dc (ft— r) 2 cases sur lequel les (ft — r) auties tours foiment une 


lug 77 
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ccitaine pcimutauon Si la case e n’est pas occupde, cette peimutation 
rentre dans la catdgorie X B _i, eL si la case e cst occupde, elle lentrc dans 
la categoi le p,,-! On a done 

(2) k L n = X, t —1 -f- 

Si nous considdrons I’une des permutations v B , elle presente cette c 11 — 
Constance que I’une des cases nones, autre que a , b ou c, est occupdc 
pai une tour Oi, pai des peimutaLions circulates des colonnes, puis des 
ltgncs de l’dchiquici, on peut amener cette tour 4 occuper la position a 
et foinacr ainsi l’une des permutations p B , mais il y a sur l’dclnquier 
(aft — 3) cases noircs autres que a, b, c, on a done 

(J) v B = (aft- 3 )p rt . 

Enfin, dans une permutation p B , la case a est toujours occupde Si la 
case d est occupde, la permutation figuree qui reste lorsque l’on supprime 
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la Ji'oie el la colonne contenant a, appartient 4 la catdgorie p«-i> 
on le reconuaiL facilemenL en tournant I’lSchiquier d’un demi-tour autoui 
de son centre Si la case d n'est pas occup^e, on peut toujouis amenei l.i 
case fautive a occuper cetie place extreme par des pei mutations convc- 
nables des Jignes et des colonnes, ce qui donne une permutution H-n—1» 
mais comme 1! y a (m — 3 ) cases noires que Ton peut amenei en d, on 
en conclut la formule ' 

(() p„ = (2rt — p«-i 

Des formules (i) et C 3 ), on ddduiL 

(5) X B +1 = (ft — i) X« + ( 3 h — 4 ) P« 

Au moyen des diverses relations qui pr£c6denl, et des valeurs lniimles 

jX 3 =i, j p 3 = o, |v 3 =o, lp 3 =i, 

I X* = a, ( Pi = i) ( v 4 = i, f pi = 1 > 

on peui former le Tableau des valeurs de X B , p B , v B , p„ poui les pre¬ 
mieres ialeuis de n , les differences des X et des p vdrificnl les foimules 
(a) et (4), que Ton peut £crire 

1 a Ap n —i 

A3- 

En donnant a n des \aleurs successives, on d£duit les formules 

(6 i (/i — i) X, 1+ | = (/i®— n -+-1)(X/,-+- X/(—j) - 4 - /iX„_ s, 

(~) X/n-i = l n -i- i)X«-+- aX,i_i— (n — 3 )X b _e— X„_3, 

ou n’enlrent plus que des X Enfin, il y a lieu de noter la foimulc 

( ^ ) Pb+S = /I ( Pb+i t- P/i) -+- p B — [ 

Les formules et les demonstrations prec^dentes ont dtd obtenues, pom 
la premiere fois, par M Laisant D’un autre c6l6 , M C Moreau, colonel 
d’artilleue, qui est parvenu auv m£mes rdsultats, a encoie mdiqud les for- 
inules sunantes On peut eerne la lelation (6) sous la forme 

(n i)X n+l — — i)X B — («-+- i)X w _i 

= — [(» — 2)X«— n(n — a)X*_j — /iX B _ s ], 


on peut done poser 

(n— 2)X B —ra(/i — 2 )X«_,— nX B _, = K(— r )«-i 
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en ddsignanl pai IC une conslante que 1’on irouve dgale & 4 Ainsi 

(q ) (ra — 1) X/i+i = (/i ! — (n -+-1) A! —i- 4 (— i) w 

L’obscrvation du Tableau qui contient les premidres valeuis de X con¬ 
duit a poser 

(10) X, t — a(- t) b = nQ n , 
et liquation precddente donne 

(11) 0«+i= »0/* + 9/1-1+ 2 (— 0“ 

La formule (11) peimet de calculei rapidement les valeurs de 0 B , on a 
cnsuite celles de X, t par Ja formule 

X/; = 0/1+1 6/1—1 ) 

on tiouvc ainsi, pour les pieruidies valeurs de n, 


n 

e„ 


4 

0 

2 

5 

3 

1 3 

6 

1 3 

80 

7 

83 

579 

8 

592 

4738 

9 

4821 

43387 

10 

43979 

4 39792 

1 1 

4 446 i 3 

48 90741 

12, 

| 4 g 3 1720 

592 16642 

1 3 

5 gG 6 1255 

7755 gG 3 1 3 

•4 

7805 3 io 33 

1 09274 34464 

l 5 

1 09870 95719 

16 48064 35783 

16 

r6 5586 g 668t6 

264 93914 6 go 58 

17 

2G6 0178564777 

4522 64356 01207 

18 

4539 20225 68 oa 3 

81705 64062 24416 

T 9 

81971 67847 89193 

i 5 57461 89109 94665 

20 

1 5 62001 og 335 62688 

3 12 40021 86712 53762 

21 

3 1 3 21993 5456 o 4'i9 55 



iy _ Sur les nombres d’HAMILTON (n° 81 ) 

Gonsidiirons le Tableau suivant, il est formd d’etages successifs, sdpards 
„nr une ba.re horizontal, dans chaque Stage, un nombre quelconque esL 
Ual au nombre placd immddiateraent au-dessus, augments de tons ceuv 
qu. prScddcnt celu.-c. dans la mSme l.gne Cette loi subside quand on 
passe d’un Stage 4 l’dtage mfdneui, e^ceptS pour les premieres colonnes 
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de chaque £tage, qui sont form£es par Ja suite natuielle des uombres en- 
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tiers positifs et decroissants jusqu’di i Les premiers norabres de cliaque 
^tage, que nous dkngnerons par a 0 , a u a 2) a 3 , , forment Ja suite 

i, i, 2, b, 36 , 876, , 

si 1 on pose 

^n+i = ^o+ a i+ + -t- a n et H„ = s (1 + i, 

on obtient, poui Hi, H 2 , H3, , Jes nombres renfeimds dansle Tableau 

suivant 


2 1 

3 2 

5 3 

it I 

47 5 

g ?3 6 

409619 7 

8 37632 o6255 8 

3508125906290858798171 9 

6 i 5 34736 87096 57875 84485 22809 27507 75204 33167 10 


NOTES KT ADDITIONS 

Les nombies H, que M Sylvester a appelds nonibres d’Hamilton, 
joueiU un trds grand r 61 e dans la tlidorie des Equations (*) 

Le calcul des nombres du Tableau prdcddeat a did effected au moyen 
d’une formule trds remarquable, due 4 M J Hammond 
Soil 

i H- or -i- x- -+- x 3 -+- a^ -t- = g a (x), 

%x -+- 3 a:* -f- 4a: 3 + 5 a;*-t-. = g\{x), 

6a? a -i- [ 5 a? 3 -+- 19a? 1 = £*(#), 

36 a : 3 -4- 210a;* -+- = gs(x). 


el ainsi de suite; en gendral, 


a„x n -+- b tl x n+ * -l- c n x ,l+i -+- d n x n+i -t- . = gu(&). 


On multiplie gn{x) par Ie ddveloppement de la puissance de (1 — x) 
d’exposant dgal £1 —a„, si l’on compare le rdsultat au ddveloppelnent de 
gn+i(&), en tenant compte de la loi de formation, 


&n +1 




b/i+l — c n ■+" a n bn 
Cn+1 = d. n ■+■ Q-n Cn ' 


12.3 ’ 

a n (an + Q (a«-l- 2)(3<7 n + i) 

1234 1 


on a 


ff n +l(x) = 


gn(x) 

(l — x) a < 


X n ~ x 

( 1 — X) a n~ l 


-1- X n ~ x {l — x) 


Muluplions lcs deux membres par (1 — a:) J M-i, il vient 

(1 - xY>'+' gn+M — (l — x) s ng n (x) 

— 1 (f — X n ~ l (1 — a:) s » +1 

Remplagons successivement n par o, 1,2, . , (ti— 1), et ajoutons les 

identites obtenues, il vieni, apres quelques transformaiions, 

(i — x)*ng n (x) — (1 — J-)-' + a 1 (1— x) — a?"- 1 (1 - a")'"- 11 
— — a:)s»+ 5 -t-a: ,,_8 (i — a:) J n-i+ ! -+- 

-wr"-- 4 ([ — sb )*,,-»+* + . —a:) s i+ ! 


(') Sylvester, Sur les nombies dits de Hamilton Congrds de loulouse, 
1887, p 1 65 — Sylvester et Haitmond, On. Hamilton's Numbers, dans les Phi¬ 
losophical Tiansactions, vol CLXXVIII, p a 85 - 3 ia, et vol CLXXLX, p 63-71 
Lnndrcb, 1887 

K. L. - 1 


3 ? 
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Ed dgalant les coefficients de x n dans les deux membres, on obtient 
ainsi la formule de M. Hammond 


Hn-t-l — I - 


2I 3 ' 

H.fH.-iKH.-a) . (Hj — ri) 


+ (-!)' 


( Th + l) I 


En mullipliant les deux membres de 1 ’identitd pidcddente par (1— x) ei 
en ideutifiant les coefficients de x 11 , on ti ouve, aprds avoir posd l a = H rt + 1, 
la formule donnde par M Silvester 


• — 61—1 


f n—2 ( ln—i — I ) 


2 


+ (—!)« 


h(h — 0 


(lo — n -Hi) 

TTi 


= o 


ou, en se servant de la notation des combinaisons, 


+ C” 


= 0 


V. — Sur les r6seaux d’un quinconce (n° 190 , Ex II) 

Quelles que soient les dimensions du quinconce, on peut en sdparer tous 
les sommets par deux sdries de lignes paralldles ( Jig . 78), et de telle sorte 
que chaque sommet occupe le centre d’un carrd formd par le rdseau dcs 
deux systdmes de paralldles Puisque tous les sommets du rdseau sont 
des points d’ordre pair (2 ou 4), ce rdseau peut toujours dtre ddcrit d’un 
seul trait (n° 59 ), mais, conformdment & l’dnoncd, Ics lignes des deux 
systdmes de paralldles doivent dtre ddcrites d’un seul trait continu Soient 
P et q les nombres des points contenus sur les cdiids AT et AG du rec- 
angle, de plus, supposons p et q piemiers entre eux, sui la figure on a 
p = 5 et q = 7 

Supposoas que la figure soit replide autour de la ligne HL, puis que 
Ton replie de nouveau la figure autour du c&td infdrieur, et amsi de suite, 
on forme done de deux en deux le meme dessin et de deux en deux des 
images du dessm Gela posd, en partant de A, on ddcrit le chemm AB en 
descendant de p lignes, puis le chemin BCD, dont on rcmplace la paitie 
CD par sa symdtrique, de maniere & descendre toujouis entre les deux 
cbtds AG et TM du rectangle. En paitant du c6td gauche, pour y revenn 
aprds rdfiexioa sur le e6td droit, on descend done de iq lignes sur I’dchi- 
quier lndefini Poui obtenir les numdros des points de brisure sur AG 
ou son prolongement, on forme done la progression aiithmctique, de 
1 aison 2 p, 

o, ip, 4 / 7 , Gy?, . 

Mais si Jon veut obtenir les uumdios oorrespnndants sur le rectangle 
piimilif de la figure, on prend les restes de res nombres pai 2 (j, alors 
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deux cas peuvent se presenter, suivant que le reste r, toujours pair, nc 
ddpasse pas (17—i) ou est plus grand que (17 —t), dans le premiei cas, 
on conserve le reste obtenu, car le numdro de bnsure correspond h 11 n 


Fig 78. 



lectangle de mfime onentation que le lectangle piirmtif, dans Ic second 
cas, si l’on a 

'>? — *» 

Ic point de brisure se trouve dans un rectangle symdtrique du premier, 
.dors on remplace r par son complement & (2 q — 1) 

Ainsi, dans I’exemple, on forme les nombies 

0, io, 20, 3 o, 40, 5 o, 60, 70, 

les restes pai 14 sont 


0, 10, 6, 2, 12, 8, 4> o 

On conserve les restes 0, 6, 2, f, el l’on 1 emplace les autres par lenrs 
complements i i 3 , on a ainsi 


0, 3 , G, 2, 1, 5 , 4 > 0 


5oo 
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Done on passe succcssivement par les sommels 

A, D, G, K, N, S, V, A, 

el I on levient au point de depart apids avoir pass£ par tous Jes sommels 
du c&le AG J 1 eo est loujours ainsi loisque p et q sont premiers enlrc ' 
cu\, car les restes de 


o, ip, 4 p, 6 p, , iqp 

pai 2q sont tous pairs et diff&renls, eo compldtant a (2q — i) ceux qui 
surpassent ( q —i), on oblient des nombies impans tous diffdrenls On 
lorme done la suite des nombres de o & (q — i) D’ailleurs le mSme tal¬ 
so nnement s’apphque sui les aulres cOt6s du rectangle 
Lorsque les nombres p et q ont un plus grand codiviseur d, le reseau 
sc tiouve forra£ de d contours continus de mcme longueur. En elTct, 
posons 

p = p'd et q — q'd , 

p' et q* elant premiers entie eux Alors le terme de rang q' dans la pio- 
gression antbmdiique 

°. 4 />, , iq'p 

donne o poui reste, et le contour commengant en A ne rencontre plus que 
q’ points du edite AG, en supprimant ce contour, on prend un autre des 
bouimetssur AGetl'on forme de mdme un second contour au moyen d’unc 
progression ariihm6tique de raison 2p , et ainsi de suite c q f d. 
Celle demonstration est due & M Elie Pehbin 


VI — Sui la sommation des indlcateurs (n° 224) 

Si Ion ddsigne par 2 <p(/i) la somme des mdicateurs des n piemieis 
nombres et par^?, q, r, tous les nombres premiers qui ne suipassent 
pas n, on a la formule 


(') 



(■£)' 


On n, par e\eraple, pour n = 6, 


P — } i q = 3 , / = 5 , 

E J = J ’ E -3 = ^. “s~‘. 

E r3 = '’ E r- 3 = °. L r3 = u - E rr; = 0 ' 
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par suiie, 


2S<p(6) = 36-i-i — 9 — 4 — t H— i -1- o + o — o — i f, 

cl Ton a 

cp(i) + q?(2) + cp(3) + cp(4) + cp(5) + tp(6) = 12 

Pour demonti er la formule (i), il suffit done de faire voir que, si elle e^i 
verifide pour les (n — i) premiers entiers, elle subsiste pour les n pre¬ 
miers Lorsque l’on passe de (n— i)in, le second membre de cette for¬ 
mule augmente de 

mais si l’on observe que la difference 



j? x 


est egalc & i ou & o, suivant que x est ou n’est pas diviseur de n, el »i 
1’on ddsigne par a, b, c, . les diviseurs premiers de n et par p leur 
nombic, I’expiession (2) devient 


( 3 ) 


a „_,_2E(^-')+2 E (H _1 ) 


<>u encore 




- (l - Ci + Cm, 


c’est-ck-dire 29(11), puisque la somme alternde des coefficients du binunie 

est dgale & zdio , _ „ J . 

La foimule (1) a eld donnde par M. Perott, dans le Bulletin des 

Sciences mathematiques (t. IV), la demonstration preeddente nous a eic 

commumqude par M J Hammond 


VII. — Sur Isb permutations ciroulaireB aveo r6p6tition (n° 224) 1 

Lorsque n ddsigne ua entier quelconque, le nombre des permutations 
rectilignes de n objets tous diffdrents est dgal S n' et le nombre des per¬ 
mutations circulates est dgal a (n i) 1 
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Mais il n’en est plus ainsi lorsque les objets ne sont pas tous distincts, 
si I’on suppose a, p, y> - , X objels respectivement dgaux a a,b,c, , / 
et si I’on fail 

k noiubre des permutations rectilignes est 


(>1 


R(/i) 


n 1 

«' p' y' 5Ti ; 


mais il teste a determine) le nombre G(n) des permutations ciiculanc 6 
Si les n objets sont tons diffdrenls, on a la formule 

(a) «G(/i) = R(/i), 


parce que chaque permutation circulaire peut etrc ouverte u n places poui 
former des permutations rectilignes distinctes La formule (2) subsisle 
encore si les nombres a, p, y> , X sont premiers enlre cux, mais, si ccs 
nombres ont un codiviseur autre que I’unit£, il y auia des permutations 
circulates qui se composeiont de groupes identiques et qui produuont, 
par Jeur ouverture, moinsde n pcimutations rectilignes correspondantes. 
Amsi, pai exemple, soient les quatie objets a, a, b, b, la permuLation 
cn culaire 


a 

b a donne les quatre permutations rectilignes 

b ' 

ct la permutation circulate 


aabb, 
abba , 
bbaa, 
baab, 


ct 

b b ne donne que deux permutations rectilignes 

a 


abab, 

baba 


Designons par D le plus grand codiviseur des nombres a, p, y, , X 
cl par yj, q , r , . les facteuis premieis qu’il contient. Si l’on retianclie 

de G(n) et de R(/i) toutes les pet mutations qui peuvent se d^composci 
en groupes 6gaux, les permutations rectilignes qui restent sont n fois plus 
nombieuses que les peimutations circulates correspondantes, par conse¬ 
quent, les deux expressions 


;["">-2«(5h2-(£) 



±R 


n 

w- 


)} 
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sont egales Posons, pour abrdger, Q(a?) = i R(a?), on a done la formule 




Si nous supposons d'abord D £gal a un nombre premier p , au produit 
de deux, nombres premiers p et <7, ou a une puissance /j® d’un nombre 
premiet, nous trou\ons respectivement 

U) 

G(/i) — Q(/i) -+- 



1 

< 5 ) j 

| G(/i ) = Q(n) + ( 



1 


-i ) ■>(*)• 

(6) 

1 

| G(/i) = Q (n) + | 



! 

-+■ + (' " 



On apei^oit ainsi la formule g^nerale suivante, dans laquelle <p ddsigne 
le symbole de 1 ’indicateur (n° 216 ), et d. un diviseur quelconque de D 

< 7 > o ( .,-2;^eQ(5). 

On peut ddmonirer la g^n^iahtd de la formule (7) en faisant voir qu’elle 
est vraie pour la valeur D du plus grand codiviseur de a, p, y, , \ 
lorsqu’elle est admise pour tout diviseur de D, on peul aussi ddmontrer 
dnectement l’exactitude de la foimule (7), que Ton peut encore ecrire 
sous la foime 

(8) G (' ! )=i2' (d)R (5)' 

Le contenu de cette Note nous a dt£ communique par M. le colonel 
G Moreau 


V1IL — Sur lea reatea du triangle anthm6tique (a” 228) 

Nous avons d6j& mdique le moyen de calculer le reste de la division 
d’un teime quelconque C" t du triangle arithm£tique de Pascal par un 



NOTES ET ADDITIONS 


r jo4 

nombre premier p, en ramenaot Ies indices metna des eniiers compris 
entre o et p On peut encore simplifier cetie recherche et ramcner les 

indices £i des nombres dont 1 ’un ne ddpasse pas E ct 1 ’autre E par 

les considerations suivantes, que nous a^ns tirdes du Mdmoue dc Cauchy, 
lout en simplillant l'exposilion et les demonstrations (loc cit , p 23 i- 243 ) 
Mais, pour la symdtrie des calculs et pour Jeur extension a la detcimi- 
nation des restes des coefficients dans les puissances d’un polynflme, pai 
un module premier p, il est preferable de remplacer le triangle dc Pascve 
par le carrd anthmetique de Febmat (n° 53 ) 

Soit done un terme quelconque 


Fx = 


+ __ F x 

xlyl 3 ’ 


nous pouvons supposer, par les formules du n° 228 , 


x->t-y<p—\ 


et 


x 


P — 1 


7 


D’autre part, si l’on ddsigne par x,y, z tiois entices posmfs dont l.i 
somme dgale (p — i), on a 


(x+y + z )' _ r x F = 
x\ y\ z\ p 1 J 


■1 JKl 

ou, par la premiere formule de la page 420 et cn raison de In symotiic, 

IcVyVz^ ~ 0 * (— 0 * F? = ( —O 3 F' c (mod p), 

on en ddduit 

F^hJ-O-FS-'^ (mod p) 

Par la formule prdeddente, on peut supposer 

7 <P —\—x—y ou y r , 

) 

et, puisque x^y, on peut supposer 


Par consequent, pour un module donnd p, on construit le carrc arilh- 
mdtique de Fehmat par la loi de foimation ordinaire, cn ne conseryani 

que les restes mimmums pour des valeur£ dc x qui no depnssent pas E 
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lit pour des valeurs de y qui ne ddpassent pas E-^. On a, pai e\emple, 
pour p — ii), 


F 

12345678 y 

1 

23456789 

2 

.6952927 

3 

1 3 T 8 6 

4 

6717 

5 

5 6 

6 

7 

X 



Restes du carre arilhmStique de Fermat par 19 

On v^rifie les calculs en observant que, si l'on determine, par la loi de 
formation, le Lerme qui suit le dernier de cbaque ligne horizontale, on 
doit obtemr un reste 6gal et de signe contraire au precedent si x est im¬ 
pair, et dgal a l’ant^prdcedent si x est pair 
Lorsque le module p ddpasse 5 o, le Tableau des restes devient trop 
dtendu , cepcndant, lorsque le nombre premier p ne d^passe pas iooo, 
on peut calculer les restes du triangle aritbm^tique par des additions, 
au moyen de Tables construites par Jacobi, et designees sous le nom de 
Canon arithmeticus La thdone et I’application de ccs calculs seront 
expos£es plus loin. 


IX — Sur le th6or&me de Staudt et Clausen (n° 234) 


M Hermite a indiqud une mdthode de calcul des nombres entiers A 
dont nous allons simplifier la demonstration, tout en lui Iaissant une forme 
plus gendrale Cette metbode,ditl’illustre auteur dans sa Leitre a Boiichardt 
{Journal de Crelle , t LXXXI, p 9 3 ), conduit k la connaissance d’un 
grand nombre de fonctions numeriques venant sejoindre 4 Loutes celles 
dont la theone des fonctions elliptiques a donne rorigmeetles propriete- 
Soit un polynftme fi.x'), £1 coefficients entiers, et 


1 f drf{x + \) d>f{x) 1 

( x ) — ~ 1 | A x r dx r J ’ 


L 


les polyn6mcs <?,(x) ont aussi leurs coefficients entiers. Au moyen de la 
formule de Tayloii, ['equation fondamentale pourle calcul des nombres de 
Bernoulli (n° 135 ) 


/(B a? 1)-/(B x) 
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peui litre ecrite sous la foimc 


f'{sc) — B 0 <po -+- B] tfi -+- B a cpa -+- . 


Si I'on lemplacc Ies nombres B en fonction dcs nombres enliers A 
fourms pai le thdordmc de Staddt, on trouve, en posant 

= A.o<po+ A-i ®i + A.jtp a 4 - — f'{ p), 

el poui p premiei 


%/> = ?p-i(^) + 2 (^) -+- 'pop—3 (^7) -+- , 

la foimule 

li) Sj = 2j + 2 3 -t- Sj-t- £7 + 2 t] -t- 

D’ailleuis S p est un nombre eniier pour toute valeur entire de x, cai, 
11 la somnie des fractions 


a b c l 

“ P Y 1 

dont Ies denominateuis designed des nombres premiers diffdients, esl 
cgale a un nombre eniier, cbacune des fractions de la sommc est dgale a 
un uombi e entiei 

lin supposant f{x) = a?*"- 1 , on rctrou^ Ies deux propositions de 
M Hermite, savoir 

Les expressions 

et 

3"!«-h /n/»-i riP-i n 3 / 3 -s 

“ / ^ i >14 1 , W/ 14-1 

p \ XP ~ 1 —2 #3/3-8 

son/ des nombi es enliers 3 si x est entier etp premier. 



X. — Sur l’extraction. deB racin.es par les moyennes (n° 251) 

Gonsiddrons deux nombres positifs quelconques a 0 et b Q , ddsignons pni 
ax et bi la moyenne arithmdtique et la moyenne harmomque des deu\ 
nombres donnds, de telle sorte que 


cto 


2 cifj bo 
rtfl ”1“ &0 


2 


a, 6, = a 0 b 0 , 
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iopelons les memcs op^iations sui el b,, puis sur <7* et b s , et ainsi dc 
Nuiie, de lelle soile que I’on ail 


,l /i+i 


&n ~+~ b a 
2 


bn +1 = 


ii bn 
Chi ■+■ bn 


& n +1 


bu +1 


<iobo , 


les no mb res a it a x , a s , , a n sont d^croissanls, mais leurs can£s sn i - 
passent le produil a 0 bp, les nombres^i, & 2 , bp, • ( b n sonl croissaals, el 

leui s carr£s soal toujours plus pelits que a 0 b 0 Enfin la difference ( a„— b„ ; 
decroit trfis iapidement jusqu’ft z^rcS 

On oblicnt, de cette fagon, un proc 4 d 4 rapide detraction de la lacint. 
cm i ee, qui elait conau des anciens La mdthode d’mterpolation pai les 
paities proporlionnelles, appliqu^e par Hipparqie & la determination dr 
I’equmoxe, y conduit directement En effet, soit a 0 > b 0 , cn prenant la va- 
leui b 0 approch6e par d£faut, on obtient pour le carrd un nombre trop 
petit de (a 0 b 0 — 6g), en prenant la valeui de a 0 appioch^e pai exces, 
on obtient pour le can6 un nombre tiop grand de (ag — a 0 b 0 ) Done, en 
dcsignant par b\ la nouvelle valeur de (oj — rto^o)i dans la supposition de* 
accroissemenis pioportionnels, on aura 


b\ — K _ bp ^ 

Clp — bp Clp -l- bp 


d'ou 


2 a 0 b 0 
a Q -+- bo 


Quant aux megaliths prdeedentes, elles sont lmmediatcment visibles sui 
une figure g 4 om 4 trique 

On peut exprimer a, t et b n corame fonctions numiiriques du second 
mdre en efTct, si I’on pose (n° 177 ) 

uiJ^pu— q , 

aver 

7 _ ( a o — b 0 y 

p — a 0 -h bp, q — ^ - J 1 

on a les foi mules 

V s >*-> _ V i"- 1 _ a o bp ' 

a " = V 0 V, V,V,- _ aUi— “ b, t 

i . , q* n ~ l 

- (a H -bn)- y lVs y sS V,-.' 


On peut appliqucr un proc^dd analogue k I’extracuon de la lacme cu 
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bique d’un produit a 0 b 0 c 0 de nombres positifs, od pose 


do ■+■ bo ■+■ Co 


l d n +i = 

{ b t i+i = 

■+■ b n -+- c n 

a L _ 3 

^ bo Co -+- c 0 a 0 -+- do bo 

et 

3 ’ 

bn Cn -+- c H ct n -+- a n b, 

1 cto ■+■ bo H- Co 


a n -+- b n -+- Cn 

3 do b oCo 


f C,n-i = 

3 d„ b„ Cn 

1 bo Co -t- Co d 0 -+- (t 0 bo 

On a d’aiUeuis 


bn,c n -|- c n a n -i- ctnb, 


a n+\ bn+i C/j+i — Ct n b n C n — ■ ■ — dyb\Cy — do^o Cq , 


les nombres a„, b, n c n convergent trds rapidement vers Ja racine eubique 
du produit ao^ 0 Co 

Plus gdndralement, on a un proedde analogue pour l’extraction tie la 
lacine d’mdice r du produit de r nombres positifs a 0 bo c 0 . l 0 

Ddsignons par/?i la moyenne arilhmdtique des/i nombi esd 0 b 0 ,c 0 ,.. ,/ u , 
par p 3 la inoyenne arithmdtique des C® produils de ces nombres pi is ileu\ 
a deux, par p$ la moyenne arilhmdtique des C® produils de ces nombres 
pris trois & Hois, et amsi de suite, de telle sorte que I’on ait l'ldcntite 
symbolique 


{x— a 0 )(x — b 0 ) (os— c 0 ) . (x — I 0 ) ^ (% — p)' 


Posons ensuite 

a i — P\■> 

1 1 en resulte 

Formons de nouveaux nombres d B , b i} c a , , ddduits de a t , by, 

Ci, ..., l\, comme ceux-ci ont did deduits de a 0 , b Q , c 0 , . ., l 0 , nous ob- 
tenons ainsi des suites de r nombres a n ,b n , c, t , .. , l n: dont 1c ptoduit 
reste constant, et qui convergent trds rapidement veis la racine tl’indiee / 
du produit donnd a 0 b 0 c 0 ... f 0 . 

L’application de ce proeddd conduit a des formules foi t lmporlantcs, que 
nous exposerons plus loin, dans 1’application des fonctions elliptiques et 
abeliennes & la thdorie des nombres 


L - El 

o i — — i 


Cl = 


P a 


Pi P a 

aibiCy , . l\ = an&nCo Iq 


l i = 


Pr 

Pl—I 


XI. — Sur les rdduites mtermddiaires (n° 259) 

Soil un nombre x ddveloppd en fraction continue, considdrons deux 
rdduites dont les indices different de deux unitds 
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uous avons (n° 242 ) 

fp+\ = < 2 i>+\ fp + fp -ti 

Sp+1 — * 11>+1 S p~^~ Sp— 11 

posons, de plus, 

( u h = fi f„-h f,,- u 

i <^A = hgp 

Si 1 ’on donne & /i les valeuis emigres o, r, 2, 3 , , q p+1 , on oblient 

de 9 fractions (ma^a)] que l’on appelle r 6 duites mtermedian es; on a la 
suite 

,fi>-1 fp -i +/„ /*p —i ~+~ 2 /p _ _//* . 

5 p-i Sp-i~*~Sp ffp-i-^-igp S'p 

On a ainsi forme, entre les reduiles d’indices (p — r) et p, une suite 
incomplete de Brocot, en mtercalant d’abord une mediante entre les deu\ 
r^duites, puis une autre mediante entre la mediante intercalee et Ja der- 
mere reduite, et ainsi de suite On a done les proprietes suivantes 
i° Les reduiles intcrmediaires soul des fractions ur£ductibles 
2° La difference de deux reduiles intermediates cons^cutives est 4 gale k 
une fraction dont le nuin£raieur est r et dont le denominateur est £gal au 
produit des d£nominateurs des reduiles 
3 ° Si 1 ’on d^veloppe un nombre x en fraction continue, et si l’on mlei- 
cale entre la suite des ldduites derang impair toutesles rdduites mlermd- 
diaires, de telle sorte que les denommateur 9 forment une suite croissante, 
on oblient une nouvclle suite croissante dont les fiactions nc surpassent 
pas x De mfime pour les r^duites de rang pair 

4 ° On peut prolonger indefiniment l’une des suites de rdduites mtermd- 
diaires. En effet, si q„ d^signe le dernier quotient mcomplet, on peut 
introduire encore un quotient mcomplet q n+i plus grand que tout entier 
donne, et posei q n +\ = » On forme ainsi une suite de fractions irr£duc- 
libles qui s’approchenl de x d’un nombie momdre qu’un nombre donne, 
si petit qu’il soil. 

Les remaiques pidcedentes permettent de determiner, parmi toutes les 
fi actions dont le denominateur ne surpasse pas un nombre donne N, celles 
qui s’approcbent le plus, par exefis et par defaut, d'un nombre donne 
quelconque x. En effet, on developpe x en fraction continue, si 1 ’une des 
reduiles a poui denominateur N, e’est l’une des fractions cherchees, on 
loime alors entre cette ieduite et la precedente une suite incomplete de 
Bbocot, en ne conservant que les mediaules dont le denominateur ne sur¬ 
passe pas N Si aucune des reduiles n’a pour denominateur N, on prend 
les deux reduiles dont les denommateurs coraprennent le nombre N et 
Ton intercale entre el les une suite incomplete de Brocot. 

EnCn, nous ajouierons que la consideration des suites de Brocot et de 
Faret conduit immediaiement a la demonstration de ce theoreme de 
Lejeune-Dirichlet 
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Dans l’ensemble des fractions dont le dinommateui ne surpasse pas 
an entier donne N, il en exists au moms une de d&nommateur q , qui 

diff&re d’une quantity moindre que pai d&fautoapai excis, d'u/i 

nombre posihf quelconque x 
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